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Uber Moduln und Ideale von holomorphen 
Funktionen mehrerer Variablen 
Von 
Water Tuto in Bonn 


Herrn Professor WoLFGANG KRULL zum sechzigsten Geburtstag gewidmet 


Einleitung 


Die vorliegende Arbeit ist entstanden aus dem Bemiihen, ein interessantes 
Ergebnis von K. Oxa zu verallgemeinern. Oka hat in [6] (Lemma 1, 8S. 261) 
bewiesen: Jede Funktion, die auf einer n — 1-dimensionalen analytischen 
Menge M eines n-dimensionalen komplexen Raumes holomorph ist, und welche 
die Spur einer holomorphen Funktion in der n-dimensionalen Umgebung eines 
jeden Punktes von M ist, der nicht zu einer analytischen Teilmenge M’ von M 
der Dimension =< n— 3 gehort, ist Spur auch in den Punkten von M’. Die 
angestrebte Verallgemeinerung besteht darin, analytische Mengen M von klei- 
nerer Dimension als n — | ins Auge zu fassen und zu fragen, ob es auch jetzt 
méglich ist, aus der Spureigenschaft auf gewissen Teilmengen von M auf die 
liickenlose Spureigenschaft auf M zu schlicBen, und wie solche Teilmengen 
wohl aussehen werden. DaB dieses Problem wesentlich schwieriger ist als im 
Falle von OKA, zeigen schon sehr einfache Beispiele. Nun kann bewiesen werden, 
daB unsere Frage auf ein Problem tiber holomorphe Modulgarben fiihrt. Der 
Formulierung dieses Problems werden cinige Bezeichnungen vorausgeschickt. 

Es sei O der Nullpunkt des n-dimensionalen komplexen Raumes; J,, x sei 
der Ring der holomorphen Funktionskeime von 2,,..., 2, in ©. Es sei M ein 
von endlich vielen in © holomorphen Vektoren') erzeugter Modul tiber der 
Garbe der holomorphen Funktionskeime in der Umgebung von ©. A sei ein 
Mengenkeim in ©. Mit M[A] werde die Menge aller derjenigen in © holo- 
morphen Vektoren bezeichnet, die in allen Punkten ciner hinreichend kleinen 
Umgebung U von © zu M gehéren mit Ausnahme evtl. der Punkte eines 
Reprasentanten von A in U. M, sei die Menge alier in O holomorphen Vektoren 
¢, fiir die es einen 9-dimensionalen fast diinnen Mengenkeim A**) gibt, derart 
daB ¢ € M[A?] ist. 

Die Aufgabe, auf die unser Spurproblem fiihrt. besteht in der Untersuchung 
der Moduln M, und M[A]. Unser Hauptergebnis iiber M, ist: Fiir jedes o, 
0s 0s n—1, gibt es ein Ideal d, im Ring /,,... desscn Dimension ~~ 9 ist, 
derart daB: 

(1) . m@ 

1) Vgl. Definition 1,-2.1. 

*) W. Srott, [7], 8. 20. 
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gilt. Das wesentliche Mittel zum Beweise dieses Resultates ist ein Satz iiber 
lineare Gleichungssysteme mit holomorphen Koeffizienten, von denen bekannt 
ist, daB sie in einer Umgebung von © mit Ausnahme der Punkte einer o-dimen- 
sionalen fast diinnen Menge M*) holomorph auflésbar sind. Bewiesen wird, daB 
solche Gleichungssysteme in © meromorphe Lésungssysteme besitzen, deren 
Singularitatsmengen sich in einem analytischen Mengenkeim der Dimension 
Se schneiden, der nur von der Dimensionszahl 9 und den Koeffizienten der 
Unbekannten in den Gleichungen, nicht jedoch von ihren rechten Seiten und 
der genauen Gestalt von M abhangt. Das verwendete Beweisverfahren hat 
den Vorteil, da es zugleich eine Methode zur Berechnung des Ideals }, enthilt. 
Diese Tatsache ist bei der Herleitung von Satzen iiber Spezialisierungs- und 
Schnitteigenschaften der untersuchten Moduln von Bedeutung. Dieselbe SchluB- 
weise erméglicht ferner den Beweis von Satz 1a iiber die Kohirenz der Garbe 
M,. Satz la wurde bei der Korrektur eingefiigt. Fiir den Satz 1 hat 
H. Gravert dem Verfasser nach dem Lesen des Manuskriptes dieser 
Arbeit am 20. 5. 59 einen einfachen garbentheoretischen Beweis mitgeteilt, der 
dariiber hinaus noch die Koharenz der Garbe der weiter unten erklarten 
adjungierten Ideale a, ergibt®*). 

Im §2 werden die Anwendungen des Satzes 1 auf die Beschreibung der 
Moduln M, und M[A] gegeben. Da nicht sicher ist, daB das Ideal }, durch die 
Bedingung (1) eindeutig bestimmt ist, wird der Begriff des adjungierten 
Ideals 9. Stufe a, eingefiihrt. a, ist das Maximalideal von J,,z mit der Eigen- 
schaft (1). Es werden einige Satze tiber adjungierte Ideale bewiesen. Damit 
gelingt es, iiber MM, recht genaue Aussagen zu machen. Auch itiber M[A] 
werden einige Ergebnisse gebracht. Die genauere Untersuchung soll einer 
spateren Arbeit vorbehalten bleiben. 


Als Beispiel zur Anwendung unserer Resultate wird im § 3 der Fall einer 
Ideal-Garbe M(i) besprochen. M, und IM [A] (fiir analytische Mengenkeime A) 
sind jetzt I,,x-Ideale, deren Berechnung keine Schwierigkeiten macht. Man 
erhalt sog. isolierte Komponentenideale von i *), und zwar alle solchen Ideale. 


Das Ausgangsproblem iiber die Spureigenschaften von holomorphen Funk- 
tionen kann mit den Mitteln dieser Arbeit gelést werden, und zwar kénnen 
— im Falle einer rein-dimensionalen analytischen Menge M — auch diejenigen 
analytischen Teilmengen von M angegeben werden, die kein Hindernis zur 
Fortsetzung der Spureigenschaft bedeuten. Da diese Resultate jedoch fiir sich 
ein abgeschlossenes Ganzes bilden und da sie Vorbereitungen iiber den Rahmen 
der vorliegenden Arbeit hinaus erfordern, sollen sie in einer sogleich folgenden 
zweiten Arbeit veréffentlicht werden. 


2a) Der zunachst fiir Satz 1 vorgesehene langere Beweis wurde vom Verfasser nach 
Einsicht in den Beweis von Herrn Gravert, jedoch ohne Verwendung seiner Methoden, 
durch Straffen der Beweisfiihrung gekiirzt. Die urspriingliche, ausfiihrlichere Darstellung 
soll —- vermehrt um einige weitere Ergebnisse — in den Bonner Mathematischen Schriften 
erscheinen. 


3) [4], 8. 16. 

















Moduln und Ideale von holomorphen Funktionen 


§ 1. Lineare Gleichungen mit holomorphen Koeffizienten 

1.1. Die folgenden Untersuchungen sind lokaler Art und beziehen sich auf 
eine Umgebung des Nullpunktes © des Raumes (" der n komplexen Ko- 
ordinaten 2,, 22, ..., £,. Fiir das System {z,, x2, . .., z,} werde die Abkiirzung 
x oder (x), gebraucht. Mit J,,2 werde der Ring der holomorphen Funktions- 
keime von (z),, in © bezeichnet. 

1.2. Fir die Formulierung unseres wichtigsten Hilfssatzes eignet sich be-° 
sonders gut eine Definition von W. STo.x*). 


Definition der fast diinnen Menge (W. STo.L) 

Eine Teilmenge M eines n-dimensionalen komplexen Raumes @ heiBe 
,diinn“ von der Dimension 9, wenn jeder Punkt P ¢ M eine (zusammen- 
hangende) Umgebung U(P) besitzt, derart, daB M 7 U(P) Teilmenge einer 
in U(P) analytischen Menge von der Dimension <9 ist. — Ist M Vereinigung 
von héchstens abzihlbar vielen diinnen Mengen der Dimension 9, so heiBe M 
fast diinn“ von der Dimension o. Die Eigenschaft ,,fast diinn‘‘ von der 
Dimension g wird einem Mengenkeim M eines Punktes P ¢ @ beigelegt, wenn 
sie einem Reprasentanten von M in einer geeignet gewihlten Umgebung von P 
zukommt. 

1.3. Da eine analytische Menge der Dimension 9 < n — | in einer offenen 
Teilmenge U von G nirgendsdicht in U ist, so ist eine diinne Menge der Dimen- 
sion @ S n — | nirgendsdicht in G. 

Setzen wir G als metrischén, vollstaéndigen Raum voraus, so liefert der 
Bairesche Dichtigkeitssatz 5) das folgende Ergebnis: Wenn M eine fast diinne 
Menge der Dimension o S n — | ist, so ist G — M dicht in G. 

1.4. Besonders wichtig ist nun der folgende Satz von STOLL‘): 

Es sei M fast diinn von der Dimension g im komplexen Raum (@ und z 
eine holomorphe Abbildung von G@ in einen komplexen Raum H. Dann ist 
2(M) fast diinn von der Dimension ¢ in H. 

1.5. Satz 1. Gegeben sei ein System linearer Gleichungen: 


m 
(1) SF t,lz)n%,= Gl2)n, A=1,2,...,1, 
w=l 
in den Unbekannten w,, Ug,..., Um, mit Koeffizienten a,,,c,, die in der Um- 


gebung U des Punktes © holomorph sind. Es gebe in U eine fast diinne Menge M 
der Dimension 9 S n — | mit folgender Eigenschaft: Ist x° ein Punkt aus U — M, 
so besitze das Gleichungssystem (1) ein Lésungssystem: 

(2) U,= ~,(z, 2°), w=1,2,...,m, 

von Funktioner., die in der Umgebung von x° holomorph sind. Dann gibt es endlich 
viele ,.meromorphe’: Lésungssysteme von (1) 

(3) n= '(z),., w=1,2,...,m, 

Ost Dudes tagBe 

~~ 4) [7], 8. 204. 


5) {1}, S. 108. 
*) [8], S. 397. 
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derart, daB die Funktionen y\’’(x), in © meromorph sind und den folgenden 
Singularititscharakter haben: 

Zu jedem Lésungssystem (3), v= 1,2, ..., 8, gibt es eine in © holomorphe 
Funktion 3,(x),,, 80 dap die Funktionen 0, (x), * yl (2)n, # = 1,2,...,m, in O 
holomorph sind. Diese Funktionen 0,,0.,...,0, héingen allein ab von den 
Koeffizienten a,,, = 1,2,...,m, A=1,2,...,1, der linken Seiten von (1) 
und von der Dimension o der Ausnahmemenge M. Die analytische Menge 


(4) 0,(z),.=0, v=1,2,.:.,8, 


hat eine Dimension So. 

Bemerkung: Zum Versténdnis des Satzes 1 werde darauf hingewiesen, 
daB die Funktionen #,, y = 1, 2, ..., 8, unabhangig von den rechten Seiten c, 
und auch — abgesehen von der Dimensionsbeschrankung — unabhangig von M 
gewahlt werden kénnen. 

Beweis. (I) Wegen der Voraussetzung der holomorphen Auflésbarkeit 


von (1) in U — M ist der Rang r der Koeffizientenmatrix (a,,) gleich dem — 


Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix (a,,,, c,). Wird — ohne Einschrin- 
kung der Allgemeinheit — angenommen, da A = det(a,,,), A, w = 1,...,7, + 0 
ist, so ergibt die Auflésungstheorie linearer Gleichungssysteme : 

u—r 
(5) Awy= — 2 Girintesy, A=1,...,7, 

wel 
mit ¢}, @4,,,¢ 1,2. Hier sind a},.,, unabhangig von ¢,, . . ., ¢. 

(Il) Wir erledigen zuerst den Fall 9 = n— 1. Dann gilt Satz 1 mit s = 1 
und #,= A. Von nun an nehmen wir oe S n — 2 an und vollzichen vollstandige 
Induktion nach n. Fiir x = 1 ist A leer und nichts zu beweisen. Zum Induktions- 
beweis setzen wir Satz 1 fiir nm — 1 Variablen (n = 2) als richtig voraus. 

(IIL) Es werde eine lineare Koordinatentransformation y = L(x) so ge- 
wahit, daB A regular bzgl. jeder der m Variablen y,, .. ., y, ist. Fiir A = 1,...,n 
sei Ct,’ der Raum mit den Koordinaten y, ..., y,-1, Yaris +++» Yni und my 
sei die Projektion von C" auf Ct>'. Es ist 0,,= 2,(U) eine Umgebung des 
Punktes Oy) = 2,(O). Ferner ist Mw= a,(M) eine fast diinne Menge der 
Dimension g in U,; denn z, ist eine holomorphe Abbildung (vgl. 1.4). Die 
folgende Reduktion auf den Fall von n — 1 Variablen ist fiir jeden Raum C?> ' 
auszufiihren. Wir betrachten als Beispiel A = n. 

(IV) Auf A werde der WeierstraBsche Vorbereitungssatz bei Auszeichnung 
von y, angewandt : 


(6) A= A* (Yn /(Y)n-1) e(¥)n ’ e(O) +0, 


A* ausgezeichnetes Pseudopolynom des Gradés g in y,, e¢€J,y. Aus dor 
WeierstraBschen Formel folgt: 


1 
* ° 
(7) & Garey = rtp tA aie,» A=l,....r;6=1,....m—r, 


1 
(8) ~ i= ch + Ay, os A 
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(cf, af,,, Polynome von y, vom Grade < g— 1 mit Koeffizienten in J, _, y; 
cy, Gir +p € T,y). 


Setzen wir: 
(9) u, = u,— cf +E Wirepteen A=1,...,r 
+ y= es w=l1,...,m—r, 
so ergibt sich aus (5), (7), (8) und (9): 
(10) Aus = AE ahr satiens he pre 


Weil (9) eindeutig umkehrbar ist, tibertragen sich Voraussetzungen und Be- 
hauptungen des Satzes 1 iiber (5) ohne Anderung auf (10), so da® wir Satz 1 
nur fiir (10) zu beweisen brauchen. 

(V) Es sei U*=OxKcU (0c Ct5', KC Yn-Ebene) eine Zylinder- 
umgebung von O, in der die Formeln (6), (7), (8) gelten und die so gewahlt 


ist, daB fiir (y),-,¢ O die Wurzeln von A* in K liegen. Es sei 7, ¢ 0 — Mw 
und 0(%)c O— My» eine Zylinderumgebung von %. Dann ist U*(%,) 
= 0(9,)x Kc U*— M. Es ist also (10) in jedem Punkte von U*(%,) holo- 
morph auflésbar. Da U*(%,) ein Zylindergebiet ist, gibt es ein holomorphes 
Lésungssystem von (10) uj(y; %), A= 1,..., m, in ganz U*(y,) 7). Nach dem 
Restsatz®) gilt: 


(11) Uy 4 wl¥3 Y%) ral UF. (Yn! (Y)n—13 Yo) si A* up's alY; Yo) ’ 
pw=l1,...,m—r. 

(u*,,, Polynom von y, mit einem Grad <g—1 und in 0 (%,) holomorphen 

Koeffizienten ; u;’, ,, holomorph in U*(%,).) Aus (10) und (11) folgt: 


m—rT 


(12) A*uf=cf— J of,.,W,,, A=1,...,9, 
w= 


wobei uf = ui + bs af, +. Uy +, gesetzt ist. 


Wie bei Oxa 16], 8. 213, wird gezeigt, daB uf ein y,-Polynom vom Grad 
<g—2 mit in 0 (%,) holomorphen Koeffizienten ist. 

(VI) Aus (V) folgt: Jeder Punkt 7,<¢ 0 — M,,) besitzt eine Umgebung 
O(%,), derart, daB (10) gelést wird durch ein System von y,-Polynomen des 
Grades <g — 1, deren Koeffizienten in 0 (¥,) holomorph sind. 

(VII) Nun setzen wir Polynome vom Grade g—1 mit unbestimmten 
Koeffizienten als Lésungen von (10) an. Substituieren wir in (10) auBerdem die 
¥n-Polynome fiir 4*, af, , ,,, cf, 80 erhalten wir durch Koeffizientenvergleich der 
Potenzen von y, ein Gleichungssystem derselben Art wie (1), dessen Koeffi- 
zienten indessen nur von y;,..., Y,—; abhangen. Man erkennt an (10), daB in 
diesem Gleichungssystem die Koeffizienten der Unbestimmten die Koeffi- 
zienten der Polynome af, , ,, 4*, also unabhangig von ¢,, . . .,¢, sind, wihrend 


1) [1a], Théoréme 4. 
*) [5], 8. 15. 
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die rechten Seiten die Koeffizienten der Polynome cf sind. Dieses Gleichungs- 
system erfiillt wegen (VI) die Voraussetzungen von Satz 1 und gestattet daher 
die Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Es besitzt endlich viele mero- 
morphe Lésungssysteme, von denen jedes ein Koeffizientensystem fir ein 
System von Lésungspolynomen von (10) darstellt. Die auf diese Weise ge- 
wonnenen Lésungssysteme von (10) seien: 


(13) us = wf(y/(y).-,), A=1,...,m; tT=—l,...,¢. 
Die Induktionsvoraussetzung ergibt auBerdem die Existenz von Funktionen 
O.(y)n—-1€ In-1y, tT = 1,..., t, mit den Eigenschaften: 


(a) Fir A= 1,..., m ist uf- #, holomorph in O. 
(b) Die #, hangen nur ab von e und den Koeffizienten a, , des Systems (1). 
(c) Der analytische Mengenkeim ©,,, des Punktes O;,) im Cj)’ mit den 
Gleichungen 
O(y).-1=90, t=1,...,#, 
hat eine Dimension So. 

Betrachten wir @;,) als analytischen Mengenkeim des Punktes © im C*, 
so ist seine Dimension <o + 1. 

(VIII) Die SchluBkette (IV) bis (VII) kann fiir jeden Raum Cn aus- 
gefiihrt werden, vgl. (III). Fiir jedes A erhalten wir meromorphe Lésungs- 
systeme (3) von (1) und einen analytischen Mengenkeim @,, in © von der 
Dimension < ¢ + 1 mit den (a), (b), (c) in (VII) entsprechenden Eigenschaften. 


n 

Nun soll durch einen indirekten SchluB bewiesen werden, daB 0 = A, Ow 
eine Dimension <@ hat. Ware die Dimension von @ gleich @ + 1, so gabe es 
in der Umgebung von © einen Punkt y®, der einfach fir alle O,,) ist. Bei ge- 
eigneter Numerierung der Variablen besitzen @;,,_,) und 0,,) in der Umgebung 
von y° Darstellungen der folgenden Art: 

O(n—) = Yor i= OP) (y), » t=1,...,.n—@—2,n—@; 
Y,—-1 beliebig; 

O(n): PM (y),1=9, w=1,....n—o@—1; y, beliebig. 
(®"~), ®” holomorph in y®). Da @(,) in y° einfach ist, ist der Rang der 





ao™ 
Funktionalmatrix: ( oy, , p=1,...,.n—o—1, v=1,...,n—1 in y® 
gleich n — 9 — 1. Wir setzen @™ ,= y,— Di" (y),. Dann ist der Rang der er- 
(nm) 
weiterten Matrix (FF). =1,....n—o—I1,n—0;v=1,...,n—I, nin 


y® gleich n — 9. Die Dimension von @(,_,)7\ @,) in der Umgebung von y?° ist 
deswegen <o im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist die Dimension 
von @ < o und Satz | bewiesen. 

1.6. Zusatz bei der Korrektur am 12. 9. 1959. Die SchluBweise des Beweises 
von Satz ] erméglicht — ahnlich wie bei den Kohirenzbeweisen von K. Oxa, 
vgl. [5], S. 20, und H. Cartan, vgl. [la], 8. 40 — die Gewinnung des fol- 
genden_Ergebnisses : 
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Satz la. Es sei M die in Definition 2 (vgl. unten § 2, Nr. 2.1) erklarte 
Modulgarbe iiber der Garbe der holomorphen Funktionskeime in der Umgebung 
U von © (bzw. sinngemaB verallgemeinert in einem Gebiet U des C” oder einer 
komplexen Mannigfaltigkeit). Die Garbe %, werde durch folgendes Garben- 
datum definiert: Ist V eine offene Menge in U, so sei M,(V) die Menge aller in 
V holomorphen Vektoren, die in allen Punkten von V zu M gehéren mit Aus- 
nahme evtl. nur der Punkte auf irgendeiner o-dimensionalen fast diinnen Teil- 
menge von V. Die Garbe M, ist kohirent. 


§ 2. Die adjungierten Ideale eines Moduls holomorpher Vektoren 

2.1. Wir wollen den Satz 1 neu formulieren unter Verwendung des Begriffs 
des Moduls tiber der Garbe der holomorphen Funktionskeime. Dazu schicken 
wir einige Definitionen voraus. Wie in 1.1 bezeichne J, x den Ring der im Null- 
punkte © holomorphen Funktionskeime von (z),,. 

Definition 1. (Holomorpher Vektor) 

Ein Vektor ¢ = (¢,(2)_,¢o(%)n,-- +; ¢,(z),) mit Komponenten c,(z),, 
A=1,2,...,1, des Ringes J, x heiBe ,,holomorph im Punkte O*. Die Anzahl l 
der Komponenten wird bei allen Untersuchungen dieses Paragraphen fest- 
gehalten. 

Definition 2. (Modul, erzeugt von holomorphen Vektoren) 

Die in © holomorphen Vektoren: a,,= (44, @g,, - + -» 1), # = 1,2,..-,™, 
(a,,¢€1,2,A=1,2,...,l,4=1,2,...,m) erzeugen einen Modul M iiber der 
Garbe der holomorphen Funktionskeime in den Punkten einer Umgebung 
von ©. Dieser Modul MN ist in einer Umgebung von © definiert und koharent. 

Definition 3 (J,,z-Modul M: a). 

Es sei I ein Modul, der von endlich vielen in © holomorphen Vektoren 
erzeugt wird (vgl. Definition 2). Es sei a ein Ideal im Ring /,, x. Mit M : a werde 
die Menge aller in © holomorphen Vektoren ¢ bezeichnet, welche folgende 
Eigenschaft haben: Fiir alle a € a ist a- ¢ € Min O und daher in allen Punkten 
einer Umgebung von ©. 

M: a ist ein Modul iiber J,,2. 

Definition 4 (I,,z-Modul M[A)). 

Es sei IM ein Modul, der von endlich vielen in © holomorphen Vektoren 
erzeugt wird (vgl. Definition 2). Es sei A ein Mengenkeim im Punkte ©. Wir 
bezeichnen mit [A] die Menge aller derjenigen in © holomorphen Vektoren, 
die in allen Punkten einer geeignet gewahlten Umgebung U von © zu M 
gehéren mit Ausnahme evtl. nur der Punkte eines Reprasentanten von A in U. 

MA] ist ein I, x-Modul . 

Definition 5 (J,,2-Modul M,). 

Es sei M ein Modul, der von endlich vielen in O holomorphen Vektoren 
erzeugt wird (vgl. Definition 2). Mit M, werde die Menge aller derjenigen in O 
holomorphen Vektoren ¢ bezeichnet, fiir die ein fast diinner 9-dimensionaler 
Mengenkeim 4? in © existiert, so daB 
M[Ae] (vgl. Definition 4) 
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gilt. M, ist definiert fir 0 < 9 < n—1. Es werde noch M_, eingefiihrt als 
Menge aller in O holomorphen Vektoren, die in © und daher in einer Um- 
gebung von © zu M gehoren. 

M,(—1 S e S n— 1) ist ein Modul iiber J,, x. Da jeder 9-dimensionale fast 
diinne Mengenkeim in © Teilmenge eines 0 + 1-dimensionalen fast diinnen 
Mengenkeimes in © ist, gilt: 


(1) McM., fir o=—1,0,1,...,.n—2. 


2.2. Grundlegend fiir alle Untersuchungen iiber die Moduln M, ist der 
folgende Satz: 

Satz 2. Hs sei M ein Modul, der von endlich vielen in © holomorphen 
Vektoren erzeugt wird (vgl. Definition 2). Es sei o eine ganze Zahl mit 
—lsesn—l. &, sei der in Definition 5 erkliérte I,,x-Modul. Es gibt ein 
Ideal d, des Ringes I, x, dessen Dimension < 9 ist, derart, dap : 

(2) M = M: d, 
ist (vgl. Definition 3). 

Beweis. (a) Fir 9 = —1 setzen wir d_, = (1). Es sei also 9 > —1. 

(b) Die Relation ¢ ¢ M, fiihrt auf das Gleichungssystem (1), § 1. Die Voraus- 
setzung des Satzes 1 iiber die Lésbarkeit dieses Systems ist erfiillt. Nun 
definierer. wir 6, als Ideal mit der Basis (#,,0,,...,0,); vgl. Satz 1. Das 
Ideal }, hangt nur von Mt und o ab, vgl. Satz 1, seine Dimension ist <9. 
Wegen der Eigenschaften der Funktionen #, bzgl. der Lésungssysteme (3), 
§ 1, von (1), § 1, gilt: 


(3) BcEM fir v=—1,2,...,8, 


also ¢ € M: b,. Damit ist M,c M: db, bewiesen. 

(c) Ist ¢ € M: d,, so gilt (3). Ist nun x° ein Punkt der Umgebung von O mit 
8,(x°) + 0 fiir irgendein v, so folgt aus (3), daB ¢ € M in x® ist. Nur in solchen 
Punkten kénnte also ¢ nicht zu M gehdren, in denen simtliche Funktionen 
8,(x),, ¥ = 1, 2,...,8, verschwinden. Da d, eine Dimension <9 hat, erfiillen 
diese Punkte einen analytischen Mengenkeim in © von der Dimension <o. 
Daraus folgt ¢ € M,, und es gilt auch M: d,c M,. (b) und (c) ergeben (2). 

2.3. Das Ergebnis des letzten Beweisschrittes (c) in 2.2 soll fiir spatere 
Anwendungen allgemein angegeben werden: 

Es sei a ein Ideal von I,,x. Ist dann ¢€ M:a (vgl. Definition 3), so ist 
¢€M in allen Punkten einer Umgebung von O, die keine Nullstellen von a sind. 

Bezeichnen wir die Nullstellenmenge von a mit A, so kénnen wir dieses 
Ergebnis auch so formulieren: 


(4) . M:acMI[A]. 


2.4. Im allgemeinen wird das Ideal }, durch die Bedingung (2) nicht ein- 
deutig bestimmt sein. Man erkennt jedoch: Sind }{) und d( Ideale mit der 
Kigenschaft (2), so geniigt auch das Vereinigungsideal },= (d{), 0) der 
gleichen Bedingung (2). Daher kénnen wir Eindeutigkeit erreichen, indem wir 
zum Maximalideal mit der Eigenschaft (2) ibergehen. 
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Definition 6. (Adjungierte Ideale) 

Es sei M ein Modul, der von endlich vielen in © holomorphen Vektoren 
erzeugt wird (vgl. Definition 2). Es sei 9 eine ganze Zahl mit —1 s @ S n— 1. 
M, sei der in Definition 5 erklarte J, x-Modul. Das gréBte Ideal mit der Eigen- 
schaft (2) heiBe ,,adjungiertes Ideal a, von 9 Stufe von M“. M,= M: a,. 

Die folgenden Eigenschaften der adjungierten Ideale folgen unmittelbar 
aus den Definitionen und Satz 2. 


(1) a_,= (1). 
(2) Die Dimension von a, ist So. 
(3) Es gilt: 
(5) Q4,C a, fir 0 =—1,0,1,...,.n—2. 


2.5. Nun beweisen wir den Satz: 

Satz 3. Es sei M ein Modul, der von endlich vielen in O holomorphen 
Vektoren erzeugt wird (vgl. Definition 2). Fiir —1 <0 S<n—2 sei M, der in 
Definition 5 erklérte I,,x-Modul. Wenn die Dimension des adjungierten Ideals 0. 
Stufe von M, a,, gleich o ist, so stimmen die adjungierten Ideale a,, ere 
iiberein, wihrend a,_, + a, ist. 

Beweis. (1) Wenn a, die Dimension o (< g) hat, so folgt aus 2.3 M,c M,_ 
also auch a,c a,. Daraus folgt nach (1) und (5): 


M=Mi=a = MN, 
@= Q-y="''= ,. 
(2) Ware auBerdem noch a,_,= a,, 80 miiBte a, offenbar <o_— 1-dimensional 
sein, entgegen unserer Voraussetzung. 
Folgerung. Es gibt eine Folge von ganzen Zahlen 9,, 09, ..., 0, mit: 
n—120,> 0.>°***> 0,=—1, derart, daB fir A = 2,3,..., k gilt: 


(6) M= Me, fiir oS eo <o,-1. 

(7) a= a, fir o,5 9 < -1- 
AuBerdem ist: | 

(8) M=M~, fir asesun—!, 

(9) a= a, fir gaSsesn—l. 


Die adjungierten Ideale ao,, A=1,2,..., , sind durch die folgende Eigenschaft 
vor den.iibrigen adjungierten Idealen a,(9 + g,) ausgezeichnet: Die Dimension 
von Qe, ist 9,,A4 = 1,2,...,k. 

2.6. Nunmehr kommen wir zur Untersuchung der in Definition 4 erklirten 
Moduln IN [A]. Es bestehen die folgenden Relationen mit Mengenkeimen A und 
B im Punkte ©: 

(a) Aus Ac B folgt M[A] CMB]. 
(b) M[A mn B) = M[A]n MLB}. 

Ihr Beweis ergibt sich leicht aus der Definition 4. 

2.7. Bei der folgenden Untersuchung spielen die Nullstellenmengen der 
adjungierten Ideale eine wichtige Rolle: 
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Ergdnzung zu Definition 6 


Die Nullstellenmenge des adjungierten Ideals 9. Stufe von M, a,, werde mit 
D,, bezeichnet. 
Aus (5) folgt: 


(10) D,c Dox, fir o=-—1,0,1,..., n—2, 
D_,: 
Es ist M[D,] = N,. 


Beweis. Da die Dimension von D, nicht gréBer als o ist, gibt es eine 
o-dimensionale analytische Menge Be in ©, die D, enthalt. Dann ist nach 
2.6 (a): M[D,]c M[Be}c M,. Andererseits ist M,= M: a,c M[D,]} nach (4). 

2.8. Satz 4. Es sei M ein von endlich vielen in O holémorphen Vektoren er- 
zeugter Modul (vgl. Definition 2). A sei ein fast diinner Mengenkeim in O von der 
Dimension <n — 1. Es sei 0* die grépte unter den Zahlen —1 < 0 < n— 1 mit 
der Eigenschaft, daB A r\ D, die Dimension o besitzt. (Zur Definition von D, 
vgl, 2.7.) Dann ist M[A | MA Dye). 

Beweis. Wir legen einen n — 1-dimensionalen fast “yy Mengenkeim 
Be-? durch & d.h. Ac B*-!. Dann ist ena Mi B-*1c M, .,= M>a,-;. 
Jetzt sei ¢ € MIA]. Dies bedeutet ¢ € Min U — A (U ist hier — wie auch bei 
den Vicaden Schliissen — Symbol fiir cine geeignet gewahlte Umgebung 
von ©). Aus ¢€ M:a,_, folgt nach 2.3: ¢ ¢ M in U — D,_,. Also haben wir 
cEM in (U—A)U(U—D,_,)= U—AnD,-,, und dies _besagt 
c€Ml[An D,-_,]. Es ist daher M[A]c M[A xr D,_,]. Hieraus und aus 
2.6 (a) folgt: MA] = M[A vr D,_,]. Wenn Ax D,,_, die Dimension n — | 
besitzt, ist o* = n — | und unsere Behauptung bewiesen. Hat jedoch 4 D,_, 
eine Dimension < n—2, so legen wir durch A D,,_ , einen n—2-dimensionalen 
fast diinnen Mengenkeim und finden mit ahnlichen Schliissen: 


(11) MA \ D,-1] = M[Ar\ D, 10 Dy 2] = M[A 1 D,- 9] 


n” 


ingen (10)], usw. Es ist klar, da} diese Rechnung gerade bis zu der Dimension 
o* durchgefiihrt werden kann. 

Folgerung 1. Zu jedem po, —1 <= » Sn-—~1, gibt es einen rein o-dimen- 
sionalen analytischen Mengenkeim A?, so dali M _ 2] = M, ast. 

Folgerung 2. Wenn fiir alle 9 mit 0 < 9 <n—1 die Dimension von 
A /\ D, kleiner als 9 ist, so gilt M[A] = M. 

2.9. Wir betrachten den folgenden Sachverhalt: Es seien M@ und M®) 
Moduln, die von endlich vielen in © holomorphen Vektoren erzeugt werden. 
Dann ist der Durchschnitt M“ >) M@) ein Modul der gleichen Art. 

Dies Ergebnis folgt aus dem Satz, daB jeder Untermodul eines endlich 
erzeugten Moduls iiber einem Noetherschen Ring — in unserem Fall J, 2 — 
cine endliche Basis hat*), und dem Satz iiber den Durchschnitt von koharenten 
Modulgarben!"). 


*) [3], S. 54. 
1) [La], 8.41. 
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Es gelten die Formeln: 

(12) (MOM) [A] = MM[A] A MA] 
(13) (MOH) MA), = MY ry ME). 

Beweis. Die Formel (12) folgt unmittelbar aus den Definitionen. 

Zu (13). Hier ist (MO > M®), c MY M” klar. Die Umkehrung folgt so: 
Es sei ¢ ¢ M{)\ M’. Dann gibt es g-dimensionale analytische Mengenkeime 
in O: Be, BS, derart, daB ¢c € M® in U — Be und ¢ € M®) in VU — Bg (U eine 
Umgebung von ©). Offenbar ist nun ¢ ¢ M%-\ M® in U— Bew By, dh. 
¢ € (MO Me), denn Be WY Bg ist ein o-dimensionaler analytischer Mengen- 
keim in ©. 

§ 3. Die Idealtheorie als Beispiel 

3.1. Als Spezialfall von Moduln holomorpher Funktionskeime ergeben sich 
fiir / = 1 die analytischen Ideal-Garben des Punktes ©. 

Es sei i ein Ideal von J,,x (dem Ring der in © holomorphen Funktions- 
keime). Der von einer Basis von i in der Umgebung von © erzeugte Modul 
holomorpher Funktionskeime werde mit IN(i) bezeichnet. 

Indem man die zwischen verschiedenen Basissystemen von i bestehenden 
in © holomorphen Relationen beachtet, tiberlegt man sich leicht, daB die 
I,,x-Ideale M, (i), M(i)[A] unabhangig von der zur Definition von M(i) ver- 
wendeten Basis von i bestimmt sind. 

Ist a ein Ideal von J, x, so ist M(i): a = i: a, d.h. gleich dem gew6éhnlichen 
Idealquotienten. Die Dimension von i sei gleich ¢. Die Nullstellenmenge von i 
sei MW. Da M(i) in allen Punkten von U — M (U eine Umgebung von ©) den vol- 
len Ring holomorpher Funktionskeime erzeugt, ist M,(i) = J, x fiir o = o. 

3.2. Ist speziell i ein Primarideal, so kénnen auch die iibrigen Ideale M, (i. 
o <a, leicht angegeben werden. Es ist nimlich nach Satz 2: M,(i) = i: a,. 
wobei a, ein ideal der Dimension <9 < o bedeutet. Wegen dieser Dimensions- 
eigenschaft ist a, kein Unterideal des zu i gehdrigen Primideals, dessen Di- 
mension @ ist. Daher gilt : i: a,= i"). Wir haben also das Ergebnis: 

Fiir ein Primarideal i der Dimension a ist: 


(1) MN, (i)=1,2 fir o=o, 
(2) M, (i) i fir o<o. 


3.3. Wir fassen den allgemeinen Fall ins Auge. Es sei i ein Ideal von J,, x 
mit der folgenden unverkiirzbaren Zerlegung in Primarkomponenten, die wir 
nach absteigenden Dimensionen anordnen : 

(3) n—120,;>0,>°°'>6,20. 


(93) 
qi" 


Ja 


(4) i= A 


8) 
nN 
A me | 


my 
(Dimension von q‘’? = o,). 

Die weiteren Uberlegungen beruhen auf einem bekannten Satz iiber 
koharente analytische Garben, den wir fiir den vorliegenden Fall so formulieren 
kénnen?2): 

"MY [2], 8. 78. 
12) [La], Théoréme 5, 8. 50. 
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Aus i = i, 4 i, folgt M(i) = Mli,) A Mii,). 
. Wir haben also: 


r 8 
: and (4) 
(5) Mi) = A A Mig»). 
3.4. Es folgt die Berechnung von M, (i). Aus Formel (13), § 2, folgt: 
a) ae 
(6) M()= A A, Mea»). 
=iys= 
Wir bestimmen die Zahl t folgendermaBen: 


(7) Oy> 02> °**>G,> 0 20,41>°°°>G,. 
Dann folgt aus (1) und (2): 
tr 8 
(8) MNiI= nN N qe. 
A=1ly=1 
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
Satz 5. Ist i ein Ideal des Ringes I,, x, so ist M,(i) (vgl. 3.1) der Durchschnitt 
aller Primérkomponenten von i, deren Dimension gréfer als o ist. 
Folgerung 1. Es ist dann und nur dann 9, (i) = i fiir ¢@ < o, wenn i keine 
Primarkomponenten der Dimension <o enthilt. 
Folgerung 2. M,(i) ist ein isoliertes Komponentenideal von i**). 
3.5. Ein Ideal }, mit der Eigenschaft M,(i) = i: d, (vgl. Satz 2) laBt sich 
leicht angeben [vgl. (7)]: 
r &, 
(9) b= A A qe. 


© @es+¢ig=a * 


Es ist némlich wegen (6), (8), (9): i= M,(i) \ d, und daher: 


(10) i: d= M,(i): by. 

Nun ist 

(11) M,(i):2— N A (@:d,). 
A=ly=1 


Das Primideal von q{’) werde mit p{’# bezeichnet. Es ist }, kein Unterideal 
von pi), 2 <r. Ware namlich },¢ p{’?, so wiirde aus der Definition von b, 
die Existenz wenigstens eines Indexsystems (A’, yu’), 4’ > + 1, folgen, so daB 
pi ¢ p(, also a, > a, ist. Dies widerspricht wegen A < t und J’> 1 + 1 den 
Ungleichungen (7). Da 6, also kein Unterideal von p{, 4 < r ist, gilt: 
qr» : d,= qi. Deswegen folgt aus (11), (10) und (8) die Behauptung: i: 6, 
= M, (i). 

Es ist zu vermuten, da }, schon das adjungierte Ideal 9. Stufe ist; jedoch 
werde diese Frage hier nicht naher untersucht. 

3.6. Zur Berechnung der Ideale M(i) [A], vgl. Definition 4, beweisen wir 
den Satz: 

Satz 6. Es sei i ein Ideal von I,,x (dem Ring der im Punkte D holomorphen 
Funktionskeime) mit der unverkiirzbaren Primérkomponentenzerlegung (4). Die 
Nullstellenmenge des Primérideals q s: (7,2 =1,2,...,7, w=1,2,..-, 8 


18) [4], S. 16. 
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A sei ein analytischer Mengenkeim der Dimension <n —1 im Punkte ©. Die 
in A enthaltenen Mengenkeime Qi seien Qi, j=1,2,...,8, wihrend A mit 
jedem der iibrigen analytischen Mengenkeime Q’*, k= 1, 2,..., t, einen Durch- 
schnitt der Dimension < 0,, habe. Dann ist: 


(12) Mii) (AJ= A af. 
Beweis. (a) Es sei f € M(i) [A]. Fir k= 1, 2,..., ¢ ist 
fem (af) [Ar Oi] < Moa,-2 (al) = afi” 
nach Formel (2). Also folgt f € us qo") und daher M(i) [A]¢ uy ql). 
(b) Umgekehrt sei / ef qf). Es sei x°¢ U— A (U eine geeignet gewahlte 


Umgebung von ©). In 2° ist fiir jedes k= 1,2,...,¢ offenbar / ¢ am (q'*)) 
Es gilt jedoch auch fiir j = 1,2,...,8:fEM (qf) in x°, weil diese Garbe im 
Punkte x° mit dem Ring der holomorphen Funktionskeime iibereinstimmt. Man 
beachte, daB x® als Punkt von U — A keine Nullstelle von q’), j = 1,2,...,8, 
sein kann. Es gehért also f in x° wegen (5) zu M(i). Damit ist bewiesen 


t 
f €M(i) [A], also auch N_ qc M(i) [A]. Aus (a) und (b) folgt Formel (12). 
k=1 


Folgerung 1. Wenn der analytische Mengenkeim A jede Komponente 
Qi, A=1,2,...,7, w= 1,2,..., 8, in einem analytischen Mengenkeim der 
Dimension < a, schneidet, so ist M(i) [A] = i. 

Folgerung 2. Fir jeden analytischen Mengenkeim A ist I(i) [A] ein 
isoliertes Komponentenideal von i"). Jedes isolierte Komponentenideal von i 
ist das Ideal M (i) [A] fiir einen geeignet gewahlten analytischen Mengenkeim A. 
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Zur Verteilung gewisser Primzahlpotenzprodukte* 
Von 


Bernnarp Hornreck in Braunschweig 


Die folgende Untersuchung beschaftigt sich mit asymptotischen Ab- 
schitzungen von Anzahlfunktionen gewisser Mengen natiirlicher Zahlen; 
ihnen allen gemeinsam ist, daB die Anzahl der voneinander verschiedenen 
Primteiler der betrachteten natiirlichen Zahlen nach oben beschrankt ist. Eine 
zur Behandlung solcher Fragen geeignete Methode wurde in [2] entwickelt; 
die hier zusammengestellten Ergebnisse werden zu groBben Teilen in der 
gleichen Weise gewonnen. 

In § 1 legen wir nur solche natirlichen Zahlen zugrunde, die genau -& fest 
vorgegebene Primteiler p,, po, .... Py (p,+ p; fiir i+ 7) haben, und machen 
Annahmen iiber die Vielfachheiten ihres Auftretens. In §2 wird nach der 
Anzahl aller n < x etwa der Form n = p*q (p.q Primzahlen, p + q) gefragt: 

k 


allgemeiner soll die kanonische Zerlegung n py ein vorgegebenes Ex- 
Amt 
ponenten-k-tupel (a, %,..., %,) aufweisen, wobei die p, einer gleichfalls vor- 


ygegebenen Menge & von Primzahlen entstammen. In § 3 schlieBlich wird ein 
einfaches hinreichendes Kriterium dafiir angegeben, daB die natiirlichen Zahlen 
mit genau k nicht notwendig voneinander verschiedenen Primteilern aus T 
sich gleichmabig auf die primen Restklassen nach einem Modul x verteilen. 

Es werden die folgenden Bezeichnungen verwandt. GroBe deutsche Buch- 
staben bedeuten Mengen natiirlicher Zahlen: ihre Anzahlfunktionen werden 
durch die entsprechenden groBen lateinischen Buchstaben beschrieben : 

M(z)=) > 1. 


m= Mm 
“moar 


Lediglich die Anzahlfunktion der Primzahimenge D = {1, 2, 3, 5,7, . . .} werde 
wie tiblich mit (x) beibehalten. Ist M = {m,, my, . . .}, so bezeichnen wir mit 
a™ (a eine natiirliche Zahl) die Menge {a™, a™, . . .}. Die Menge der natiirlichen 
Zahlen sei N. Unter dem Produkt M,M, von M, und M, verstchen wir die 
Menge aller méglichen Produkte aus zwei Faktoren, deren erster aus M%, und 


k 

deren zweiter aus M, stammt; analog definieren wir M,M,...M, = 7M, 
i=1 

und setzen M-M = MW? usw. Ist ~(x) eine fiir x >.x, erklarte cindeutige 





*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 
Technischen Hochschule Braunschweig als Habilitationsschrift angenommen. 
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reelle Funktion, die mit 2 gegen + co strebt, so sagen wir, die q(.)-Dichte von 


M sei gleich uw. wenn how. aa = p existiert und yu < oo ist. 

Aus einem Satz von Pétya [5] folgt, daB die Anzahl aller n < x, die genau 
die paarweise und von 1 verschiedenen Primteiler p,, p.,..., p, haben, 
asymptotisch gleich — = 7. — log* x ist, eine Aussage, die man durch eine 

ki J] log yi 


Cc 
leichte Gitterpunktsanszahlung erhalt. In §1 betrachten wir Mengen der 


Gestalt M - Ty und machen lediglich gewisse Dichtevoraussetzungen iiber 


die B,. Sind enn die x-Dichten der B, gleich £;+ 0, so liefert Satz 2 die 


I B, 
asymptotische Abschatzung M(x) ~ -—*; log* x; in dem Spezialfall 
Rt IT log px 
t 


3, = B=: =3, * sind alle £,= 1, woraus sich das angegebene Resultat 
von Po.tya beziiglich fT p" ergibt. 


Die Struktur ae I in $2 gewonnenen Erge ‘bnisse sei an einem Beispiel ver- 
anschaulicht: M sei die Menge aller m — pj; p3 p} p} (p, + p, fiir i+ j), deren 
Primteiler p; = 1 mod 6 sind. Dann liefert Satz 6 


\x 
M(x) ~ p eae log log x 
mit 
oA — 
O<4=5 >» <c (RK 7 | a * 
“ren |r 
Die GréBenordnung von M (x) wird also bereits durch Anzahl und GréBe der 
kleinsten Exponenten «,= «,= 2 bestimmt, wahrend sich der genaue Wert 
von uw aus der genauen Gestalt der m ¢ M ergibt. 
In §3 wird gezeigt, daB die Gleichverteilung der Primzahlen aus T CP, 
x P : am? 2: P 
T(x)~Tt ga? *> 0, auf die primen Restklassen mod n die Gleichverteilung 
der Elemente aus &* auf dieselben Restklassen nach sich zieht. 


§1 
k 
Wir wollen Aussagen tiber die Anzahlfunktion M (x) einer Menge M — J] p**4 
Awl 
machen, wobei die p, paarweise und von | verschiedene Primzahlen. die B, 


Mengen natiirlicher Zahlen sind. Zusammenfassend gilt 


Satz 1: Fiir die Mengen 2%, gelte die (immer erfiillte) Abschatzung 
(A=1,2,...,%) 


(1) 0S Byy= lim 2) = fim FH) — g,4(51); 


@-—>o@ = z-> 2% 
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@,,Q,..., a, seien paarweise teilerfremde und von 1 verschiedene natiirliche 
k 
Zahlen, und es sei ITa® = M. Dann ist 











A=1 
ib i 6 
At As 
(2) + — stim 20) sim ZO) s +34 
ki JJ logaqg *7@™ ot th kt IT loga, 
=1 =1 


Bemerkung: Der Beweis gelingt zwar auch durch eine sinngemaBe Uber- 
tragung der von Pétya [5] durchgefiihrten Gitterpunktsauszihlung; der im 
folgenden eingeschlagene Weg liefert aber eine Methode, um auch die im An- 
schluB an Satz 2 erérterten spezielleren Fragestellungen zu behandeln. 

Beweis von Satz 1: Die Behauptung ist richtig fir k = 1; denn a} < x 





zieht n < we nach sich, und wegen n € %, ist auf Grund von (1) 
1 
Bu Slim 4 M(2) — in M(z) _ < Pas 
loga, a log x Poon ‘logz = loga, 


Wir nehmen die — aie eS Salle fiir k = 9 an und beweisen sie 


firk =o +1; es sei [Ta$* ~ 2% TTa+— 2, aSe+s = R. Dann ist 
=i bel 


(3) Lis) = [4(3) dRit), 


und zu vorgegebenem ¢ > 0 1aBt sich unter Benutzung der Induktionsvor- 
aussetzung ein 2, (e) so finden, daB fiir alle x => x, (e) 


bas 
=! ___ loge x 


(4) A (x) < (l+e)- 
‘ e! IT log a, 


gilt. Damit wird in (3) 
zx 


“f x 


L(z) = fa(Zjaro r fa(Zjaro 
1 


Zz, 
z 


zx 


—[A (=)ar@ + A(x) -O(logx) < 


1 
z 


e z 
fl Bas : e 

= [ie * dR(t) + O(log x) 

@! IT log aa : , 








Ss (1 +e) 


z 


oO 
It Bas a 
= (1 + 2) “3+ — | logex, R (=) + +e/~ 
e! HT Joga, t 


a8 


{ R(t) dt} + O(logz) 
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also 
_z 
z, 
9 
fT Pas loge - 1%. 
(5a) L(x) < (1 + 2) —> 9° —— R(t) dt + O(logz) , 
oe! J] log a, 
Aj=l 
1 
und analog 
Fd 
z, 


e 
Pf Bar log? - a* 
(5b) L(x) = (1 — e)- ——= * @° —-- 7 Rit)d + Oflog 
e! AT Jog a, 
1 


Die Behauptung des Satzes l4Bt sich also auf den Nachweis von 
P agi ; 

— en qeers i J 0+ 
(6a) | Ri(t)dts ole+l) bog a,., loge+! x + o(loge+} x) 


und 


z 


log?-* = B 
(6b) | 7 Rit) dt2- eth loge+1 a + o(loge+! a) 








e(o+ 1) log ay41 
1 


reduzieren. Nun ist aber 


Ri) < Bovis logt + o(logt) ; 





log dy +1 
es folgt 
. z 
a raped a i 
" loge - — Bos log t loge-* —- logé log? 
“ Rwae sf | —— dt+o | ~<a 
Z Ay t t 
4 i 
Hiecin ist 
z 


r log t loge-* 1 x 1 Pa 
Mie Se es pa. Aas +1 =] % 
/ ; dt [ - loge = logt ote +1) loge ri, 


1 


loge*! 2 + O (log? x) ; 


“sa 
wir haben also 
2. 1 B 
< @+1,2 2 
| —7 — BO 4S FF ipsa, 8 * + O loge), 


1 


womit (6a) gezeigt ist. Entsprechend ergibt sich (6b). Damit ist der Satz 


bewiesen. 
Math. Ann. 139 
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Wahlen wir in Satz 1 etwa fiir die a, Primzahlen p, und verlangen £,,= B,. 
fiir die B,, so erhalten wir den 
Satz 2: Es seien p,, po, . . ., Py paarweise und von | verschiedene Primzahlen 
und die B, Mengen mit den x-Dichten B, (A= 1,2,...,k). Dann gilt fiir 
k 


mM = IT p> 
: got & 
1 Ps 
M (x) = —;-—— log* x + o(log* x) 
k! J] log pa 
ind 
k 
oder ( IT B,+ 0) 
A=1 
k 
a Ba 
M (2) ~—}? 
k! J] log pa 
Z=1 


log* x . 


Beispiel zu Satz 2: Fiir die Menge 2M aller natiirlichen Zahlen der Gestalt 
3°5°7°, a = 1(2), 6 = 2(3), c eine quadratfreie Zahl und a, b, c nicht Primzahlen, 
gilt M(x) ~ “a log 3 jog 5 log? log? x. ( Die Menge der quadratfreien Zahlen hat 
die x-Dichte _ .) 

Fir den Fall, daB die z-Dichten der Exponentialmengen €; betrachtet 
werden, ist damit eine Ubersicht iiber das Verhalten der Anzahlfunktion 

k ; 
von M = J] a*4 bei paarweise teilerfremden a, gewonnen. Die angewandte 
A=1 
Methode fiihrt aber auch dann zu Resultaten, wenn iiber die €, (etwa fiir den 
Fall, daB ihre x-Dichten verschwinden) andere Dichtevoraussetzungen bekannt 
sind. Die Rechnung lauft dann wie in (6a) bzw. (6b) auf eine Untersuchung 
gewisser Integrale hinaus, die jedoch nur selten mit elementaren Funktionen 
vergleichbar sind. Dieser Sachverhalt sei noch an zwei Beispielen wieder- 


gegeben. 
Satz 3: Fiir die Mengen ©, (A = 1, 2,..., k) gelte 


, E,(z) . 
" tn ie as 0 
Pi, Po» -- +> Pe Seien paarweise und von | verschiedene Primzahlen, und es sei 
k 


IT p¥4= M. Dann ist 
a=1 


pa Sa, Sa, 
(8) M(x) = c(k, a, a, . . ., &%)—gz————- * log*=1 + 0 \log*=! 2}, 





TT (log pa) * 
wobet 
@) . ) — Pl + WP +). Pla + V) 
CB, Gpite +> 4a) = P(a, + a+... + m+ 1) 
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Bemerkung: Fir a,= a,=-*- = «= 1 ergibt sich Satz 
Beweis von Satz 3: Aus (7) folgt die Richtigkei' der Behauptung fiir k = 1; 
sie gelte auch fir k= 0, und wir beweisen sie fir k= 9 + 1. Wieder sei 


A=1 





z 
- 
e ° 
hp y% . 
L(z) < (1 + e)—— -c, | log’ | dR(t) + O(R(z)) 
IT (log pa) 
A=1 
1 
mit 
10) o, = Fleet DP (ee + Des P(e + 1) 
( _ P(e, + a+... + a+ 1) 
und nach partieller Integration in Analogie zu (5a) 
e 
IT Bi ° 
i . 
(11a) L(x) s (1 + €)¢, —— —-3S a > 
IT (log pa)" : 
z 
ry 
1+ Sa 
- Rit 
x J og * 2.70 aes Oca); 
1 
entsprechend gilt 
e 
IT pi P 
(11b) L(z) = (1— e)e, ———-- }' ax 
i (log p,)* 3 
z 
my 
1+ ba 
r « (Ri) 
x log 7 dt + O(R(z)). 
1 
(7), angewandt auf R(t), liefert (2 + oo) 
= 
—1+ iu, 
(12) log =. RO at 
1 
z 
a 


e e+! . 
IT p= A, IT p¥= &, p&e+:= R. Dann wird wie im Beweis zu Satz 1 
A=1 


e 
—-1+2ey a 
at fig Ee mtn 8 
Po+1 i 
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Hierin ist 

Zz 

Zz 


° e+1 
—1+ 2% o ° | 
(13) 1a)= fo : 5 eaet tae ~ BS ay %+at+ 1) log # _§ 
. 1 
denn vermége we = zwird 


1 


e 
—1+y% 
I(x .. 
lim —4 one (1 — z) s steve B(S MX» eat i). 
a> =-_y ay ° 1 
log bs > #4 


Nach (11), (12) und (13) ist (8)/(9) gezeigt, wenn 


eo Qe 
ae Pu. B( 2 a, ee 1) - P (a+ 1) Pay t 1) +++ Pager + V) 


— 





A=1 = D(a, + ag + .-- + G14 1) 
richtig ist; das ist aber wegen (10) der Fall, da B(z, y) = Te a und 


aI'(x) = I(x + 1) ist. 
Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Béispiel zu Satz 3: Fiir die Menge M aller natiirlichen Zahlen der Gestalt 
3°5°, wobei a und 6 alle ungeraden Quadratzahlen durchlaufen, ist «,= a, 
1 1 : x 
= B,= B.= —; wegen I'(—) =) gilt also M(x) ~ —_—_——_ log 
Satz 3 hatte in Analogie zu Satz 1 natiirlich auch allgemeiner formuliert 
und bewiesen werden kénnen. Das charakteristische Ergebnis hatte sich nicht 
geandert: Die GréBenordnung von M(z) ergibt sich als das Produkt der 
GréBenordnungen der M, (x) (M,= p¥): log* 4x2 = []log**x. Von der gleichen 
Beschaffenheit ist das Resultat in 
Satz 4: Fiir die Mengen ©, (A= 1, 2, ..., k) gelte 
- £3(x) 
lim 
2-0 log x 


Pr» Po,--+> Py Seien paarweise und von 1 verschiedene Primzahlen und 


k k 
IT p2=p_ TM, = M. Dann ist 
a=1 a=1 


k 
(14) M (x) = IT B,- (log log x)* + o((log log x)*) . 
a=1 





= B,< ©; 





Beweisskizze : (14) ist richtig fiir k = 1. In Analogie zu (3) gilt 


L(z) = fa (=) ar :; 
$ 


die untere Grenze des Integrals ist nur zur Vermeidung singularer Integranden 











Verteilung von Primzahlpotenzprodukten 


abgeandert. Dann ergibt sich in bekannter Weise 


oa 
a 


¢ Y 
L(x) s (1 + e) ITB, | (80 *) dR(t) + O(R(z)), 
(2) (-) 1 \ 

; 


und der Nachweis der Behauptung wird weiter auf 


(15) I(x) = | log logt - o « (log log _\ S 
tlog 


+1 


7 ~ (log log xe 
t 


zuriickgefiihrt. (15) ist aber richtig, weil einerseits 


z 
z 


a! 1 
I(x) < log logz | oe (log log \° — =e 
/ tlog ; 
; z 


log log x [- (log log +)" * ~ (log log .x)?*!, 
3 
andererseits (x > 2») 


I(x) => | log logt-o- (log log 7) — — a 
tlog | 
Va 


= log log Vx [- (log log +)" * ~ (log log x)? *! 
\ Vz 


ist. 
Zur Behandlung der Abschitzungen der Integrale ist die Kenntnis ihrer 
mutmaBlichen GréBenordnung von Nutzen. Diese ergibt sich in allen von uns 


k 

diskutierten und normalerweise in Frage kommenden Fiillen zu /] M,(z). 
A=1 

Das liegt an der wegen M,(x) = O(logz) fiir x > x, meist erfiillten Beziehung 


M,(/x) = y,M,(z) (y, > 0), 


wobei y, nur von M, abhangige Konstanten sind; denn so wird fiir M, M,= M 
(M, ‘\ M, = 0) 


M (x)= M, (x) MN, (x) = ¢,M,(xz) M,(z), Gy= >. 
§2 


Die in § 1 verwandte Methode zur asymptotischen Abschatzung der Anzahl 
funktion M (zx) einer Produktmenge M = M,M, ist in ihrer Anwendung nicht 
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auf den dort vorliegenden Fall M, ~ M,= 0 beschrankt. Ist etwa M, = M,= F, 
M = 3, so wird 


M(x) = fal; +) dx(t)+0(Vz), 


weil das Integral alle Elemente aus 9% mit Ausnahme der Primzahlquadrate 
doppelt zahlt; unter Verwendung des Primzahlsatzes folgt nach bekanntem 
Muster 


z 


4) 


M (x) = x | =(7)ax0 +0( ser) 


2 


1 x x 
S(l+e)-> dz(t)+0O ' 
5 Ws | oe= " (roez) 

1 


und nach partieller Integration liefert die Rechnung 








7 (t) a 
M(x) <(1+e)> "200 (oe 
(2) (-) # (log =)” 


1 
x 








a 
dt . 
s(l+e ——_ + 0 |——_ 
&' (-) z / t logt log ~ (ez) 
i 

S (1 + 8) Elo loga + O(—*— 

(2) (-) ous (aez) 
oder 

M (x) ~ ar log log x . 

Allgemeiner beweist man auf diesem Wege (vgl. [2]) beziiglich M = *, F cP, 
T (x) 29 “= ° 
(16a) M(z) ~ 


oder, wenn von & CY nur 


oad F - 
tk ms ° Tog . (log log x)*-1 9 


t= lim T (=) loge < jim Tee? . x, 


z->0o z->oco 
vorausgesetzt wird, 
M (x) logx 4 


ai at os 
GE it $M z(iog og.ey=* Shim en 


Im folgenden betrachten wir die idl M aller natiirlichen Zahlen n, 


M(x) log x 


(16b) 2 (log log x)*-* 


lA 


z-—>oo 


deren kanonische Zerlegung n= i Pa “2 ein festes Exponenten-k-tupel 
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(aj, &g,-.-, &) aufweist; die «, kénnen wir uns nach wachsender GréBe ge- 
ordnet vorgeben: 
(17) y= Og= 6 = My pee < Oey S**' Sm (1S 8Sh); 


wir lassen auBerdem nur solche p, zu, die aus einer vorgegebenen Teilmenge 
& CP von P stammen. Fiir den Spezialfall der Menge Q, aller quadratfreien 
Zahlen mit genau k paarweise voneinander verschiedenen Primteilern 


(f =P, a= a= +++ = a,= 1, s = k) gilt bekanntlich (vgl. etwa Lanpav [3], 
§ 56) 
(18) Qx(2) ~ |=’ ee (log logx)*-? . 


Sate 5: Es si E CP und M die Menge aller natiirlichen Zahlen der Gestalt 
a= I: “A (p,€S) mit dem durch (17) gegebenen Exponenten-k-tupel 
(a, Ny «+, &y). Beztiglich £ gelte die.(immer erfiillte) Beziehung 
lim T(x) logz < Im =i) hss 


z-+> oc rio 


™%= =f, (<oco). 


k 
Dann ist, wenn R die Menge aller natiirlichen Zahlen der Gestalt r= I] p%* 








A=s+1 
(19) ¢< lim See < im ieee <¢ 
7" a (loglog 2y-* “a * (log log 2) ~2 
mit (j = 1,2 
Tt 2 

120) “CTT fiir s=k 

=> 1 os: 

C; ‘G— TT tat fir s<k. 


Dem Beweis des Satzes seien zwei Hilfssitze vorangestellt. 
Hilfssatz 1: Q@ sei die Menge aller natiirlichen Zahlen der Gestalt 


& 
n=TI] Pi (p, € &). Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 5 
A= 


_A(z) logx = A(x) logx — Tv 
1 1 


(21) “2; < lim S Ye—Iy! * 


ars slim — 


@z—> c 


2% (log log x)*-? nbs 2% (log log x)*~? 
Beweis von Hilfssatz 1: A (2) ist die Anzahl aller natiirlichen Zahlen der 


Form n = In (p,€E), ns ee ; mit D = F*NQ, gilt also 


A(x) = p(x). 


S=5,5,= DU9* (9 A9*= 0), 
P*=p D,= Q,UB, (Q,08,= 0), 


Setzen wir nun 
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so ist nach (16a) und (18) : 
P,(x) ail Q,(z) ’ 
V (2) = 0(Q,(x)) 
=0 (Ges (log log z)-") 


also 


und wegen D*¢ B, 
D(x) = T(x) — D* (z) 
= T,(x) + O(V,(z)) 


= 7T,(x) +0 ( legs (log log x)*-1) , 
Es folgt 


i 
A(z) = ples) = T, (x=) + (et (log 1g 2-1) : 


nach (16b) ist aber 


. 1 
” x) i x) ; 
; Slim - ne Le et ke 


tf 
*(e—1)! 


i =°*E-fi° 
z->@o 
ax * (log log x)*-? x ™ (log log z)* -} 


z-—> @ 


beides zusammen ergibt die Behauptung (21) des Hilfssatzes 1. 
Hilfssatz 2: Ist s < k, so gilt 


(22) R(x) =0 (saz) . 


Beweis von Hilfssatz 2: Jedes r¢ QR hat die Gestalt nfnj...n* mit 
natiirlichen Zahlen n,; und a,,,;= 6,< 6,< +++ <6,=,. Die Anzahl aller 
niin’: < x ist nicht gréBer als 


s\t 2 ®8 4 a — 
ps ( =)" < x p » caper ee o( a7) , 
nvi<cz n,* n= " 


-1 t 
m,°! 


und (k — 2)-malige Wiederholung dieser Rechnung liefert (22). 
Beweis von Satz 5: Fir s =k ist die Behauptung bereits in Gestalt 
des Hilfssatzes 1 bewiesen worden. Es sei also weiter s < k. Wegen 





. - S 1 = 
aos 2. va > (arp, fir A+ xp) 
née ~ L 

me Ane ti... k) (PEt | PES «++ ETT") # 
ans (s—k)! Xe+ 
a i we (“= > 1) 
n=1 i 


ist »” Dy beschrankt, also konvergent. Zu vorgegebenem ¢ > 0 wahlen wir zx, 
neR — 
n x 
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so, daB 
(23) Baty <i 
ner — 
nZ=%n* 
wird. 
Mit = uw Esees! —und 9 = ee — < ] ist nun 
Aya 
M(x) < A(=)+ > ois, © 4de 
( an " a (=) nen (*) 
NS t<ngr at<nge 
" \ 
aS be: @ 24h (x=), 
nER (=) nen (=) 7 « 
RSX te<ngx" 


weil wegen (22) 


ied aad 
= A (=) < A(2!-") R(zx) 


wense 


1 
= olaiens wees} 


=~ ote) 


wird, und fiir z,< » S x hat man auf Grund von (21) 


a\i 
x a (=)« 2\s- 
2 
A (=) SC,-@ G@-> ie! - (log log | 
1 
C.-—* TS x* (log log x)*~* 
=) T=p (-)  1 log x 
n* 
<e 
= C,(a, 41,8, T:)*-Z-*- es + (log log x)*-?. 


n* 


Insgesamt ergibt sich also mit (23), wieder unter Verwendung von (21), fiir 
rT—> co 
1 


(log logz)*-! + 0 (7 ) 





M(z)< ¥ A(= =) 400, - 





nER ® logz 
NS 2 
(z)= x 
n az\s-1 ™ 
<2 ™ (e—1)! - ate (log log =) + eC, —— — (log log x)*-! + 
ns% % 





ry , 
vol et (log — ‘), o(s=) 
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oder (7 < 1) 


a® (log log x)*-* n 


Das ist die eine Halfte der Behauptung (19)/(20). Wir benutzen sie gleich beim 
Restglied in 


1 


> 2 2° s- , 

M (x) =24 (=) +0 (et (log log =) 
NS 

und erhalten weiter unter Benutzung von (21) 


1 


a (N° 
~ — x — x 
M (x) 22 7p ia = (log log =)’ 1 Le = = (log log2)*-) ' 
n <n ® 

woraus 

' _M(z)logzez . tH gl 

im 7 . 2 *G— Dl T? 
x* (log log x)*-? n* 


die linke Halfte der Behauptung (19)/(20), folgt. Damit ist Satz 5 bewiesen. 
Als wichtigster Spezialfall ergibt sich 


Satz 6: Es seiS CP, und TF habe die Ga -Dichte t +0: 


lim T (x) log x 
zx 


z—>0o 


=t+0. 


Dann ist unter den weiteren Voraussetzungen von Satz 5 


1 





a acael -1 
M(x)~c = (log log x)* 
mit 
1 re 
%Gopr firs=k, 
Pin 3 - firs<k. 


ce a 





Fiir das in der Einleitung genannte Beispiel war k = 2s = 2% = 4 und 

In §1 wurden nach Aufstellung des allgemeinsten Satzes 1 weitere Satze 
des dort behandelten Typs unter feineren Dichtevoraussetzungen fiir die 
Exponentialmengen abgeleitet. Ahnliche Satze lassen sich auch hier im An- 
schluB an die Satze 5 und 6 unter spezielieren Dichtevoraussetzungen beziiglich 
€ gewinnen. Dabei ist die Kenntnis einer asymptotischen Abschatzung der 
Anzahlfunktion von T* =p, £, von Wichtigkeit; die Rechnungen ergeben, dab 
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in vielen wy T(x) und T(z) von gleicher GréBenordnung sind. Etwa fiir 


T(z) ~ t= loota (tT > 9) ergibt sich (k > 2) 
ai » 1 
To(s) ~ em me) ibe . “ 


Ein weiteres Beispiel findet sich in [2]. 


§3 
Es ist bekannt, daB die Elemente von Y* bzw. Q, sich gleichmaBig auf die 
primen Restklassen nach einem Modul m verteilen (vgl. etwa Ostmann [4b)). 
In Erweiterung _— Aussage soll noch ein analoges Ergebnis beziiglich T°, 


cP, T(z) ~ tr lege (t > 0), bewiesen werden. Es gilt 


Satz 7: Es sil CP und T(x) ~ 7 lez’ Ferner existiere ein ganzes n > 0, 


so daB die Elemente von €& sich gleichméBig auf die primen Restklassen mod n 
verteilen: Fiir 


Fin) =pe{P € ¢, P= r(n); (r, n) _ 1} 
gelte 
(24) Ty (n) (x) —_ 
Mit Te=yeM und 


.. sae. 
y(n) loga * 


M, in) =pe {mM € M, m = r(n); (r,n) = 1} 
gilt dann 
t* 1 x 
(25) Meta (2) ~ tay em) 1!” loge 
Bemerkung: Satz 7 besagt, daB die Gleichverteilung der Primzahlen 
aus © auf die primen Restklassen mod n die Gleichverteilung der Elemente 
aus £* auf dieselben Restklassen zur Folge hat. Fiir ¢ = ist (24) fiir alle 
natiirlichen Zahlen n erfillt; der Satz enthalt also die erwahnte Gleich- 
verteilung der Elemente von D* bzw. Q, auf die primen Restklassen nach 
einem beliebigen ganzen Modul m > 0 als Spezialfall. Die Voraussetzung (24) 
ist aber auch oft fir ¢ cP erfillt. Es sei etwa & die Menge aller Primzahlen 
in einer primen Restklasse mod m: 


T= {pceP, p= a(m); (8, m) = 1} . 


Dann gilt (24) fiir alle zu m teilerfremden n; denn nach dem Hauptsatz iiber 
simultane Kongruenzen ist ¢,(,) dann die Menge aller Primzahlen in genau 
einer primen Restklasse mod mn, folglich 


M(x) ~ - (log log x)*-! . 


T 1 Beet 1 ay Saad Te x 
ro (2) ~“Gimn) "Tog ~ gim) g(n) "loge — y(n) * Toge * 


Beweis von Satz 7: Fir k= 1 ist die Behauptung (25) mit der Vor- 
_ aussetzung (24) identisch, der Satz also richtig. (25) sei fiir k = @ bereits 
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bewiesen; wir haben die Richtigkeit der Behauptung fiir k = o + 1 zu zeigen. 
Es seien $¢= A, Te+1— YB, und A,,,) bzw. V,(,) seien definiert wie T,(, und 
My (ny 3 auBerdem sei Ay (nd i Q,= =pr Q,, r(n)> Bin) a Qo41= “Df Q, +1, r(n)- Aus (18) 
folgt in Verbindung mit der Induktionsvoraussetzung und den Uberlegungen 
des Beweises zu Hilfssatz 1, § 2, die range von (25) auch fiir Q, ,(n): 
. re 1 
(26) Qo.rind (2) ~ Sin * G-i ae 
wieder auf Grund von (18) ist der Induktionsbeweis geleistet, wenn (26) fiir 
o + 1 an Stelle von o gezeigt werden kann. Das soll im folgenden geschehen. 
Die Anzahl der Lésungen von 


PI = P' (Pi Pe---P) Se 


- (log log x)je-? 


mit 
Pq = r(n), (r, n) - A, {p, Pr» Pe 2 oe Pc, q € Q, > 
ist einerseits gleich 


” , =] x | 
(27) ZS ZF Canm(=), 
Isn<n pse P 
(rn)=1 pet 
r 
p= ma (n) 


andererseits gleich 
(28) (e + 1) Qo +1.7(n) (x) + O(Gr(n) (x)) ’ 
wobei g,(,)(x) die Anzahl aller natiirlichen Zahlen m < 2, m=r(n), ist, die 


aus 9 — | verschiedenen Primteilern p ¢ { in erster und genau einem in zweiter 
Potenz zusammengesetzt sind. Etwa nach Satz 6 ist 


9in) (2) = 0 (je (log log:rje-*) , 
also wegen (26) 
t Gr (n) (x) = 0 (Qo, rin) (x)) ° 
Somit liefern (27) und (28) 
(29) a a Renta (= )~ (e+ 1) Qo+1,rtn) () » _=—, 


lsrn<n pse "\ 
(r, n)=1 pet 
p=r,(n) 


oder als Analogon zu (3) 


(30) ” é.f Q, ram (+ ) a7, (t) ~ (e+ 1) Qo+1, rin) (2), T2= _ . 


(7,,n) = 11 
Nun ist in bekannter Weise das Integral J, (x) unter dem Summenzeichen 
in (30) unter Benutzung von (24) und (26) auszuwerten ; an Stelle einer erneuten 
Rechnung bedienen wir uns folgender Uberlegung: 
Offenbar ist in Analogie zu der am Beginn von § 2 fiir $? durchgefiihrten 
Rechnung 


(31) B(z) ~aar [ 4(F)e70 
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und (16a) besagt 


e+ 
(32) B(2) ~~ * ogy * (log logay . 
Die rechnerische Auswertung des Integrals in (31) unterscheidet sich von der 
des Integrals J, (x) in (30) nur durch multiplikative Konstanten; denn nach 
(26) und (16a) ist 
A(y) ~ 9(”) Qo rim (¥) 
und nach (24) 


T(y) ~ y(n) T,,«ny(Y) > 





also wird auch 
(33) I,,(2) ~ ¢*(n) [a(; <)arTw, 
und aus (31), (32) und (33) folgt 
ee on ane 
T,, (x) ja Ve ret es + (log log x)e . 
Da die rechte Seite von r, nicht abhingt, gilt weiter 
I tah on Bo ee log | ; 
ee 7 se ogy * Hog loge) ; 
(rn) =1 


in (30) ist also 


1 
net ~—, I,,(2) ~ 
Qo +1,r(n) (2) o+1 w te r, (2) 
(ry, n) = 1 
, are ° a ‘ + (log log x)? , 


und das ist die Beziehung (26) mit o + 1 an Stelle von 0, deren Richtigkeit wir 
zeigen wollten. 

Damit ist Satz 7 bewiesen. 

Bemerkung: Die Frage, wann Gleichverteilung der Elemente von T°, 
Fc, 1 €S, auf die primen Restklassen nach einem Modul m vorliegt, wird 
in einer demnachst erscheinenden Arbeit von WirsinG mitbehandelt. 

Wir schlieBen mit der Feststellung, daB das in dieser Untersuchung durch- 
gefihrte Verfahren zur asymptotischen Bestimmung von Anzahlfunktionen 
verschiedenartiger Mengen natiirlicher Zahlen anwendbar ist, wenn deren 
Primteileranzahl beschrankt ist und gewisse Dichtevoraussetzungen tiber die 
Menge der zugelassenen Primteiler bestehen. 

In diesem Zusammenhang sei noch erwahnt, daB der in (16a) ausge- 
sprochene und von uns wiederholt benutzte Satz 3 aus [2] auch von DELaNnGE [1] 
bewiesen wurde, allerdings nicht in voller Allgemeinheit. DELance benutzt 
zum Beweis einen bekannten Taubersatz von IkEHARA (vgl. etwa 
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OstMANN [4a]); um ihn anwenden zu kénnen, muB aber zum Nachweis von 
(16a) die (unnétige) zusitzliche Voraussetzung tiiber £ gemacht werden, daGB 


f(s) = 5 4 + rlog(s—1) 
pez P” 


in der Halbebene R(s) > 1 holomorph ist. 
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Algebraische OUbertragungen 
Von 
FriepricH-WILHELM BaAver in Frankfurt a. M. 


I. Ubersicht iiber die Tangentialstrukturen 


Die Theorie der Tangentialstrukturen (s. Definition 1) hat in der Frage 
ihren Ursprung, ob man gewisse differentialgeometrische Begriffsbildungen mit 
Erfolg auf andere, algebraisch definierte Strukturen ibertragen kann, in denen 
von Differenzierbarkeit keine Rede ist. Ein solcher wichtiger Spezialfall einer 
Tangentialstruktur ist z. B. der einer Homologiestruktur, der von der einer 
differenzierbaren denkbar weit entfernt ist. Von besonderer Bedeutung in der 
modernen Differentialgeometrie ist nun der Begriff der Ubertragung') (con- 
nection), der hier fiir eine beliebige Tangentialstruktur behandelt werden soll. 
Zum Unterschied von den differentialgeometrischen Ubertragungen wollen 
wir hier von einer ,,algebraischen Ubertragung“ sprechen, wenn wir eine Uber- 
tragung in einer allgemeinen Tangentialstruktur vor Augen haben. Die Uber- 
tragungen in einer Tangentialstruktur, die algebraischen Ubertragungen, 
stehen mehr am Rande der allgemeinen Theorie der Tangentialstrukturen, auf 
deren wichtigste Ergebnisse (soweit sie bisher bekannt sind, werden sie in [3] 
abgehandelt) wir weiter unten noch hinweisen wollen. 

Definition 1: Eine Tangentialstruktur ist eine teilweise geordnete Menge M, 
cin atomarer Verband A, eine Teilmenge Nc M und eine Normabbildung |*|: 
M + A, so daB die folgenden Axiome erfiillt sind: 

(1) Ist a <b in M, so ist ja} < |}, 

(2) Ist a < b und |a| = ||, so ist a= 5, 

(3) Istz¢ N,z2aceM, soistz=a, 

(4) Ist a € M, so gibt es einz s a,z¢ N, 

(5a) Ist b,, b,=> a, |b,| = |b,|, so ist 6; = by, 

(5b) Ist a+ 0,a¢ M—N, X 2 |al, so gibt es ein b > a mit |b| = X. 

Wir nennen N die Atome von M und A den Normbereich. Man kann in M 
ein Nullelement 0 einfihren und von M’= M— N — {0} sprechen. Die 
Standardbeispiele fir Tangentialstrukturen sind: 

1. P,: Es bestehe P,— N(P,) aus allen >r-dimensionalen in den R* ein- 
gebetteten geradlinigen Polyedern. Es.ist a,< a,, wenn mengentheoretisch 
a, & ay ist. Der Verband A ist die Gesamtheit aller Teilpolyeder des R* und die 
Normbildung trivial, d. h. dem, Polyeder a, aufgefiihrt als Element von P,, 
entspricht die Punktmenge |a| ¢ R". Sei z ¢ R" ein Punkt. Wir betrachten gewisse 


1) Beziiglich der differentialgeometrischen Ubertragungen s. [4]. 
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maximale Ideale*) (z) von Elementen in P,, so daB ~ |a| = x(a € (z)) ist. Ein 
solches z nennen wir ein Atom. Fir die Atome ist die Normbildung nicht mehr 
trivial, denn aus |z,| = |z,| = x folgt nicht mehr z, = z,'). 

Offenbar sind alle Axiome in Definition | erfillt. 

(1.1) Sei o” ein Simplex. Zwischen den Atomen |z|~!= {z| |z| = rz < o*} 
und der Menge aller Richtungen, die von z in o” ausgehen, besteht die folgende 
eineindeutige Beziehung: 

Sei K ein r-dimensionaler Kegel und z seine Spitze, so kann man ein Atom 
zs K« P,—N(P,), \z| = x finden. Man kann jetzt (z) erzeugt denken durch 
eine Folge {K,} von solchen Kegeln, wobei ™ K,;= z ist. Wenn man jeden K; 
ins Unendliche verlaingert, dann gilt fiir die neuen Kegel Kj: © K; = BE}. 
wobei E! eine feste, fiir z charakteristische Halbgerade ist. Andererseits sieht 
man leicht, daB jede Halbgerade auf diese Weise ein Atom z<¢ N(P,) in o” 
definiert. 

2. D,: Hier ist D,— N(D,) die Gesamtheit aller =r-dimensionalen Teil- 
mengen des R*. Sonst verlauft unsere Konstruktion wie im ersten Fall. Es ist 
re oe 

3. M,: Die Elemente von M,— N(M,) sind alle Teilmengen des R", die eine 
r-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit stiickweise differenzier- 
barem Rand enthalten. Die Inklusionen sind differenzierbar. Sonst ist die ganze 
Konstruktion ebenfalls wie im ersten Fall. Auch hier ist M, > P,. 

Die Aussage (1.1) heiBt hier so: 

(1.2) Sei V" eine r-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zwischen 
den Atomen |x|~!-- {z| |z) = 2z< V"} und der Menge aller-maximalen Kurven- 
ideale*) von differenzierbaren Kurven an der Stelle z ist eine eineindeutige 
Beziehung gegeben. Man muB nur die Menge der Kegel K; durch ,,krumme 
Kegel“ ersetzen und erhalt (1.2). Wir wollen an dieser Stelle bemerken, daB 
in der Definition der Beispiele P,, VM, ein Unterschied zu [3] besteht. Dort war 
ein Element a ¢ P, eine Teilmenge des R", die ein r-dimensionales Polyeder 
enthalt, und unter den Atomidealen kommen infolgedessen noch andere Ideale 
als bei uns vor. Diese Anderung war fiir die Zwecke der Dualitatstheorie not- 
wendig, wohingegen die Definition, die wir hier bevorzugen, eine méglichst 
enge Verbindung der allgemeinen Tangentialstrukturen mit den differenzier- 
baren Strukturen mit sich bringt. 

4. Die simpliziale Homologiestruktur { [1], [2]: Die Elemente von “gt 
die Elemente ¢*< H,(X) der Homologiegruppen von Polyedern X c R*, 


) Ein Ideal / in einer teilweise geordneten Menge M mit Norm in A ist eine Teilmenge 
IC M, so daB 
(1) ausaé ZI, b> a folgt b < I 
(2) aus a,, a,€ I, |a,| = ja,| folgt a, = a, 
(3) aus a, 6 € J folgt die Existenz eines c € I mit c < a,b | |e] = \a\ f\ |b). 
%) Die Atomdefinition in [3] ist fiir P,,M, anders als hier. Dort gab es mehr Atome. 
*) Fin Kurvenideal x ist eine Menge von zusa genden, abgeschlossenen 
Kurven c, derart, daB 
(1) mit ¢,, c,€ % ist die Komponente von c,/\c, an der Stelle x in x 
(2) mit ¢,° %, ¢, 2 ¢, ist ¢,° x 
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einer festen Dimension q, die wir im folgenden immer weglassen werden. Es ist 
C¥< ¢X, wenn YS X und iff’ = (* (if = Inklusionsabbildung, i,} = in- 
duzierter Homomorphismus) ist. Die Atome sind die Zyklen in $, die wir mit 
den auf ihrem Trager erzeugten Klassen identifizieren. Man sieht leicht, daB 
die Zyklen tatsichlich die Eigenschaften von Atomen haben. Die Norm wird 
so definiert : |¢”| = Y. Da die Menge aller geradlinigen Polyeder einen Verband 
bildet, ist die Definition 1 auch wirklich erfiillt. 

5. Lokal atomare Homologiestrukturen [2]: Die Konstruktionen verlaufen 
wie im Fall 4, nur daB dort Axiom (5b) fiir alle a ¢ M formuliert werden kann, 
was hier nicht mehr der Fall ist. Da, wo lokal atomare Homologiestrukturen in 
dieser Arbeit behandelt werden, setzen wir die Kenntnis von [1], [2] voraus. 
Um die Einfiihrung der Tangentialstrukturen auch fiir den Leser dieser Arbeit 
zu rechtfertigen, geben wir die Hauptergebnisse von [3] an: 

Es werden zwei Fortsetzungstypen fiir eine Tangentialstruktur P kon- 
struiert, der injektive P‘ und der projektive P?, und ferner eine Dualitits- 
konstruktion P angegeben, so daB gilt: 


(1) P=P 
(2) (Py = (PP) 
(3) (Py = (Pi) 
(4a) P, = D, 
(4b) PpeP—=M 


r * 

Bevor wir zu dem eigentlichen Thema dieser Arbeit, den Kurven und Cber- 
tragungen kommen, wollen wir noch zwei fundamentale Begriffe einfiihren: 

Man kann in einem vorgegebenen M die Atome in vielerlei Weisen ab- 
andern. Aus den Axiomen kann man bei Kenntnis von M — N nur das Folgende 
iiber N entnehmen: 

(1.3) Es gibt zu jedem Atom z eine ihm entsprechende Menge 3, von 
Idealen J, so daB gilt: 

(1) Es ist a € (z) = {6|b > z} dann und nur dann, wenn a ¢€ J « 3, fiir ein J. 

(2) Ist 7, ¢ Z, in 9,, so ist J, = 7,. 

(1.4) Man kann N so abandern, daB fiir das neue X,, gilt: 


(1) |N,| = |. 

(2) Es ist (z), z¢N, ein maximales Ideal in M’ mit der Bedingung 
iz| = N Jal 

a@€(z) 


Offenbar ist es leicht, diese sogenannten normalisierten Atome einzufihren, 
man hat nur die Idealmenge in (1.3) aufzulésen und im ersten Schritt jedem 
I €3, ein neues Atom zuzuordnen und im zweiten Schritt zu maximalen 
Idealen iiberzugehen, d.h. zwei im ersten Schritt gewonnene Atome 2, 2, 
zusammenzufassen, wenn (z,) £ (Z2), |z,| = |z_| war. 

Es mége folgende Situation fiir ein (nicht notwendigerweise normali- 
siertes) M vorliegen: 

(*) Jedes Hy I aus 3, fiir alle z ¢ N ist maximal beziiglich |z!, (d. h. ist 
I, 21, A i= fy Ol. so ist J,= J,). 


steth a - 
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Unter dieser Bedingung kénnen wir zeigen: 

(1.5) Erfallt M die Bedingung (*), so gibt es einen Epimorphismus 
/: M,— M (M,,= normalisiertes M), welcher auf M — N die Identitat ist. 

Der Epimorphismus verlauft so, daB man jedem z<¢ N, die Menge von 
Idealen zuordnet, zu der (z) gehért. 

Wir wollen diesen Fall gleich an einem Beispiel erlautern: 

Die Tangentialstruktur M, andern wir ab zu einer Tangentialstruktur M* 
in folgender Weise: Es wird an jedem Punkte x ¢ V (differenzierbare Mannig- 
faltigkeit) die Tangentialebene EH’, betrachtet. Ein Atom z ¢ N(M*) ist eine 
Richtung v ¢ FE}, und zwar soll z in einem V erzeugen, wenn es in V eine 
differenzierbare Kurve c gibt, die bei x ihren Anfangspunkt und die v als 
Tangentenrichtung hat. 

Wie wir in (1.2) gesehen haben, entspricht jedem z ¢ N(M,) ein Kurven- 
ideal von differenzierbaren Kurven, d.h. wir haben eine eindeutige Ab- 
bildung f von N(M,) auf N(M?#). Diese Definition der Atome entspricht mehr 
der tiblichen Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. 

Wenn nicht ausdriicklich anders gesagt wird, soll jedes M im folgenden 
normalisiert sein. 

(1.6) Es ist (M*¥),,- M,. 

Beweis: Die Tangentialstruktur M, erfiillt natiirlich die Bedingung (*). 

Der zweite wichtige Begriff ist der einer Topologie in |N|, der Menge aller 
Atomnormen in M. Vorher fiihren wir noch die Bezeichnung ein: @= {z|z< a}, 
\a| = {\2| | z < a}. 

Definition 2: Eine Menge 0c |N| heiBt offen, wenn fiir jedes z ¢ N, |z| ¢ 0 
es ein a € M— N mit 0 = |@| und z< a gibt. AuBerdem wird die leere Menge 
als offen vorausgesetzt. 

(1.7) Durch Definition 2 wird in || eine Topologie eingefiihrt. Es ist jeder 
Punkt 2 ¢€ |N| abgeschlossen, wenn |N| in der Menge der Atome von A ent- 
halten ist. 

Beweis (s. [3]): 

(1) Ist O,, O, offen, so ist O, 7 O, offen. 

(2) Ist O, offen ({i} = 3 = beliebige Indexmenge), so ist UO, offen. 


(3) Es ist unter obiger Voraussetzung x ¢€ |N| abgeschlossen. 

Zu (1): Ist z <0, O,. so gibt es ein a mit z< a |@| = 0,7 O, und O,N 0, 
ist offen. 

Zu (2): Da die Definition der Offenheit lokal ist, ist (2) erfiillt. 

Zu (3): Sei z € |N| — 2, so gibt es, da |z| x = @ ist, ein ac M— N mit 
z< a, |a| €|N|— 2, da M normalisiert ist, denn ware x € A ja|, dann ware 

c 
x = |2|. 

Es ist fir M, diese Topologie mit der euklidischen identisch, wie leicht aus 
der Tatsache folgt, daB jede konvergente Punktfolge {x,} eine Teilfolge {z,’} 
enthalt, so daB eine differenzierbare Kurve c mit <;’ € c fir alle x,’ existiert. 

Definition 3: Es heiBt a ¢ M— N (algebraisch) zusammenhangend, wenn 
es kein Paar a,,a,¢ M — N gibt, mit: 
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(1) 4, 4,5 a, 

(2) Ist z< a, so ist z << a, oder z< ay, 

(3) Es gibt kein z < a mit |z| < |a,|, |a,|. 

Wir setzen voraus: 

(**) Ist a ¢ M — N, so erzeugt jedes z< a auf X =U Jal Hierbei setzen 


wir voraus, daB dieses Element in A wirklich vorkommt. Man kann dies z. B. 
dadurch erreichen, daB man fordert, daB A vollstandig ist. 

Definition 3’: Es heiBt a ¢ M— N (topologisch) zusammenhangend, wenn 
\a| = {\z| |z S a} c |N| zusammenhangend ist. 

(1.8) Erfallt M (**), so ist a¢ M—WN topologisch zusammenhangend, 
wenn es auch algebraisch zusammenhangend ist und umgekehrt. 

Beweis: (1) Sei a algebraisch nicht zusammenhangend. Wegen Definition 3 
(3) und (**) ist |@,| offen in |@| und |a,| 4 |@,| = @. Wegen Definition 3 (2) ist 
l@| 0 || = (a. 

(2) Ist a topologisch nicht zusammenhangend, so gibt es zwei nicht lecre 
0, mit 0,7 O,= 9, O, U O,= |a|, die rel. |@| offen sind. Wegen (**) gibt vs aber 
ein Paar a,, a, mit |@,| = O,, a,¢ M— N. Wir schlagen X = wu zz (fiir alle z, 
welche nicht in a ein Atomtrager sind, x < |a|) zu a, und finden ein 4,’ 2 a, 
mit |@,'| = |@,|. Es erfiillt das Paar a,', a, die Bedingungen der Definition 3. 

Wir nennen im folgenden a zusammenhangend, wenn a algebraisch zu- 
sammenhangend ist. Fiir Kurven ¢ in M,, d.h. fiir die durch sie definierten 
Mengen von Atomtragern ist dieser Zusammenhangsbegriff der Topologie 
in |N| mit dem der gewéhnlichen identisch. Fir M = M,, P,, D, und fir Homo- 
logiestrukturen ist (**) erfiillt, so daB die Definition 3 und 3’ hier fquivalent 
sind. 

Wir haben schon den Begriff der Abbildung von zwei Tangentialstrakturen 
benutzt, aber es war immer so, daB auf M — N diese Abbildungen die ldentitat 
waren, und da N per definitionem nicht mehr angeordnet ist, hatten wir es 
nur mit einer mengentheoretischen Abbildung zu tun, an die keine weiteren 
Forderungen mehr zu kniipfen waren, zumal der Normbereich fest blicb. Tin 
allgemeinen ist das anders, und wir definieren: 

Definition 4: Seien M und M, zwei Tangentialstrukturen iiber den. Saat 
bereichen A, A, mit Atomen N, N, und mit Normabbildungen |*|, |*|,. Sei f 
eine anordnungserhaltende Abbildung von M in M, und |/| eine verbandstreue 
Abbildung von A in A,, so daB gilt: 


(1) If(@)|s= |fl lal - 


Sodann nennen wir { einen Homomorphismus von M in M,. Wir nennen / 
atomar, wenn 


(2) fNNCN, 


ist. Sind f und |/| lsomorphismen, so sprechen wir von einem Isomorphismus 
von M auf M, und entsprechend fiir Mono- und Epimorphismen 

(1.9) Offenbar geniigt, um / zu kennen, die Kenntnis von |/| und /! NV. Wir 
bezeichnen mit a ~ M die Tangentialstruktur {b|6 = a}. 


3* 





36 FRrepRICH-WILHELM BavER: 


Il. Ubertragungen 

Wir beginnen mit dem Begriff des Erzeugendensystems einer Tangential- 
struktur. 

Definition 5: Sei M eine Tangentialstruktur und E = {y} eine Menge von 
Elementen in M — N, so daB es zu jedem z € N eine Folge {a,} « M— N mit 
a,2 4,;,, und /\ &;= z, eine Folge y,¢ Z und eine Folge von Isomorphismen 
%:: Vi Y; (fir ein yj € M—N) gibt, so daB a,< yj <a,,, ist. Es heiBt E 
exakt, wenn es zu jeder Folge {a,} mit den geforderten Eigenschaften solch ein 
{ye Pi} gibt, und es heiBt EZ wesentlich, wenn es nur aus einem Element 
besteht. 

(2.1) Fiir ein exaktes FZ kann man die Definition auch so formulieren: 

Zu jedem Paar z < a ¢ M — N gibt es ein y ¢ Z und einen Isomorphismus 
9: yy’, so daB z< py <a (d.h., daB man zwischen z und a ein zu y iso- 
morphes y’ einschieben kann). 

Ist EZ auBerdem noch wesentlich, so heiBt das, caB man in M— N ein 
Element e finden kann, so daB es zu jedem z < a ¢ M — N ein zu e isomorphes e’ 
mit z< e’< a gibt. 

Letztere Situation liegt im Falle von P, vor. Hier ist e ein solcher Kegel K, 
wie er im ersten Fall geschildert wurde. Jedes Polyeder a mit Ecke x enthilt, 
wenn dima 2 r ist, einen solchen Kegel mit Spitze x. Ebenso ist es im Falle 
von M,. Da ein krummliniger Kegel zu einem geradlinigen isomorph ist, ist 
E = {K} auch ein wesentliches und exaktes Erzeugendensystem von M,. 

Ein triviales, exaktes, aber nicht wesentliches Erzeugendensystem findet 
man immer in M — N. In einer lokal atomaren Homologiestruktur U findet 
man ein nicht exaktes und nicht wesentliches Erzeugendensystem B durch die 
Menge aller ,,Berandungsklassen“ 6. Es ist z,, z,< 6, wenn es ein relatives 
Atom r mit dr = z, — 2 und z,< z; gibt. 

(2.2) Ist fiir ein relatives Atom (4. ¥) mit @¢=0 stets Y =0, so ist 
@(A,)5) exakt, dann und nur dann, wenn B exakt ist. Der Beweis folgt aus [1], 
Abschnitt 1. Eine Homologiestruktur war dort als exakt erkannt worden, 
-wenn ,,Beranden‘‘ und ,,homolog Null‘ fiir zwei Elemente stets dasselbe 
bedeuten und wenn obige Voraussetzung gilt. 

Definition 6: Ein Ubertragungselement (wenn ein festes E bevorzugt wird, 
dann ein Ubertragungselement rel. Z) ist ein Element a ¢ M’, welches zu- 
sammenhangend ist und die Eigenschaft hat, daB es zu jedem z < a eine Um- 
gebung U (z) (rel. |@|) und ein b= yy mit \b| = U, y ¢ E gibt, wobei p wieder 
ein Isomorphismus ist. 

In P, sind die Ebenen £* Ubertragungselemente, und zwar, wie man leicht 
sieht, maximale. Jedes wesentliche Ubertragungselement a ist in P, in einer 
Ebene E* enthalten. In M, ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit Uber- 
tragungselement, und diese sind die einzigen wesentlichen. Auch hier gibt es 
maximale, namlich die geschlossenen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. 


5) Hier verwenden wir die Terminologie von [1]. Es ist 3(A,) die Menge aller relativen 
Klassen {7-"< H(X, ¥), (X, ¥) € Ay. 
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Von besonderer Bedeutung ist fir uns noch der Begriff einer Kurve c in 
einem Ubertragungselement a. 

Definition 7: Eine Kurve c in a ist eine Menge von Atomen in a, die den 
folgenden Bedingungen geniigt: 

(1) Es ist |c| = {|z| | z € c} zusammenhangend. 

(2) Sei z € c, so gibt es zu jedem 6b ¢ M— N mit z< b saeinb,< M—N, 
b, < 6, so daB |b,| 7 |e] —|z| offen in |e| ist. 

(3) Ist U eine Menge mit U — |z| offen, (U — |z|) - |c| + 8, dann gibt es 
ein b¢ M—N,z<b, |6| =U. 

Unter den Kurven sind auch die trivialen enthalten, d. h. diejenigen, die 
nur aus einem Punkt bestehen. Wir wollen diese trivialen Kurven i. F. aus- 
schlieBen. Natiirlich ist jedes Ubertragungselement selber eine Kurve, aber 
nicht umgekehrt. Zum Beispiel ist jede differenzierbare oder stiickweise 
differenzierbare Kurve in einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit V’¢ M, eine 
Kurve im Sinne von Definition 7. Diese Kurven haben die folgende Minimai- 
eigenschaft: Zu zwei Atomen 2,, 2, gibt es keine Kurve c, Cc mit z,, 2, ¢, 
ohne daB |c,| = |c| ist. Eine Kurve c nennen wir vollstandig, wenn es keine 
Kurve c, mit |c,| = |c| und keine z € c, gibt mit z ¢c. Alle Kurven, die wir im 
folgenden betrachten, sollen, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt 
wird, vollstandig heifen. 

Satz 1: Jede minimale Kurve c (i. 8S. von Def. 7) zwischen zwei Atomen 
2, 2, (d. h. z,2,€ ¢) in einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit V ist eine teil- 
weise differenzierbare Kurve in V und umgekehrt. 

» Mit ,,teilweise differenzierbar‘‘ meinen wir hier, daB es in c zwar Stellen 
geben kann, an denen c nicht differenzierbar ist, daB aber jeder Hiufungspunkt 
dieser Stellen wieder eine regulire Stelle von c ist. 

Beweis: DaB jede in diesem Sinne stiickweise differenzierbare Kurve eine 
Kurve im Sinne von Def. 7 ist, folgt aus (1.2) und Definition 7. Natirlich ist 
eine solche Kurve auch minimal, wenn sie keine Doppelpunkte hat und z, + z, 
ist. Jede Kurve c (i. 8. von Def. 7) ist, wenn sie minimal ist, eine gewohnliche 
Kurve c zwischen zwei Atomen z,, z,. Das kann man so zeigen: Wenn 2, ¢ c, 
\zg| + |z,|, |z—], dann kann man z, nicht aus z fortlassen, ohne daB |c| seinen 
topologischen Zusammenhang verliert. Wegen der gleichen Uberlegung, die 
wir auf Grund der Normalisiertheit in (1.7) anstellten, ist |c| — |z,| aber wieder 
eine Vereinigung von Kurven (d.h. eine nicht zusammenhangende Kurve). 
Nun kann man aber dadurch eine Anordnung auf c einfiihren, d.h. von z, 
ausgehend festlegen, wann z’ vor einem z”’ ist. Diese Zuordnung fihrt zu einer 
Abbildung von c auf J = [0, 1], und man sieht sofort, daB wegen Def. 7 diese 
Abbildung eineindeutig sowie in beiden Richtungen offen, also topologisch ist. 

Man muB nun zeigen, daB c teilweise differenzierbar ist. Sei {z,} (z,¢ c) eine 
gegen z konvergierende Folge von Atomen in JV, d.h. es soll {|z,|} gegen |z| 
konvergieren und es sollen alle z, (d. h. deren Richtungen) von einem i an mit 
der Richtung von z einen spitzén Winkel bilden. Man sieht sofort, daB aus 
Def. 7 folgt, daB die Menge v, der den z, wegen (7.2) entsprechenden Tangenten- 
vektoren vom Betrage 1 gegen das z entsprechende v konvergiert, denn wegen 
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der Definition einer Kurve sind in jedem a> z, a € Mj, a € V fast alle z; einer 
konvergenten Teilfolge {z;} von {z,} enthalten. 

Allgemein sei {z,} eine Folge von Atomen in M, so daB {|z,|} gegen z kon- 
Vv 4 

Sei {a,} (a,¢ M — N) eine Folge von Elementen, so daB gilt: 

(la) 454, 

(2a) |@,| — |z,| ist offen 

(3a) |@,| ist zusammenhangend 

(4a) Es gibt nicht beliebig kleine Umgebungen U von z, so daB |a,|c U fiir 
fast alle i. 

Sei z € N, |z| = z, so sagen wir, da {z,} gegen z konvergiert, wenn fiir jede 
Folge {a,} mit den oben beschriebenen Eigenschaften ein a ¢ M’ existiert mit 

(lb) zsa 

(2b) |@|= U |a@,| (die Uberstreichung bezeichnet die Bildung der ab- 
geschlossenen Hiille). 

(2.3) Diese Topologie verallgemeinert den Konvergenzbegriff fiir Rich- 
tungen, d.h. Einheitsvektoren im R* oder auf einer Mannigfaltigkeit. Die Be- 
dingung (4a) besagt, daB die a, nieht gegen Null gehen, d. h. die Lange der 
Richtungen soll nach unten beschrankt sein. Diese Topologie wird bei der 
Definition einer Ubertragung verwandt werden. Dort werden wir fordern, 
daB der Parallelitatsbegriff stetig ist, d. h. daB die Parallelverschiebung lings 
einer differenzierbaren Kurve stetig ist. 

Beziiglich der Topologie sei hier noch erwahnt, da8 fir alle Kurven und 
darum auch fir alle Ubertragungselemente diese Topologie fir M, mit der 
gewohnlichen euklidischen tibereinstimmt. 

Wenn wir in M, eine Kurve c haben und sie orientieren, dann heiBt das, 
daB wir von den beiden Atomen, die zu einem inneren Punkt z von |c| gehéren, 
eines auszeichnen, namlich das, welches die vorgegebene Richtung hat, und das 
in stetiger Weise. Eine konvergente Folge von Atomen {z,} in c konvergiert 
also wieder gegen ein Atom aus der orientierten Kurve. Eine orientierte Kurve 
ist nicht vollstandig. 

In [1] haben wir fiir eine Homologiestruktur U eine projektive Fort- 
setzung D* konstruiert. Es war D* exakt, d.h. es war ,,Beranden* mit 
homolog Null gleichwertig. Hier wollen wir die gleichen Uberlegungen all- 
gemein fiir eine Tangentialstruktur M wiederholen und dann nachweisen, in 
welcher Beziehung das tangentialtheoretische 6, mit dem homologietheore- 
tischen G* aus [1] steht. Man muB zunachst den Begriff einer exakten Homo- 
logiestruktur 0 (A,) auf eine Tangentialstruktur ausdehnen. Oben haben wir 
gesehen, daB-B exakt ist, wenn das Erzeugendensystem B exakt ist. Sei G eine 
Menge von Erzeugendensystemen, die in einer Menge von Tangentialstrukturen 
M® erklart ist, und sei F eine Menge von Homomorphismen zwischen diesen 
M © M, so-daB alle Ubertragungen aus G im folgenden Sinne erhalten bleiben: 
Sei f «GF, f: M + L(M, L € M). Sei A € G auf M erklart und sei y, ein beliebiges 
Gbertragungselement rel. A. Es soll nun f y entweder ein Atom z € N(L) oder 
aber cin Obertragungselement y, rel, zu einem Erzeugendensystem J" ¢ G in L 











sein. Umgekehrt soll es auch fiir jedes Ubertragungselement y,¢ /(M) rel. zu 
einem beliebigen Erzeugendensystem ["¢G@ in L ein Erzeugendensystem 
A¢G in M und ein Ubertragungselement y, rel. 4 in M geben, so da8 
f(ys) = yr. Da die Summe von einem Erzeugendensystem wieder ein Er- 
zeugendensystem ist, kann man voraussetzen, daB es fiir jedes M ¢ M genau 
ein 4 ¢ G auf M gibt. 

Definition 8: Sind G, M, F wie oben erklart, so nennen wir die Abbildungen 
{ €& G-erhaltend. 

Jetzt konstruieren wir zu einem M ¢ M eine Tangentialstruktur M,¢ M. 
Die Atome 4 ¢ N(Mg) = Ng sind Paare 4 = (z, J,), wobei J, ein maximales 
Ideal von Ubertragungselementen rel. @ ist mit z < y fiir alle y ¢ J,. Es wird 
hi ~ do auf XA |z,|, |z,|S X gesetzt, wenn es ein Ubertragungselement 
x rel. G mit x €J, 7 J,, und |x| ¢ X gibt. 

(2.4) Es ist Mg wieder eine (normalisierte) Tangentialstruktur. 

Beweis: Der Nachweis der Axiome in Definition 1 ist rein technisch und 
kann hier tibergangen werden. Die Atome in Ng sind natiirlich maximale 
(rel. |z|) Ideale in Mg, da M normalisiert war. 

Fir uns von Interesse ist der folgende Satz, der eine Verallgemeinerung des 
Satzes 4.4 aus [1] ist: 

Satz 2: Das Diagramm (5), in dem B, A € M und f, g « F und die Zeile exakt 
ist, laBt sich zu einem kommutativen Diagramm (6) mit exakter Zeile und h ¢ F 
vervollstindigen : 


Mg 
(5) Vl 
0+«-— B-—_-A 
M; 
(6) i \o 
1 \ 
On hay A 


Es ist also, mit anderen Worten, Mg unter der Anwendung von G-Homomor- 
phismen exakt. 

Beweis: Es wird h zunachst auf den Atomen erklart. Sei 4 ¢ Mg, so nehmen 
wir ein zusammenhangendes d,¢ g~'/(3) und setzen h(,) = d, so, daB aus 
f(t.) = f (de) folgt A(s,) = A(j_). Seien nun 4, ~ 4, in X in A. Dann geht das 
Obertragungselement y rel. A ¢ G in Mg in ein yg¢ I ¢ G in B tiber, oder aber 
es ist f (j,) = /(4_). Im ersteren Falle gibt es aber ein yz rel. E ¢ G in A, so daB 
9~* f(a) ~ g~*f (jg) in X in A ist. Ist f (3) = (4g), so ist natirlich auch hA(4,) 
= h(4). Damit ist h vollstandig erklart und es ist (6) kommutativ. 

Diese Abbildung A ist iibrigens nicht atomar, da d, kein Atom zu sein 
braucht. In der untenstehenden Anwendung sieht man, da8 tatsidchlich nicht 
alle Atome in Atome iibergehen. - 

Als Anwendung betrachten wir U, fiir eine atomare Homologiestruktur, 
wobei B die Menge aller Erzeugendensysteme bezeichnet, die bereits oben in 
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diesem Abschnitt konstruiert wurde. Es ist jetzt G die Menge aller Homo- 
morphismen (im Sinne von [1]) zwischen den Homologiestrukturen 0(A,), 
die lokal atomar sind. Leider ist G, selber keine Homologiestruktur mehr, 
weil die Elemente (* ¢ G,(A,) fiir festes X keine Gruppe mehr bilden. Man 
bekommt hingegen durch Differenz und Summenbildung aus den Elementen 
von {{*} eine neue Homologiestruktur 9. 

Genau wollen wir jetzt zeigen: 

(2.6) Es ist D = B*. 

Beweis: Hier setzen wir, wie bereits erwahnt, die Kenntnis der Konstruk- 
tionen fiir B* in [1], Abschnitt 3 voraus. Man konstruierte dort die sogenannten 
starken erzeugenden Atome, und hier zeigen wir, daB diese starken erzeugenden 
absoluten Atome mit den Atomen von %z iibereinstimmen. Der Beweis ist 
sehr leicht: Ein starkes erzeugendes Atom in O* lieB sich beschreiben durch 
ein Paar (t, {x}), wobei {x} die Gesamtheit aller der relativen Atome von 3* 
ist, mit 0x = t, wo t ein Element in G war. Man kénnte aber auch die Be- 
s@hreibung so vornehmen, daB man ein Atom z St nimmt und formal das 
Paar (z, {x}) bildet, wobei von den rel. Atomen z jetzt nur verlangt wird, daB 
Ox,= Ox, fir x,, z,¢ {x} und z < @z, ist. Das aber ist offenbar gerade mit der 
Konstruktionsvorschrift von GO, identisch, denn man kann {x} mit dem 
Ideal J, aller Ketten g in Beziehung setzen, fiir welche 0g = 0x — z,(x € {x}) 
und |z,| € |@z| = 0 gilt. Zu jedem solchen g kann man ein g, mit 0g, = z, finden, 
so daB g + g,¢€ {x} ist. Umgekehrt ist natiirlich jedes x ¢ {x} in J,, denn ein 
Ubertragungselement rel. B in einer atomaren Homologiestruktur ist ein 
relatives Element selber. 

Man erkennt sofort, daB 4, ~ 4, (in X) in U* dann und nur dann ist, wenn 
es auch in © ist, so war die Aquivalenzbeziehung in M, gerade erklart. 

Bemerkung: Man kann diesen Beweis auch leicht fiir lokal atomare Homo- 
Iogiestrukturen fiihren, d.h. fiir solche, wo nicht jedes Atom z (rel. oder 
absolut) mit |z| < X € A, in X selber erzeugt. 

Bei einer beliebigen lokal atomaren Homologiestruktur sind also die 
relativen Atome z keine Ubertragungselemente fiir 0x mehr, da z nicht mehr 
in B(A,) —-N(B(A,)) liegt. 

Man muB hier die Korrespondenz zwischen J, und {x} Atom anders er- 
klaren, man muB anstelle von dem Atom z ein (* = x wihlen, mit ¢* ¢ G(A,)— 

Im folgenden wollen wir unter einer Kurve stets eine minimale Kurve 
verstehen. 

(2.7) Seien c,,c, zwei Kurven, die beide das Atom z enthalten, so gibt es 
eine Kurve ¢ ¢ ¢, (\ c, mit z € ¢. 

Beweis: Es muB, wenn (2.7) falsch ist, in |c,| eine Punktfolge {2z,} geben, die 
gegen |z| konvergiert und die nicht in |c,| liegt. Da U 2, U |z| = X abge- 
schlossen ist, ist fiir offenes U, U — X offen. Sei also b > z, b € M’, so kann b 
die Forderung (2) in Definition 7 entweder fiir c, oder fiir c, erfiillen. Daraus 
folgt, daB z nicht in c, ~ c, gelegen haben kann. 
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Sei Z irgendein Kurvennetz auf einem Ubertragungselement a, mit der 
Eigenschaft, daB es zu jedem z < a genau eine Kurve c(z) gibt, die von z aus- 
geht. Sei Z die Menge aller der Kurven, die durch lokal endliche Durchschnitts- 
und Vereinigungsbildung von Kurven aus Z entsteht (d.h., jedes Atom ist 
nur in endlich vielen Kurven aus Z enthalten. 

(2.8) Es ist Z die Gesamtheit aller Kurven in a. 

Beweis: Man kann (2.7) unter der Voraussetzung cler Existenz eines Z auch 
so formulieren, daB es eine Verallgemeinerung von (1.2) auf beliebige Tan- 
gentialstrukturen wird: Den Atomen in N(M) entsprechen die Kurvenideale 
in eineindeutiger Weise. Zu jeder Kurve c in a und zu jedem Atom z < ¢ gibt es 
also ein ¢,€Z und ein ¢,O¢,\c z€ cy. Das aber beweist (2.8), denn ist c 
irgendeine Kurve z € c, so gibt es ein c, € Z, z < ¢, und wegen (2.7) eine, € ¢, 9 ©. 

Wir kénnen diese Behauptungen nicht auf J/* anwenden, denn J? ist 
nicht normalisiert. Hier sieht man, daB es natiirlich zu einem Atom r, d. h. zu 
einer Richtung in der Tangentialebene viele Kurven gibt, die von v ausgehen, 
d.h. v zur Tangente haben. 

Man kann fiir beliebige, nicht notwendigerweise normalisierte Tangential- 
strukturen, also auch fiir @*, Vektorfelder definieren als Zuordnungen X von 
einem Atom X (|z{) zu |z| auf-einem festen Ubertragungselement a < M— N. 
Ein Vektorfeld hei®t stetig. wenn aus {2,;} > x folgt {X(x,)} + X (x) (im Sinne 
von (2.3)). Ebenso kann man den Begriff der Integrierbarkeit eines Vektor- 
feldes iibertragen. 

Wir kommen jetzt zu einer Erklarung der algebraischen Cbertragungen: 

Definition 9: Sei Z ein Kurvennetz auf a wie in (2.8) und ¢ © Z. Zu je zwei 
Atomnormen 2,, x2¢ |¢| soll es eine eindeutig bestimmte -Abbildung ¢,, ,, 
von |x,|~!= {2| |z| = 2,,z< a} auf |x,|-', die Se nar’ und auf cin gewisses 
a,,4,¢ M—N, x,s |a,| als Isomorphismus y: 4, 4, fortsetzbar ist. geben. 
Es soll gelten: 

(1) Pz, 2,0= Identitat, gp ye Ge, ce Vanrne 

(2) Zu jedem z €c, x € |e} gibt es ein z,€¢ mnit |z,|}= rund q, ,,.(z)= 

Wir nennen 2,, 2, langs c parallel. wenn ¢ ,, , -, .-(2) = 2, ist. 

(3) Ist ¢ € Z und {z,} eine gegen z konvergierende Folge von Atomen, «lic 
alle langs c parallel sind, dann ist auch z zu allen z, parallel. 

Unter diesen Umstinden sprechen wir von ciner algebraischen Cher- 
tragung in a. 

Das Kurvennetz Z = Z(J°) nennen wir das Netz der Autoparallelen, Sei ./ 
eine nicht normalisierte Tangentialstruktur, die dic Bedinguag (*) in (1.5) 
erfiillt, und f die normalisierende Abbildung f: W,— WM. Wir wollen unter 
Kurven in M stets nur Kurven in ./,, verstehen, aber den Sprachgebrauch cin- 
fiihren, daB z ¢ ¢, z € N(M) heiBen soll, es gibt ein z, < ¢. z,< N (I7,,) mit fz, <. 

Dies ist alles bekanntlich der Fall fir WM = Mt, M,= M,. Unter einer 
Chertragung in einer nicht normalisicrten, aber der Bedingung (*) geniigenden 
‘Tangentialstruktur verstehen wir eine Cbertragung in M,, wobei aber das 
Kurvennetz Z(J°) jetzt nur die Eigenschaft zu haben braucht, dal es zu jedem 
z ¢ N(M) genau eine Kurve ¢ und cin z, f~'(=) gibt, mit 2, ¢ 
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Definition 10: Sei c ¢ Z(I") und z,,z,¢ N(M) mit |z,|, |z,|'¢c. Es heiBt z, 
parallel zu z,, wenn es eine Folge von Kurven ¢;¢ z(I"), ¢,;C c, Atome z,z,=2’, 
z™— z,(j=1,...,m) gibt, so daB 


Phaser), jae), (2M) = 20+) 
ist. 

(2.9) Dieser Parallelismus ist von der Art der Zerlegung von c in Kurven 
aus Z(I") unabhangig. ~ 

Beweis: Seien c, + c,¢€ Z(I") und c, F ¢, 4 c, cs c. Sei z € cs. Da es nur eine 
Kurve d¢Z(I°) gibt, die von z ausgeht ist c,= 0, weil sonst sowohl ¢, als auch ¢, 
von z ausgehen wirden. 

Um jetzt unsere Betrachtungen auf M, anzuwenden, erinnern wir uns 
daran, daB die Ubertragungselemente in M* (oder M,) gerade die differenzier- 
baren Mannigfaltigkeiten waren. Sei aber V ‘eine differenzierbare r-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit, so induziert jede differentialgeometrische Uber- 
tragung @ in V eine algebraische Ubertragung. Es ist Z(J") das System der 
Autoparallelen oder, im Falle einer Levi-Civitaschen Ubertragung, das System 
der Geodatischen. Die Funktionen werden durch den Parallelismus gegeben, 
der durch G induziert wird. 

Eine algebraische Ubertragung auf V induziert nun aber zunachst nur einen 
Parallelismus langs der Kurven aus Z(J"). Man kann aber durch einen Grenz- 
prozeB diesen Parallelismus auf beliebige Kurven d in V fortsetzen. Seien 
2, 2,€ N(M,), 2, 2,¢€d@ so benachbart, daB sich die entsprechenden Kurven 
c(z,) Z(I’) schneiden. Wir nehmen an, daB d nicht mit c(z,) ein Stiick ge- 
meinsam hat, weil sonst die Situation in Definition 10 vorliegt und ohnehin 
die Parallelitat erklart ist. Wir verschieben z, langs c(z,) bis zum ersten Schnitt- 
punkt x mit c(z,) und dann verschieben wir das dem x entsprechende Atom z!, 
welches an c(z,) tangiert, langs c(z,) bis |z,|. Wir erhalten ein Atom z, ,. Indem 
wir jetzt d fein genug unterteilen und zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
Atomen in dieser Weise einen Parallelismus erklaren und zum Limes iiber- 
gehen, kommen wir zu einem Parallclismus langs c. Man kann, was wir hier 
nicht tun wollen, nachweisen, daB dieser ProzeB tatsachlich stetig verlauft und 
daB dieser Limes immer existiert. Hier wollen wir uns mit dieser Andeutung 
begnigen. 

Zusammenfassend kénnen wir feststellen. 

Satz 3: Zu jeder differentialgeometrischen Ubertragung G in einem Uber- 
tragungselement V ¢ M,, (was einer r-dimensional zu haingenden diffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit entspricht), gibt es eine eindeutig bestimmte 
algebraische Ubertragung I, die den gleichen Parallelismus und damit die 
gleichen Autoparallelen Z(I°’) wie G induziert. 

Die tangentialtheoretischen Begriffe der Kurve und des Vektorfeldes waren 
fir M = M# oder M = M, mit den differentialgeometrischen identisch (Satz 1). 
Fir eine beliebige Ubertragung kann das nicht erwartet werden, weil die 
Abbildungen in Definition 10 nicht notwendig linear sind. 

Uns kam es in dieser Arbeit gerade darauf an, méglichst viele Begriffe der 
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Differentialgeometrie algebraisch fiir Tangentialstrukturen, ohne Benutzung 
einer Differenzierbarkeit, zu erklaren und nachzuweisen, daB diese Begriffe 
analogen Gesetzen geniigen wie die gew6hnlichen differentialgeometrischen und 
méglichst weitgehend mit diesen fir M* = M zusammenfallen. 
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Fastperiodische Kompaktifikation von Halbgruppen 
Von 
Rotr Kvutrze in Heidelberg 


Vor einigen Jahren hat Maax [2], [3] die Theorie der fastperiodischen 
Funktionen auf Halbgruppen mit 1-Element iibertragen. Dabei zeigte sich, 
daB die Hauptsatze der klassischen v. Neumann-Maakschen Theorie auch auf 
Halbgruppen mit 1-Element ihre Giltigkeit behalten. Unter Benutzung eines 
algebraischen Einbettungsprozesses gelingt es Maak, seine Untersuchungen auf 
die Theorie der fastperiodischen Funktionen auf Gruppen zurickzufihren. 
Eine andere Reduktionsméglichkcit wurde von Jacoss [1] angegeben, der 
dazu einen topologischen EinbettungsprozeB verwendet. 

Wir wollen im folgenden zeigen, wie man die Maakschen Untersuchungen 
unmittelbar auf die Peter-Weylsche Theorie der stetigen Funktionen auf kom- 
pakten Gruppen reduzieren kann. Es sei § eine Halbgruppe mit 1-Element 
und & eine Algebra fastperiodischer Funktionen (zx) auf § mit den folgenden 
vier Eigenschaften: «) aus y(x) €B folgt p(z) «B; B) 1¢€B; y) @ ist be- 
ziiglich gleichmaBiger Konvergenz abgeschlossen; 6) aus g(z)¢@ folgt 
y(azxb) € B(a, b € H). Dann lautet unser Hauptsatz (Satz 3): Es sei B eine 
Algebra komplexwertiger, auf 9 fastperiodischer Funktionen, die die Eigen- 
schaften «) bis 5) besitzt. Dann existiert eine kompakte Gruppe $* und ein 
Homomorphismus o von $ auf eine dichte Unterhalbgruppe 9’ von 9*, so dag 
eine komplexwertige Funktion p(x) auf $ genau dann in D enthalten ist, wenn 
eine stetige, komplexwertige Funktion ¢ (#) ( € H*) existiert mit p(x) = ¢(a(zx)) 
(x € $). Dies Ergebnis verallgemeinert die von Nésetinc-BavEr [5] an- 
gegebene verscharfte Fassung eines Resultats von A. Wer [8]. Zum Beweis 
unseres Satzes bedienen wir uns u. a. eines Einbettungssatzes von Jacoss [1] 
und einer Methode von N6BELING-BaveEr. Aus dem obigen Resultat folgt dann 
unmittelbar, daB eine kompakte Halbgruppe § mit 1-Element dann und nur 
dann eine kompakte Gruppe ist, wenn jede auf § stetige Funktion fast- 
periodisch ist (Satz 4). 


§ 1. Die uniforme Struktur Uy 


Der Begriff der fastperiodischen Funktion auf einer Gruppe wurde von 
Maak [2], [3] auf Halbgruppen iibertragen. Die Definition lautet: 

Definition: Zine komplexwertige Funktion y(zx) auf einer Halbgruppe $ mit 
1-Element heiBt fastperiodisch, wenn zu jedem e> 0 eine endliche Uberdeckung 
{A,}?_, von ¥ existiert, so dap aus 


(1) cad’, c' yd’ A, (c’', d’, x, y € 9) 
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fiir geeignetes i folgt 
(2) lp(cxd) — p(cyd)| Se 
fiir alle c,d € §. 

Ist 9 speziell eine Gruppe, so geht diese Definition in die bekannte fir 
Gruppen iiber. Die fastperiodischen Funktionen auf einer Halbgruppe bilden 
eine beziiglich gleichmaBiger Konvergenz abgeschlossene Algebra mit 1-Ele- 
ment. Mit g(z) ist auch die Funktion y(azxb) (a, b € 9) fastperiodisch. Jede 
fastperiodische Funktion ist beschrankt. 

Fir die folgenden Uberlegungen ist es wichtig zu wissen, da zu jeder auf 9 
fastperiodischen Funktion g(x) in eindeutiger Weise eine Funktion y(z, y) 
(zx, y € $) konstruiert werden kann, die die formalen Eigenschaften der 
Funktion g(zy-') auf einer Gruppe besitzt. Diese Eigenschaften lauten ([2}): 

a) (zx, y) ist fastperiodisch in z fiir jedes feste y, (x, y € 9) 

b) y (2, 1) _ 9 (2), 

c) y(xa, ya) = (2, y). 

Die Konstruktion geschieht folgendermaBen: Zu jedem ¢ > 0 existiert fiir ein 
beliebig aber fest gewahltes y € $ ein y, € § mit 


\p(ed) — p(cyy.d)| Se 
fiir alle c,d € 9. w(x, y) ist dann durch ¢(z, y) = = y(xy,) erklart. 


® bezeichne eine Algebra von heneiennustion, fastperiodischen Funk- 
tionen auf § iiber dem Korper der komplexen Zahlen mit folgenden Eigen- 
schaften: 


a) aus p(x) € @ folgt p(x) € B, 

B) 1€2, 

y) B ist beziiglich gleichmaBiger Konvergenz abgeschlossen, 

6) aus p(x) € B folgt p(azxb) € B. (a,b € 9) 
Offenbar bildet die Gesamtheit der fastperiodischen Funktionen auf einer 


Halbgruppe mit 1-Element eine solche Algebra. 
Die Nachbarschaftsbasis 6, der Mengen 


V(qy, ---» Pni €) = {(z, y): |p (xz) — o (y)| Se, EB (vy =1,..., n)} 


definiert auf $ eine uniforme Struktur Ug mit der Eigenschaft, daB die Funk- 
tionen g(x) €B@ genau die auf 9 beschrankten, komplexwertigen, beziiglich 
Ug gleichmaBig stetigen Funktionen sind [5]. Ug, induziert auf § eine Topologie 
zx, die genau dann separiert ist, wenn zu je zwei Punkten a, b € $ mindestens 
ein g(x) €@ existiert mit g(a) + y(b). Eine Halbgruppe mit der letzt- 
genannten Eigenschaft heiBe G-maximalfastperiodisch. 

Wir betrachten nun die Mengen 


Ve (Gr +--+ Pn €) = {(2, 9): |p(ys 2) — OD) Se, GE BY =1,...,)} 
und behaupten: 
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Satz 1: Die Mengen V, bilden eine (rechtsinvariante) Nachbarschaftsbasis 
der uniformen Struktur Uq. 

Beweis: 1. Zu jedem ¢ > 0 existiert fiir eine fastperiodische Funktion ¢(z) 
eine Uberdeckung {2,}?_, von §, so daB die obengenannten Relationen (1) 
und (2) erfillt sind. Dann kénnen wir aus jedem A; einen Reprasentanten 
a,;€ A, auswahlen. Gilt dann fiir alle a,, a; (i,j = 1, ..., n) und zwei Elemente 
x, y € $ die Abschitzung 

|\p(a,xa;) — p(a,ya,)| Se, 
so folgt aus der Fastperiodizitat von p(z): 
lp(cxd) — p(cyd)| = 5e 
fiir alle c,d € 9. 

2. Zu jeder fastperiodischen Funktion g(x) auf $ kann man, wie oben er- 
lautert wurde, die Hilfsfunktion g(z, y) konstruieren. Diese Konstruktion 
benutzen wir nun zur Definition einer neuen Funktion, die wir mit p(az, y, 6) 
bezeichnen. Ist p(x) = p(axb) (a,6€ 9), so sei p(az, y, 6) die Funktion 
y(z, y). Aus den Eigenschaften der Funktion p(x, y) ergeben sich die folgenden 
_ Eigenschaften von g(az, y, 6): 

a’) y(az, y, b) ist fastperiodisch in x fiir jedes feste y € 9, 

b’) yp (az, 1, y) _ p(axb), 

c’) pl(axc, yc, b) = p(az, y, 5). (c € §) 
y(zx, y) ist nach Definition gegeben durch 

y(z, y) = lim p(zy,) = lim p(azy,b) , 
e—+0 «0 
wobei y; so gewahlt ist, daB 


(3) |p(cd) — p(cyy.d)| Se 

fiir alle c,d € 9. y, ist durch y und ¢ nicht eindeutig bestimmt, die Wahl von 
y. hat aber auf den Wert von y(z, y) keinen EinfluB. Von dieser Tatsache 
machen wir nun Gebrauch: (3) laBt sich auch wie folgt schreiben: 


(4) \p(acdb) — p(acyy.db)| Se 
fiir alle c,d © . Offenbar erfiillen auch die y,¢ mit 
\p(cd) — p(cyy.d)| Se 
(fiir alle c,d € ) die Abschatzung (4); wir kénnen also schreiben 
v(z, y) = p(az, y, 6) = hm otore.5) 


wobei die y, unabhangig von a und 6 gewahlt werden kénnen. Unter Be- 
nutzung dieser Tatsache kann man dann noch die Eigenschaft 


d’) p(az, cy, cb) = p(az, y, b) 


beweisen, worauf wir aber hier verzichten wollen. 
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3. Wir zeigen nun, daB zu jeder Menge V, eine Nachbarschaft V der zu Ux 
gehérigen Nachbarschaftsbasis gehért mit Vc V, und umgekehrt. 
a) Es sei 
V,= {(z, y) : |\pr(y, x) — ¢»(1)| Se, Pr€ B} m 
Fir jedes gy,¢ 3 bestimmen wir zu ‘/, geméB 1. gewisse Reprisentanten 
aj, ..-,@. Es sei V die Nachbarschaft 
V = {(z, 9): |po(ajxaj) — paz ya})| S ‘/s, o€B (i,j =1,..., p)} 
(y=1,...,%). 
Dann ist nach 1. fiir alle (xz, y) ¢ V 
|p, (zd) — oy, (yd)| Se (y == 1,..., 2) 


fir belicbiges d¢ 9. Da g,(xd) und g,(yd) fastperiodisch in d sind, folgt 
nach [2] §3, Satz 7 


|p, (ad, z)— 9, (yd, z)| se (v = bse 4.0000 
fiir alle d, z ¢ $. Insbesondere ergibt sich fir d = 1, z = z 
ly (1)— 9 (y, z)| Se (y= 1,...,2) 
d. h. Vc V,. 


b) Nun sei 
< V = {(z, y): |y,(z) — @(y)| Se, 9 € B} 


und aj,...,4@, ein zu g, und */, gehériges Repriisentantensystem. Wir be- 
trachten die Menge 


(5) V,= {(x, y): |wh4(y, 2) — yh) Ss 7=1,..., p59 =1,...,n)} 
mit p!!(x) = y,(ajxaj) und g,¢ B. (5) kénnen wir auch schreiben in der Form 
(6) V,= {(z, y): |pe(azy, x, aj) — p,(a5aj)| S */5, Y € B}. 
Zu jedem é > 0 existiert ein x, welches nicht von a; abhangt, mit 

goal y, x, a5) — gSlazy, x, a3)| = |p.(azy, x, aj) — gp(azyxsa5)| <= 
Ferner ist nach (6) 

Imola y xea5)— pp(aza5)| < |p,(azy x45) — gy (azy, x, aj)| + 

- lgelazy, x, a3)— gazes F* f= 1,...,p39=1,...,n). 
Hieraus folgt aber nach 1. fiir beliebiges c, d ¢ 9 
(7) lg-(cy xd) — 9,(ed)| < 58+ (v=1,...,n) 
und wegen |, (cy, z, d) — oy, (cyzid)| < & aus (7): 

Ieo(ey, 2, d)— gp(ed)| S |peley, 2, 4) — go(cyxsd)| + 

+ |y, (cyad)— 9, (cd)| S@ + 5€+e=6é +e 


Da aber é beliebig war, ergibt- sich unter Benutzung von d’) (Seite 46) fiir 
c=l1,d=z2 


y=l,...,%). 


lp(y) — 9, (z)| Se (y= 1,...,%) 
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fiir alle g,¢€ B, d. h. V,c V. Damit ist gleichzeitig bewiesen, daB die V, eine 
rechtsinvariante Nachbarschaftsbasis der uniformen Struktur U,, bilden. 

In gleicher Weise kann man auf § eine linksinvariante Nachbarschaftsbasis 
{V,} von Ug bestimmen. Die V, V, bilden dann eine zweiseitig-invariante 
Nachbarschaitsbasis von U,. 

Satz 2: Es sei 9 eine B-maximalfastperiodische Halbgruppe mit 1-Element. 
Dann gelten die folgenden Aussagen: 

a) ¥ ist beziiglich der durch Ux induzierten Topologie Ix topologisch. 

b) Der beziiglich Ug komplettierte uniforme Raum $* ist eine topologische 
Halbgruppe mit 1-Element. 

Beweis: a) Unter Benutzung von Teil 1. des Beweises von Satz 1 ergibt sich 
die Behauptung wie in [5]. 

b) § kann beziiglich U,, bis auf Isomorphie eindeutig zu einem separierten 
uniformen Raum $* komplettiert werden. Da die Abbildung (2, y) > ry 
gleichmaBig stetig ist (dies folgt aus dem Beweis von a)), laBt sie sich auf genau 
eine Weise zu einer gleichmaBig stetigen Abbildung von $* x $* auf $* fort-_ 
setzen. Nach dem Fortsetzungsprinzip der Identitaéten gelten auf §* auch die 
iibrigen Gesetze, d. h. §* ist eine topologische Halbgruppe mit 1-Element. 

Die Behauptung a) gilt tibrigens auch fiir nicht-G-maximalfast periodische 
Halbgruppen mit 1-Element. 

Aus Satz 1 und Satz 2 ergibt sich unmittelbar die 

Folgerung: Eine mit der Topologie Ty versehene Oresche Halbgruppe 9 mit 
1-Element kann derart in ihre Linksquotientengruppe Q,() eingebettet werden, 
daB Q,() zu einer topologischen Gruppe wird. 

Zum Beweis benutze man [7]. 


§ 2. Verallgemeinerung eines Satzes von A. Wei 


In Verallgemeinerung eines Satzes von A. WeiL (({8], 8. 135) bewiesen 
NOBELING und BaveEr [5], daB zu jeder Gruppe G eine kompakte Gruppe G* 
existiert, so daB die Elemente einer Algebra % fastperiodischer Funktionen 
mit den Eigenschaften «) bis 6) und nur diese zu stetigen Funktionen auf G* 
in wohldefinierter Weise ,,fortgesetzt‘‘ werden kénnen. Wir werden im fol- 
genden diesen Satz auf Halbgruppen mit 1-Element iibertragen. 

¥% sei eine Halbgruppe mit 1-Element, 3 eine Algebra komplexwertiger. 
fastperiodischer Funktioner mit den Eigenschaften x) bis 0) (vgl. § 1). Die 
Transformationen T, q(x) = ¢(xa) (a, x € 9; g € B) bilden eine zu § homo- 


morphe. %-maximalfastperiodische Halbgruppe 9» mit 1-Elemcnt von 
linearen Transformationen von % in sich. Ha erzeugt eine Gruppe Gy von 


linearen Transformationen von 3 auf sich. Gx ist die kleinste ihrer Unter- 
gruppen, die Sx umfaBt (vgl. [6]. § 4). Im Falle 3 = R (R Raum aller fast- 
periodischen Funktionen auf $)) dienen diese Beziehungen in [2] zur Ableitung 
der Theorie fast periodischer Funktionen auf Halbgruppen aus der Theorie auf 
Gruppen, einen anderen Weg findet man in [1], Anhang IT. 
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Wir kommen nun zur Verallgemeinerung des Noébeling-Bauerschen 
Resultats : 

Satz 3: Es sei B eine Algebra komplexwertiger, auf 9 fastperiodischer Funk- 
tionen, die die Eigenschaften «) bis 5) besitzt. Dann existiert eine kompakte 
Gruppe $* und ein Homomorphismus o von ¥ auf eine dichte Unterhalbgruppe 
H' von H*, so daB eine komplexwertige Funktion p(x) auf $ genau dann in B 
enthalten ist, wenn eine stetige, komplexwertige Funktion ¢ (#) (% € H*) existiert 
mit p(x) = ¢(a(2)) (x € 9). 

Beweis: Zunachst sei $ G-maximalfastperiodisch. Dann ist $ nach Satz 2 
beziiglich der separierten Topologie fz eine topologische Halbgruppe und kann 
zu einer topologischen Halbgruppe $* mit 1-Element komplettiert werden. 
H* ist nach [5] S. 65ff., sinngemaB tibertragen auf Algebren von komplex- 
wertigen Funktionen, kompakt. 

Ist $ nicht B-maximalfastperiodisch, so existiert die zu  homomorphe 
Halbgruppe $=. Durch 

G(T.) = 9(2) (@€ 93 Tee Sei y €B) 
ist fiir jedes pm < G eine fastperiodiache Funktion 9| Se erklart ([(6], 8S. 435). 
Offenbar bilden die Funktionen g mit g ¢ B eine Algebra B mit den Eigen- 
schaften «) bis 6). 9x ist nach [6], S. 435 G-maximalfastperiodisch. $e= 9’ 
kann dann in bekannter Weise zu einer kompakten Halbgruppe 9* kom- 
plettiert werden, woraus bis auf die Gruppeneigenschaft die ibrigen Aussagen 
des Satzes folgen. 

Wir setzen nun wieder (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) 9 als 
%-maximalfastperiodisch voraus und beweisen, daB 9* eine Gruppe ist. Durch 
Einfiihrung der sup-Norm wird @ zu einem Banachraum. Durch y ¢(2) 
= p(yx) (x, y € H; py € B) wird auf B eine (zu § isomorphe) beschrankte Halb- 
gruppe § linearer Transformationen erklart. Jeder Vektor y ¢ G ist unter 9 
fastperiodisch im Sinne der Definition II. 1 von [1]. Daher existiert nach [1} 
Satz II. 1.6 eine $§ umfassende Gruppe G. Dabei ist G die Menge aller linearen 
Transformationen % von % in sich mit der Eigenschaft, daB fiir je endlich viele 
Funktionen q, ..., Pm € GB zu jedem e > 0 ein y € H existiert mit 


|Z 9,— ¥grl = sup lFo,(z)—¢,(yz)| Se (v=1,...,m). 


G ist nun zu 9* isomorph: Zu vorgegebenem V(q,, .. ., %,; €) gibt es ein V, 
mit V,c V (§ 1). Ist ein Element der Komplettierung §* von 9, so kann Z 
durch ein gerichtetes System (x,) definiert werden, d.h. zu V, existiert ein £ 
mit (x,, z,') € V, fiir alle a, «’> £. Wegen V,c V folgt daher 


(*) \pr(%,2%) — 9, (x, x)| Se (x € 9) 
oder 

|%aPr— Xa’ P| SE (v=1,...,n), 
(a, «> £8). Wir definieren nun 


E p(x) = 





lim p(x, 2) 
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Wegen (*) konvergieren die fastperiodischen Funktionen 9,(z,2z) gleichmaBig 

gegen Zq,(z), d.h. Zgy,(z) ist wieder fastperiodisch, # definiert also eine Ab- 

bildung von % in sich. Daher gibt es zu jedem e > 0 fiir die Funktionen 
»€B (v=1,...,n) ein a mit 


l= %,— 229] S€ (a> a’), 
# definiert damit ein Element von &. 


Umgekehrt sei ein % ¢ G vorgegeben. Zu jedem ¢ > 0 gibt es fiir die Funk- 
tionen @,..-., P, ein x € H mit 


|Z 9,— zg, Se (v=1,...,n) 

(p,€ B). Die Mengen 
(i, - ++» Pas €) = {z: |Z y,— xz, Se} (z fest) 

bilden, wie man sofort sieht, eine Cauchysche Filterbasis, also hat man einen 
algebraischen Isomorphismus $* = G. 9* ist also eine kompakte halb- 
topologische Gruppe (d. h. die Multiplikation ist stetig). Nach einem Satz von 
Mortya [4], 8.112 folgt hieraus die Stetigkeit von > Z-1; somit ist H* eine 
kompakte topologische Gruppe. 

Satz 4: Hine kompakte Halbgruppe $ mit 1-Element ist genau dann eine 
topologische Gruppe, wenn jede auf 9 komplexwertige, stetige Funktion fast- 
periodisch ist. 

Beweis: § besitze die Topologie £, H ist damit als normaler Raum C€(9)- 
maximalfastperiodisch. Da {,g) grdber als & ist, stimmen diese beiden 
Topologien sogar iiberein, also ist $ (versehen mit der Topologie To,g)) eine 
kompakte topologische Halbgruppe und somit vollstandig, nach Satz 3 daher 
eine Gruppe. 
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Some New Results on Smoothness and Rotundity 
in Normed Linear Spaces 
By 
Vicror KLEE* in Seattle (Wash.) 


0. Introduction 


The first two sections deal primarily with approximation of convex sets by 
those which are smooth and rotund’). These notions have commonly been 
defined only for convex bodies, but in § 1 they are extended to arbitrary convex 
sets and it is proved that a bounded closed convex set in a separable Banach 
space can be approximated in a strong sense by one which is smooth and 
rotund. This extends a result known for convex bodies. Also improved are a 
renorming theorem of Day [5] and a smoothness theorem of Mazur [16]. The 
results of § 2 show that in certain spaces of compact convex sets as metrized 
by the Hausdorff metric, almost every set (in the sense of category) is smooth 
and rotund. A corollary asserts that in each infinite-dimensional Banach space, 
almost every compact convex set is the closure of its set of extreme points — 
a fact of interest relative to a recent representation theorem of CHoquet [3]. 
Section 3 is devoted to a question of KérHe and Day: To what extent are 
smoothness and rotundity of a normed linear space E inherited by its quotient 
space Z/L ? It is shown that the properties are transmitted when L is reflexive, 
and that in general no more can be expected. 

Our notation and terminology are in common use, and only the following 
may require special explanation: 

A subset of a normed linear space E£ is called a convex body provided it is 
bounded, closed, convex, and has nonempty interior. The unit cell of E is the 
set {2 ¢ BE: |x| < 1}, and the open unit cell is the set {x ¢ BE: |x| < 1}. 

E* will denote the space of all continuous linear functionals on Z, and E* 
the space of all linear functionals; for a subset X of E, EH X* will denote the 
space of all linear functionals on EZ which have continuous restriction to X. 
The restriction to X of a function f will be denoted by /| X. 

The closure of a set X will be denoted cl X, its affine extension by aff X (the 
smallest affine subspace containing X), and its core by core X. The core of a 
set X (in a linear space) is the set of all points x ¢ X such that for every line L 
through z, zx is interior to X + L relative to L. 


*) National Science Foundation Senior Postdoctoral Fellow (U.S.A.), University of 
Washington (Seattle) and University of Copenhagen. 

1) We follow Day’s use [6] of the term “rotundity” in place of the more common 
“strict convexity”. 
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For set-theoretic intersection, union, and difference, we employ 4, u, 
and ~ respectively; + and — are reserved for algebraic operations. 
The origin of a linear space will be denoted by 6. 

' For two subsets X and Y of a metric space, 6(X, Y) will denote the 
minimum distance between them and 0(X, Y) their Hausdorff distance. That 
is, 6(X, Y) = inf, cy ycy dist. (x, y), and o(X, Y) is the greatest lower bound of 
all numbers ¢ such that X lies in the e-neighborhood of Y and YF lies in the 
e-neighborhood of X. 

The real number space will be denoted by R. 


1. An Approximation Theorem 


A convex body is said to be smooth provided it admits through each 
boundary point only one supporting hyperplane, and to be rotund provided its 
boundary contains no line segment. A normed linear space is then said to be 
smooth or rotund provided its unit cell has that property. In extending these 
notions to an arbitrary convex subset of a Hausdorff linear space Z, we work 
in terms of a linear space F of linear functionals on 2. By F-hyperplane we 
shall mean a set of the form f-'r = {x ¢ EZ: fx = r} for some nonzero f ¢ F and 
some r € R. The set C is supported at a point p by the hyperplane H = f-'r 
provided p € C -\ H, C lies on one side of H (that is, sup{C < r or inf/C = r), 
and C is not contained in H; if this occurs for some r ¢ R and { ¢€ F, p is an 
F-support point of C, otherwise an F-nonsupport point. A point p of C is a 
point of F-smoothness provided all the F-hyperplanes which support C at p 
have the same intersection with the affine extension of C, a point of F-rotundity 
provided each F-hyperplane which supports C at p intersects C only at p, 

and an F-exposed point provided C is supported at p by an F-hyperplane H 
' which intersects C only at p. The convex set C is said to be F-smooth provided 
each of its points is a point of F-smoothness, and to be F-rotund provided each 
of its points is a point of F-rotundity. 

Notice that if C has no F-support point, then C is F-smooth and F-rotund 
according to our definitions. (This is the case whenever C is open, and can 
happen even when C is bounded and closed, Z is an inner-product_ space, and 
F = E* [13).) For both F-smoothness and F-rotundity, enlarging the family 
F strengthens the corresponding condition. There are three especially important 
choices for F: the space Z* of all continuous linear functionals on HZ; the 
space FE C* of all linear functionals on Z whose restrictions to C are continuous; 
and the space #* of all linear functionals on Z. When C is a convex body, 
then Z*= EC* and every linear functional which determines a supporting 
hyperplane of C must be continuous, so F-smoothness and F-rotundity 
coincide with the usual notions for each of the above three choices for F (and, 
in fact, whenever E* c F). 

For the case of a convex body, Day [6; p. 112] mentions various conditions 
equivalent to smoothness or rotundity. Those expressed (explicitly or im- 
plicitly) in terms of finite-dimensional subspaces do not extend to the present 
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more general setting, but the others can be carried over without difficulty. 
Thus for a convex subset C of a linear space HZ, and a linear subspace F of E*, 
the following assertions are equivalent: C is F-rotund; every F-support point 
of C is an extreme point of C; every F-support point of C is an F-exposed point 
of C; F-hyperplanes which support C at distinct points are distinct. 

The following algebraic characterizations will prove useful: 

1.1. Lemma. Suppose C is a convex subset of a linear space Z and F is a 
subspace of Z*. Then for F-smoothness of C, the following condition is necessary 
and sufficient : 


whenever /, g € F and r € R are such that 
sup/C = {p=r=gp=supgC for some p¢eC, 


then the functions {-— r and g — r are linearly dependent over C. 

For F-rotundity of C, the following condition is necessary and sufficient: 

whenever { ¢ F and p,q¢C are such that fp = supfC = fq, then /C is 
onepointed or p = q. 

Proof. Suppose first that C is F-smooth and consider /,g,r, and p as 
described. If {C = {r}, then the function f—r|C is identically zero and is 
obviously a multiple (by zero) of the function g — r|C; similarly if gC = {r}. 
Thus we may assume that the sets /-!r and g-'r are both F-hyperplanes which 
support C at p, whence by F-smoothness they have the same intersection with 
affC, the affine extension of C. Let z be a point of C for _ fz<r> gz, 


and consider the two affine functionals f—r and at aa (g—r). These 
functionals have the same value at z and at all points of (aff C)n f-'r. But 


each point of (affC) ~ f-'(fz) lies on a line determined by z and some point 
of (aff) r\ f-1r, 60 it follows that the affine functionals / — r and / fe=* gr) 


must agree at all points of affC, hence of course on C. Thus f —r ory . —rare 
linearly dependent over C. 

We wish next to show that the stated condition is sufficient for smoothness. 
Consider F-hyperplanes H and J which support C at a point p. There are 
functionals / and g in F and real numbers r and s such that H = f-1r, J = g='s, 
sup/C = {p=r, and supgC = gp = s. We assume without loss of generality 
that r < s. Now let the functionals € and 7 be defined as follows: 





ifs>0,€=/+-—"g and n=9; 


ifs=0,=f and n=f+ 9; 
if s< 0, & = (s/r)f and n= g. 


Then in each case and 7 are members of F and sup§C = Ep = np = sup7C, 
so application of the condition in question insures that with t = &p, one of the 
functionals § —t|C and 7 —t|C is a multiple of the other. In each case this 
leads to the conclusion that (affC) 7 f-'r = (affC)-\g-'s, whence C is 
F-smooth. We shall carry through the argument for the case s > 0, and leave 
the other (simpler) cases to the reader. Here we have t = s and hence (since 
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7» — 8|C is not identically zero) there is an m such that 2 —s = m(n2z— 8) 
for all x ¢ C. Clearly the same equality extends to all points of affC, and a little 
algebra shows that (on affC) s(f—r) = (sm + r— 8) (g — 8), whence of course 
(affC) r\ f-1r = (affC) - f-*s. The proof for smoothness is complete. 

The proof for rotundity is much simpler. If C is F-rotund, /, p, and q are as 
described, and fC is not onepointed, then the set /-!p is an F-hyperplane which 
supports C at p and gq, and it follows that p= q. The converse argument is 
similarly direct. 

The approximation theorem rests on three lemmas, which we shall now state 
and prove. They supply more information than is actually needed for present 
purposes. 

1.2. Lemma. Suppose £Z and £, are linear spaces, 7’ a linear transformation 
of E into E,, C a convex subset of Z, and C,= TC. Suppose F and F, are 
linear subspaces of E* and E}¥ respectively, with F > F, 7. Then F-smoothness 
of C implies F,-smoothness of C,, and F-rotundity of C implies F,-rotundity 
of C;. 

Proof. Consider /,, g, € F;, p,¢€ C;, and r € R such that 


sup/,C,= f,P,= r = 9: P1= supg,C, 


Since by hypothesis F >F,7, there exist /,g ¢ F with f = /,T and g = g,7; 
and of course p,= 7'p for some p ¢ C. Then 


sup/C = fp=r=gp=supgC, 
and by 1.1 and F-smoothness of C one of the functions f—r|C and g—r|C 
must be a multiple of the other. But then the same relationship holds between 
the functions /,—r|C, and g,—r|C,, because for each point 2z,¢ C, (with 
x,= Tx for some x € C) we have f,2,= /,(T' x) = (f, 7) = fz and similarly 
9, X,= gx. Thus C, is F,-smooth by another application of 1.1. 

The proof for rotundity is straightforward and will be left to the reader. 

1.3. Lemma. Suppose X and Y are convex subsets of a Hausdorff linear 
space E, and F is a subspace of Z*. Then to assure F-smoothness of X + Y it 
suffices to assume F-smoothness of Y in conjunction with the condition 

Dyy: the set X - (aff Y) is dense in X, and each member of F has con- 
tinuous restriction to X. 

To assure F-rotundity of X + Y it suffices to assume F-rotundity of X, 
F-rotundity of Y, the condition Dy y, and the condition Dyy (Dy y with the 
roles of X and Y interchanged). 

Proof. To establish F-smoothness of X + Y, consider /, g « F, r ¢ R, p € X, 
and g ¢ Y such that 


sup/(X + Y)= f(p+q)=1r=g(p + q) = supg(X + ¥). 
Let s = fp and t = fq. It is easy to verify that r = s + t, 


sup/X =/p=s=gp=supgX, and supf/Y =/q=t=gq=supgY. 


Since F-smoothness of Y is assumed, it follows that the functions f—t and 
g — t are linearly dependent over Y, hence over aff Y. We assume without loss 
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of generality that / — t = m(g—t) over aff Y, whence by use of the condition 
Dyy it follows that the same equality holds over X UY. In particular 
(evaluating f and g at p) s—t = m(s—t), whence m= 1 or s =t. If m=1, 
then {f = g over X U Y, hence over X + Y, and of course f— r= g—r over 
X + Y. if s =t, then we have f — s = m(g—s) over X, and thus for z € X, 
y¢Y, 

f{(x+ y)—r= (fx—s) + (fy—t)=m(gx—s) + m(gy—t)=m(g(x+ y)—r) . 
We conclude by 1.1 that X + Y is F-smooth. 

For the case of rotundity, we wish to show that if /f ¢ F, u, 2¢ X,v, y€ Y, 
f(u + v) = supf/(X + Y)=f(x+y), and u+v+2+y, then {(X + Y) is 
onepointed. Since u+v+2+ y, then u+ 2 or v+ y. If u+ 2, then, since 
X is F-smooth and fu = sup/X = fz, it follows that /X is onepointed and 
then from Dy-y that f Y is onepointed, whence of course {(X + Y) is onepointed. 
If v + y, we proceed similarly by use of the condition Dyy. 

1.4. Lemma. Suppose £ is a normed linear space and K is a convex subset 
of EZ with 6 ¢ K. Suppose ¢ > 0, and T'x = (1 + e||2||)~!a for each x ¢ Z. Then 
T is a homeomorphism of E onto EZ and the set 7'K is convex. Let F be a 
subspace of Z*. Then if Z is smooth and E* c F, F-smoothness of K implies 
that of 7K. If £ is rotund and @ is an F-nonsupport point of KX, then 7'K is 
F-rotund. 

Proof. Except for the assertion about smoothness, 1.4 is similar to IV (1.2) 
of [10] and (5.4) of [11], and the same arguments apply. For the matter of 
smoothness, let us consider /, g ¢ F, r ¢ R, and q ¢ TK such that 

sup/T K = fq=r=gq=supgTK. 
We wish to show that f—r and g—r are linearly dependent over 7 K. There 
is no problem if f or g is identically equal to r, so we assume the contrary. 
If r = 0, then 

sup/TK = f0=r=g90=supgTK, 
and the desired conclusion follows by observing that (from the assumed 
F-smoothness of K and the radial nature of 7') @ is a point of F-smoothness 
of 7K. Thus we may assume that r> 0. In this case we show even that 
{| TK = 9|TK, for which it suffices (in view of the radial nature of 7') to prove 
that {| K = g| K. Let p € K be such that 7T'p = q, and let U = {x ¢ BE: fT x2r}. 
Since f 7'x = (1 + e}z)-1f/z, we have U = {x ¢ E: r+ re|z] —f2x <0}; from 
convexity of the function r + re! a!) — fx|x © £ there follows that of the set U, 
and also the fact that core U = {x:fx>r+ re|zx|}. Nowfp=r + re|p|, so for 
t> 1 we have 

ftp=tr+tre|p|>r+reltp| and tpé¢coreU ; 

in particular, U has nonempty core. Now the convex set K intersects U at p 
but is disjoint from the nonempty core of U, and hence by the basic separation 
theorem the sets K and U can be separated by a hyperplane through the 
point p. Thus there exists a linear functional h,, on E such that 


suph, K = hyp =r = infh,U. 
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By a similar argument, there exists a linear functional h, on E such that 
sup h, K = h,p=r = infh,V, 


where V = {x ¢ E: r+ re|lx| —g2< 0}. 
Now since £ is smooth, there is a unique A ¢ E* such that h<| | and 
hp = |\p|. For arbitrary z ¢ U we have 


(f—reh)x = fx—re|zx] >r=(f—reh)p. 


Thus Azr and (f — reh)-'r are hyperplanes which support U at p. But || || and / 
are both Gateaux differentiable at p, hence so is the function re! | — f and p 
must be a point of Z* — smoothness of U. Therefore h, = { — reh. In the same 
way, h,= g—reh. Now we have /,g ¢ F and h¢ E*c F, so hy, h,¢ F, and by 
the F-smoothness of K it follows that h,— r and h,—r are linearly dependent 
over K — say h,—r = m(h,—1r) or 


f—reh—r=m(g—reh—r) on K. 


Since 6 ¢ K and r + 0, we see that m = 1 and consequently {| K = g| K. The 
proof of 1.4 is complete. 

Now consider a point p of a convex set C (in a Hausdorff linear space) and 
let J denote the union of all lines Z for which p is an inner point of L ~\ C — 
J is the set of all x ¢ Z such that for some positive t, p + t(x— p) € C and 
p—t(x— p) € C. We say that p is an inside point of C provided the set J is 
dense in the affine extension of C. It is known that a closed convex subset 
of a Banach space must have an inside point ((2.6) of [12)). 

For the sake of convenience, the next two results will be proved together. 
The first is our principal approximation theorem, the second an improvement 
of Day’s theorem [5] asserting that every separable Banach space admits 
a norm with respect to which it is smooth and rotund. The second result (but 
not the first) can also be proved by an elaboration of Day’s argument [5]. 

1.5. Theorem. Suppose C is a bounded closed convex subset of a separable 
Banach space £, p is an inside point of C, and 0 < ¢< 1. Then there is a 
closed convex homeomorph K of C which is EC*-smooth, E*-rotund, and such 
that p + e(C— p)cC KCC. 

1.6. Theorem. If E is a separable Banach space, then E admits a norm with 
respect to which £ is smooth and rotund and £* is rotund. 

Proofs. We begin by proving 1.5 under the additional assumption that Z 
admits a norm with respect to which it is smooth and rotund. (Though this 
assumption is justified by Day’s theorem quoted above, we shall later supply 
an independent proof.) We assume without loss of generality that p = 0. Let 


w, be a sequence in the set — — C such that the union of the lines Rw; is 


dense in affC, and such that always —w, € : 3 “@. (Since 0 is an inside point 


of C, such a choice of w, is possible.) Let /? denote the usual sequential Hilbert 





space, Q its unit cell, and for each t = (#, #,...)€Plet Tt= SY (t*/2*)w,¢ £. 
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l—e 


Then T is a continuous linear transformation of [* into Z with T Qc sC. 


Now if / ¢ ZC* then the restriction of {7 to Q is continuous and hence of 
course { 7’ is continuous on all of /?. Thus (/?)* > (ZC*) 7, and since Q is smooth 
it follows from 1.2 that the set Z = 7'Q is HC*-smooth. Further, since Q is 
weakly compact and 7’ is weak-norm continuous on Q, the set Z is compact 
in the norm topology of £. 


Let K,= Z ++ * ©, a convex set which is closed since C is closed and Z 


compact. Then 








l+e 
2 


é€ 








Cc Kc ~*0+-t*e~0. 
Now Z is EC*-smooth, every member of ZC* has continuous restriction to the 


set i+e C, and the set +F£ an (affZ) is dense in “ts C, so it follows 


_ 
by 13 that K, is HC*-smooth. Let B=supycoly|<o, a= = ; 
Tx = (1+ a\z|)-'z for each x¢ EZ, and K = 7'K,. Since the space £ is at 
present assumed to be smooth and rotund, it follows from 1.4 that XK is both 
EC*-smooth and £*-rotund. Obviously Kc K,c C. Further, for each 2 ¢ K, 


we have 
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and since its CC K, it follows that eC c K. 


We shall now prove 1.6 from the (formally) special case of 1.5 just discussed, 
and then of course 1.6 itself shows that the “special” case is in fact the general 
case, thus completing the proof of 1.5. 

Let EZ be a separable Banach space, U the unit ceil of Z, and x, a sequence 
in £ such that the union of the lines R x, is dense in Z, and always |x, = 2-'. 
For each f € U, let Tf = fx, ¢ ?. Then T is a biunique linear map of £ into P, 
and on U the map T' is continuous relative to the w*-topology for U and the 
norm-topology for /?. Thus (since U is w*-compact) the set U’'= TU is a 
symmetric gompact convex subset of /?. By the version of 1.5 treated above, 
together with the observation that when C is symmetric then so is the set K 
described above, there follows the existence of a symmetric compact convex 
set V’ in ? such that } U’c V’c.U’, V’ is smooth with respect to those linear 
functionals on /? which have continuous restriction to U’, and V’ is rotund with 
respect to the family of all linear functionals on /. Denoting by V the set 
T-'V', we see by 1.2 that V is smooth with respect to those linear functionals 
on E whose restrictions to U are w*-continuous, and V is rotund with respect 
to the family of all linear functionals on Z, It is clear also that V is w*-compact 
and } UC VCU. Now for each x ¢€ £, let |x = sup,<y|vz|. Then | | is an 
admissible norm for Z, and sincé V is w*-closed the corresponding unit cell 
for Z* must be V itself. From the properties already established for V, in 
conjunction with the well-known duality between smoothness and rotundity, 
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it follows that with respect to the norm just introduced, Z is smooth and 
rotund and E* is rotund. This completes the proofs of 1.5 and 1.6. 

Note that 1.6 cannot be strengthened to claim also smoothness of £*, for 
Day has proved [5] that the space m = /* is not isomorphic with any smooth 
space. But from 1.6 it follows that if Z is a Banach space whose n“ conjugate 
space Z™ is separable, then E admits a norm with respect to which E+» is 
rotund and all the spaces 7, 2 = E*,..., 2) = (Z@-)* are both smooth 
and rotund. (See, in this connection, a recent theorem of R. C. James [7].) 

We conclude the present section by strengthening a smoothness theorem 
of Mazur [16]. 

1.7. Theorem. Suppose X is a convex body in a separable Banach space £, 
Bis the boundary of X, and S is the set of all points of Bat which X issmooth. 
Let W be a'symmetric closed convex subset of Z whose affine extension is 
dense in Z. Then for each p € B, the set p + W intersects S. In particular, 
S is dense in B. 

Proof. Let w, be a sequence in W such that the union of the lines Rw, is 
dense in EZ, and such that w, + 6; let C denote the symmetric closed convex 
hull of the w,’s. Then C is compact [2, 15] and of course 9 is an inside point of C. 
By 1.5, there is an Z*-smooth closed convex set K such that + Cc Kc C. 
Since clearly K does not lie in any closed hyperplane in HZ, there must be a 
point z of p+ K which is interior to X. Let g= 42z+4>, whence it 
follows easily that 


peqt+ Kcpik 


and that q is interior to X. Thus g + 0- K misses B; since B is closed and K 
.smpact, there must be a smallest number r¢ [0,3] such that g+rK 
intersects B. Consider an arbitrary point y ¢ (¢+rK) B. Since clearly 
q+rKc X, every hyperplane which supports X at y must also support the 
set g + rK at y. From the Z*-smoothness of K it follows that there is at most 
one such hyperplane, and consequently y ¢ S. This completes the proof of 1.7. 

Applying 1.7 when W is a cell {x ¢ E: |x| < €}, we see that S is dense in B. 
This is Mazur’s theorem [16], proved by him by means of a category argument. 
When £ is infinite-dimensional, the sets W as described in 1.7 need not have 
interior points, so in this respect 1.7 is stronger than Mazur’s theorem. Note 
also that when E£ is a finite-dimensional Euclidean space and W is a cell as 
described, then W itself can play the role of K in the above proof, thus pro- 
viding a very simple proof that S is dense in B. 


2. Spaces of Convex Sets 


Consider a compact convex subset K of a locally convex Hausdorff linear 
space EF, and let ex K denote the set of all extreme points of K. When E£ is 
finite-dimensional, it is known that K is the convex hull of ex K, and hence 
each point of K is a convex combination of points of ex K. In the general case, 
the Krern-Mitman theorem [2 14,] asserts that K is the closed convex hull 
of ex K, and it follows that in a sense, each point of K is a weighted mean of 
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points of the closure of ex K. Specifically, each point of K is the barycenter of 
a Radon measure on cl ex X. Although this “representation theorem’”’ has 
some interesting applications, it is of course quite trivial and useless if it 
happens that ex K is dense in K. In the present section we study certain 
spaces of convex sets, and obtain the following corollary: 

(D) In the space ¥ of all compact convex subsets of an arbitrary infinite- 
dimensional Banach space E, almost every K ¢ X (in a sense made precise 
below) is the closure of its set of extreme points. 

This fact is of special interest relative to the sharper representation theorem 
of CHoQuET [3], asserting that if Z is metrizable and locally convex and K 
is a compact convex subset of Z, then each point of K is a weighted mean of 
points of ex K (specifically, it is the barycenter of a Radon measure jp on 
cl ex K which is carried by ex K in the sense that yu (cl ex K ~ ex K) = 0). 

When viewed in the light of the following fact, the result (D) does not seem 
surprising : 

2.1. Proposition. Suppose K is an infinite-dimensional compact convex 
subset of a locally convex Hausdorff linear space Z. Then E*-rotundity of K 
implies that the extreme points of K are dense in K. 

Proof. Since an infinite-dimensional Hausdorff linear space cannot be 
locally compact [2], K has empty interior. By the support theorem (9.11) of [9], 
the Z*-support points of K are dense in the boundary of K. But if K is E*- 
rotund then every Z*-support point is an extreme point, and the desired 
conclusion follows. 

From 2.1 and 2.2 it follows that if 7 is a continuous linear transformation 
of Hilbert space /? into a normed linear space, C is the unit cell of /?, and the 
set 7'C is compact and infinite-dimensional, then the extreme points of 7'C are 
dense in 7'C. A special case is the “ellipsoid”’ 


{r= (nay eR: Fares i, 
1 


whose extreme points are discussed by PouLsEN [18]. Some other interesting 
properties of this ellipsoid are given in (5.3) of [13]. 

The result (D) is an immediate corollary of 2.1 and the following 

2.2. Theorem. Suppose % is the class of all nonempty compact convex 
subsets of a Banach space £ and @ is the class of all Z*-rotund members of 7. 
Then with respect to the Hausdorff distance 9, 4% is a complete metric space 
and @ is a dense G, set in X. 

Proof. Completeness of % is well-known, and the density of @ in ¥ is a 
consequence of 1.5. To finish the proof we show that 4% ~ @ is an F, set in ¥. 
Let F denote the unit cell of 2*. For each positive integer j, let #, be the set 
of all K € # such that for some fe F and z, y,z € K it is true that fz=sup/K 


= fy, |z—y| ]1/j, and fx—fz2=1/j. Then XH ~ B= U #, and we shall 
prove that each set Y, is closed in (#, 0). Consider a sequence K, in #,; which 
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is o-convergent to K,¢ #. For each n there exist /,¢ F and z,, y,, 2, € K, with 
hi2n= sup/, K,= fnYn ) 


|2.— 9a] = 1/4, 
and 


fa®a— fn2n= 1/j . 


It can be verified that the set U K,, is compact, and thus there is a sub- 


sequence f(a) of « such that the sequences x, yg, and zs, are convergent 
respectively to points Zp», yo, and z, of HZ. Clearly x», yo, 29¢ K, and |z,— y,| = 
2 1/j. Since F is w*-compact, there must exist /,¢ F such that every w*-neigh- 
borhood of f, includes the functional f,(,) for infinitely many n. 

Now consider an arbitrary point p,¢ Ky. There is a sequence p, > p, with 
always p, ¢ K,, and of course 


fa®a— fnPn= 0 s fnYn— fnPn ° 
We have 


Ifo(%o—2o) Pry fn(2n—Zn)| S \fe(%o—Zo) —fn(2n—2n)| * Ifa (| Ty—X,| j \Zo—2n||), 
whence f(z »— z) => 1/j. Similar reasoning shows that 


fo(%o— Po) 2 9 S fo(Yo— Po) ; 
whence we see that K,¢ #, and the proof of 2.2 is complete. 

(My original proof of 2.2 used a selection theorem of MicHAEL [17] to handle 
the nonseparable case.) , 

Now if 2 denotes the class of all K ¢ # for which K ¢ cl ex K, then from 
2.1 and 2.2 we know that J contains the dense G, subset # of 4. However, 
the Borel type of @ itself is undetermined. 

We conclude the section with 

2.3. Theorem. Suppose # is the class of all nonempty compact convex 
subsets of a Banach space HZ, and is the class of all Z*-smooth members 
of X. Then -F is a dense G; set in X. 

Proof. For each positive integer j let .@, be the set of all K ¢ # such that 
for some f,g ¢ F,r¢ R, and 2, y,z ¢ K it is true that 

sup/K = fx=r=g2z=supgK 
and 
(fy—r)(gz—r) + 1f S$ (fze—r) (gy—7). 


With the aid of 1.1 it can be seen that # ~ S = U ,, and an argument 


much like that for 2.2 shows that each set .#, is closed. Since / is dense in 
HX by 1.5, the desired conclusion follows. 

Combining 2.2 and 2.3, we see that @r\ SF is a dense G, set in , and its 
complement is an F, set of the first category. This includes, of course, a well- 
known approximation theorem for convex bodies in finite-dimensional spaces, 
but we have not succeeded in answering some of the natural questions about 
infinite-dimensional convex bodies. 
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Smoothness and Rotundity in Normed Linear Spaces 


3. Quotient Spaces 


For a closed linear subspace L of a normed linear space EZ, the quotient 
space E/L is a normed linear space whose points are the various translates 
of L in £, with the norm |x + L| = inf,,<;\|z + y||. In [4], Day established 
a strong connection between uniform smoothness or uniform rotundity of Z 
and that of its quotient spaces. For example, Z is uniformly rotund if and 
only if all its two-dimensional quotient spaces are uniformly rotund with a 
common modulus of rotundity. In [6; p. 114], Day observes that for smoothness 
or rotundity of Z it suffices that every two-dimensional quotient space of E 
shall have the property. We treat here the converse question, mentioned by 
K6rHE in conversation and also implicit in Day’s discussion [6; p. 114]: To 
what extent are smoothness or rotundity of Z transmitted to its quotient 
spaces ? Day partially answered the question by showing that rotundity need 
not be transmitted, and conjectured the same for smoothness. Our result 3.3 
below substantiates the conjecture, while 3.4 is a stronger form of his example 
on rotundity. In 3.2 a rather meager (and perhaps well-known) “‘positive”’ 
result is established. 

The following simple result will be used in proving 3.2 and 3.4 below. 


3.1. Proposition. For normed linear spaces EZ and F with open unit cells U 
and V respectively, the following two assertions are equivalent: 

i) there is a closed subspace L of EZ such that F is equivalent to the quotient 
space E/L; 

ii) there is a linear transformation 7' of Z onto F such that TU = V. 

Proof. Consider a closed subspace L of EZ, and let W denote the open unit 
cell of Z/L, m the natural map of E onto E/L. For each x ¢ E,mzx=2+ L¢eE/L 
and |\mz| = inf,¢z,||z + y|. Clearly mU c W. And if x + Lé W, then z+ yeU 
for some y € L; since x + L = x + y + L, we conclude that Wc mU. It follows 
that i implies ii. 

Now suppose 7’ exists as described in ii; let L denote the kernel of 7’, W the 
unit cell of Z/Z, and m the natural map of Z onto £/L. Since T and m have 
the same kernel, the map m7'-' is a linear transformation of F onto £/L; to 
show it is an isometry, it suffices to prove that for all x ¢ 2, mx ¢ W if and 
only if Tz¢V. But if mz¢W, then z+ye€U for some y¢L, and 
Tx=T(x+y)¢V. And if Tx¢V, then Tx= Ty for some y¢ U, and 
max = my € W, completing the proof of 3.1. 

3.2. Proposition. Suppose Z is a normed linear space and L is a reflexive 
subspace of Z. Then if Z is smooth or rotund, so is the quotient space E/L. 


Proof. Let F = E/L; let U and V denote the open unit cells of E and F 
respectively. Denote by 7 the natural map of Z onto F, so that TU = V 
by 3.1. For 3.2 it suffices to show that if L is reflexive, then T(clU) = cl V, for 
we see from 1.2 that smoothness and rotundity are preserved under continuous 
linear transformations. Obviously -7'(clU)c clV. Now consider an arbitrary 
L'= 2+ Lé€clV. Then inf,,;,\z| = |Z’ < 1, whence 6(clU, L’) = 0 and thus 
of course 6(clU, L’ -\ 2(clU)) = 0. But the first set is weakly closed, and the 
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second is weakly compact by reflexivity of L, so the two must have a common 
point — say p € L’ ry (clU). Then of course L’= 7p and the proof is complete. 

From 3.2 we see that smoothness or rotundity of Z is transmitted to E/L if, 
in particular, Z is reflexive or L is finite-dimensional. 

3.3. Proposition. Suppose £Z is a separable normed linear space and L is a 
nonreflexive closed subspace of EZ, of deficiency = 2. Then Z admits a norm 
under which £ is smooth and £/L is not smooth. 

Proof. Let J and H be closed subspaces of EZ, of deficiency two and one 
respectively, such that LC Jc H. Let p be a point of H such that 4(p, J) = 2 
and let g be a point of Z such that 6(¢, H) > 1. Let Q, and Q, be the closed 
halfspaces in E which contain the origin and are bounded by the hyperplanes 
determined by (J + g) U{—p} and (J + q) U{p} respectively. We shall 
produce a smooth convex body B, symmetric about 6, such that Bc Q, 1 Qs, 
B is disjoint from L + q, but 6(B, L + q) = 0. Then clearly for Z as normed 
by the gauge functional of B, the unit cell of Z/L will admit two distinct 
supporting hyperplanes at the point L + q. 

Let C, be the unit cell of H (under the original norm). Since L is non- 
reflexive, a theorem of Smvutran [19] guarantees the existence in C, > L of a 
decreasing sequence C, of bounded closed convex sets whose intersection is 


empty. Let A be the symmetric closed convex hull of the set WY oon + (1—2-")q. 


By the reasoning of [8], A is a symmetric convex body in E ~ (L + q) for which 
6(A, L + q) = 0. Now let K be a symmetric £*-smooth compact. convex set 
in E which is contained in the open unit cell (under the original norm). (Such 
a set can be obtained as in the proof of 1.5.) For each ¢ ¢ }—1, 1[, let A,= AA 
(\ (A + tq). Finally, let B= ie ‘ A,+ (1—t#)K. Then it can be verified that 


B has the desired properties. 

It seems probable that the above construction can be sharpened to produce 
an admissible norm under which £ is both smooth and rotund while E/L is 
neither. However, we have not pursued the matter, and present instead the 
following ‘“‘negative’”’ result on rotundity. 

3.4. Proposition. If S is an infinite set, the Banach space I'S admits a 
rotund isomorph E such that every Banach space of density character < card S 
is equivalent to a quotient space of EZ. 

Proof. For each positive integer n, let g, be a continuous strictly convex 


function on [0,1] such that —+ § <Sg,t<t for all ¢¢ [0,1]. Let S be 
n+1 


covered by a sequence S, of pairwise disjoint sets, each of the same cardinality 

as S, and let g,= g, for all s ¢ S,. Let W denote the unit cell of l' S and let U be 

the set of all z ¢€ 2 S for which ¥ g,|z,| < 1. Let EZ be the space /' S as normed 
sc 


by the gauge functional of U. It can be verified that clU is rotund and 
WcUc2W, so E is a rotund isomorph of [' 8. 

Now consider a Banach space F of density character < card S, and let V 
be the open unit cell of F. It is easy to produce a map & of S onto a dense 
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subset €S of V such that ait —S,C V for each n. For each z€ EZ, let 

mx = ¥ x,(&s) < F. Clearly m isa linear transformation of E into F; since 
scS8 

ES is dense in V it follows easily that mU >V, whence of course mE = F. 

To complete the proof it suffices, in view of 3.1, to show that mUc V. But 

if x €¢ U we have 


|mz| s2(Zleliéel)s 5 —ylels F g.lz1<1, 
n se Sy nae Sy ec8 





n+1 


and the proof is complete. 
The above construction is similar to that used in [1] to prove that every 
separable Banach space is a continuous linear image of the space I. 
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Uber die Kapazitat ebener Kontinuen 


Von 


CHRISTIAN POMMERENKE in Gottingen 


§ 1. Einleitung 
Es sei € eine abgeschlossene beschrankte (ebene) Punktmenge und 


S_= max (iz 


-m pe —1) 
215-00 Zm EE M+ 


f |z,.— 2,| 


Man kann zeigen’), daB «,,= %,,,, gilt und also lima,,= « existiert. Man 


m—> 0 
nennt a die Kapazitaét (oder auch den transfiniten Durchmesser) von &, 
geschrieben « = cap€. Man erkennt aus der Definition, daB die Kapazitat 
einer Menge gleich der Kapazitat ihres Randes ist. Weiter gilt cap€ < cap 
fir ECG. 

Wenn € ein Kontinuum ist, d. h. eine zusammenhangende abgeschlossene 
beschrankte Punktmenge, so kann man die Kapazitét von € folgendermafen 
erhalten: Da € zusammenhangend ist, zerfallt die Komplementarmenge von € 
in ein oder mehrere einfach zusammenhangende Gebiete. Eines davon — es 
heiBe das AuBengebiet G von € — enthalt den unendlich fernen Punkt. Es sei 


f(z) = az + ag+ a,z—'+--- 


die Funktion, die in 1 < |z| < oo regular und schlicht ist und |z| > 1 konform 
auf © abbildet, und fiir die « reell und positiv ist. Dann gilt « = cap€. 

Es soll nun folgendes Problem untersucht werden: In welchem Zusammen- 
hang steht der Begriff der Kapazitét mit einfachen geometrischen Begriffen ? 
Anders ausgedriickt: Wie kann man aus der Kenntnis von geometrischen 
Eigenschaften von € Abschatzungen fiir cap€ gewinnen? Dariiber ist z. B. 
folgendes bekannt: Wenn cap € = | ist und wenn d der Durchmesser und A der 
Flacheninhalt von € ist, so hat man 2< d <4 und A <7. In dieser Arbeit 
sollen u. a. der Umfang der konvexen Hiille (§ 4) und die Breite von € (§ 5 
und 6) behandelt werden. Im letzten Paragraphen werden einige Beispiele 
dazu gegeben. 


§ 2. Die Projektion auf eine konvexe Menge 


Definition: Es sei R eine abgeschlossene konvexe Menge und € eine ab- 
geschlossene beschrinkte Menge?®). Es sei weiter J die Menge der Randpunkte w 
von & der folgenden Eigenschaft : 


1) Man findet die grundlegenden Eigenschaften der Kapazitat z. B. in Kapitel VII des 
Lehrbuches von Gotvusrn [2]. 
*) € braucht nicht zusammenhangend zu sein. 
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Wenn @ ein Halbstrahl ist, der von w aus ins AuBere von & geht und auf 
einer Stiitzgeraden von R in w senkrecht steht, so soll es ein z €S mit 
z € € geben. 
Dann heiBt die Menge 
F=(ENHvUP 
die Projektion von € auf &. 
Satz 1: Es sei € eine abgeschlossene beschriinkte Punktmenge und § die 
Projektion von € auf die abgeschlossene konvexe Menge R. Dann gilt 


cap§ < cap€. 


Beweis: 1. Es seien w und w* aus §, und z und z* Punkte aus €, die man 
laut Definition den Punkten w und w* zuordnen kann. Es soll nun 


(1) |w — w*| < |z—2*| 


bewiesen werden. Folgende drei Fille sind méglich : 

a) w¢ D, w*c DP: Dann ist z ¢ S, z* ¢S* fiir passende HalbstrahlenS und 
S*, die von w und w* ausgehen. Da R konvex ist, schneiden sich @ und G* 
nicht. Das Minimum des Abstandes von Punkten aus © und @* wird daher 
angenommen, wenn mindestens einer: der Punkte ein Endpunkt ist, etwa w*, 
d. h. es gilt 


(2) je—z*| 2 min |f—w*| (2 €G, 2*€S*). 
tEéS 
Es sei @: z= w + re'*, r=>0. Dann ist fiir z <S 


Re{e~‘=(z — w*)} = r + Re{e~**(w— w*)} = Re{e~‘*(w —w*)} 20 


und 
Im {e~**(z — w*)} = Im{e-‘*(w — w*)} , 
also 
(3) \z — w*|?= (Re {e-*#(z — w*})? + (Im{e-‘*(z — w*)})? 


= |w— w*/?. 
Zusammen mit (2) folgt daraus die Ungleichung (1). 
b) Etwa we DB, w*¢R: Es ist z*= w*. Daher ergibt sich (1) aus Un- 
gleichung (3). 
c) w ER, wte R: Wegen z = w und z* = w* ist (1) trivial. 


2. Nun wahle man w,, . . ., w,,€§ so, daB 
1...m 
If Ti \e,— we = oye” 
ute 
maximal wird. Wenn 2,,...,2,, zugeordnete Punkte aus € sind, so ergibt 


Ungleichung (1), daB 
1...m 
pae-s IT IT \z,—=,| = o—") 
or 
ist, wo a("-)) das Maximum des letzten Produktes in € ist. Hicraus folgt 
BS &» und also capF <= capE€. 
Math. Ann. 139 5 











66 CHRISTIAN POMMERENKE: 


Ein Anwendungsbeispiel von Satz 1 ist das folgende: Es sei cap€ = 1. 
Wenn man &: |z| = 1 + 6 wahlt (6 > 0) und dann 6 > 0 streben laBt, erkennt 
man, daB es mindestens einen Strahl z = re‘’, r > 1 gibt, der € nicht trifft. 
Weiter soll gezeigt werden 

Satz 2: Sei £ die Verbindungsstrecke der Punkte c, und c,, und seien € und 
Jordankurven, die c, und c, verbinden und sonst © nicht schneiden. Weiter sei € 
konvex*) und liege im abgeschlossenen Innern von 2.) &. Dann gilt 


cap€ < cap. 


Beweis: Die konvexe Kurve €\U¢ berandet eine konvexe Menge R. Die 
Projektion F von @ auf K liegt ganz auf ©. VT. Da F zusammenhingend ist 
und ¢, und ¢, enthalt, gilt € CF. Nach Satz 1 ist also 


cap€ < cap < cap2. 


§ 3. Die Lange von Kurven 


Bekanntlich ist der Umfang einer geschlossenen Kurve der Kapazitat 
Eins = 22 (man vergleiche [3, Bd. II, S. 21]). Wenn man dagegen eine nicht 
geschlossene Kurve betrachtet, so entspricht dem Umfang die doppelte Lange. 
Daher folgt aus dem eben genannten Ergebnis fiir die Lange nur A = z. Es soll 
nun A 2 4 bewiesen werden. Da eine Strecke der Lange 4 die Kapazitat 1 hat, 
14Bt sich diese Abschitzung nicht mehr verbessern. Wie man sich iibrigens 
sofort tiberlegt, gibt es keine endliche obere Schranke fiir A. 

Satz 3: Sei 2 eine beliebige rektifizierbare Kurve der Liinge A und sei cap 2= 1. 
Dann ist A = 4. 

Beweis: Zu m > 0 bestimme man w,, . . ., w,,€ 2 so, daB 


1...m 
IT IT \w,— w,| 
ute 
maximal wird, also = aj("~» ist. Die w, seien so geordnet, daB die ihnen ent- 
sprechenden Werte s, der Bogenlainge mit » wachsen. Man ordne dem Punkt 
w,€ 2 den Punkt s, aus dem Intervall § = [0, A] zu. Dann gilt |w,— w,| < 
S |s,—8,|, also 
1...m 1...m 
(4) IT IT \w,— w,| = IT IT \s,—s,| 
ute ute 
und daher «,,< ¢,, wo o,,"-) den Maximalwert der rechten Seite von (4) 
auf 3 bezeichnet. Da die Kapazitat einer Strecke gleich dem vierten Teil ihrer 
Lange ist, ergibt sich schlieBlich 


1 = cap? ‘<copG— A. 


§ 4. Der Umfang der konvexen Hiille 


Es sei € ein beliebiges Kontinuum der Kapazitaét 1. Die konvexe Hiille 
von € ist die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, in der € enthalten ist. 


3) Das soll heiBen, daB €\T eine geschlossene konvexe Kurve ist. 





bi 
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Da € beschrankt ist, hat die konvexe Hiille einen endlichen Umfang Ly. 
Hilfssatz 2 wird zeigen, daB man den Rand &, der konvexen Hiille von € auch 
als den Weg kiirzester Lange definieren kann, der € in seinem abgeschlossenen 
Innern enthailt. 

Hilfssatz 1: Sei 2 ein einfach geschlossener Weg und L seine Liinge. Sei 
weiter 2, der Rand der konvexen Hiille von 2 und L, die Liinge von 2,. Dann gilt 
L = Iy, und L = L, nur fiir 2 = Q. 

Beweis: Wenn 2 + &, ist, so setzt sich 2, zusammen aus Teilbégen von 2 
und aus abgeschlossenen Strecken (mindestens einer), die nicht zu 2 gehéren. 
Sei [c,, c,] eine solche Strecke. Dann hat der Bogen von &, der c, und c¢, ver- 
bindet, eine Lange >-|c,— c,|, woraus sofort L > L, folgt. 

Hilfssatz 2: Sei € ein Kontinuum und &, der Rand seiner konvexen Hiille, 
und L, die Liinge von 2,. Sei weiter S ein einfach geschlossener Weg, der € in 
seinem abgeschlossenen Innern enthilt. Dann gilt fiir seine Léinge S = Ly, und 
zwar ist S = L, nur fiirS = Q. 

Beweis: SeiS, der Rand der konvexen Hiille von S und S, die Lange von G,. 
Nach Hilfssatz 1 ist S,< S, und S = S, nur fiir S = Gy. Weiter enthalt S, dic 
konvexe Kurve 2, in seinem abgeschlossenen Innern. Nach einem bekannten 
Satz ist daher L,< S,, mit L,= S, nur fiir 25= Gy. Also gilt L,< S auBer fiir 
S = Gy= Y. 

Satz 4: Sei € ein Kontinuum der Kapazitét 1 und L, der Umfang der kon- 
vexen Hiille von €. Dann gilt 

L,=22, 
und L,= 22 nur, wenn € ein Kreis vom Radius | ist. 

Beweis: Sei R die konvexe Hiille von €. Es ist L,=> 22 cap R, und das 
Gleichheitszeichen steht nur, wenn & ein Kreis ist [3, Bd. II, 8S. 21]. Wegen 
R > € ist capK = cap€ = 1, woraus die Behauptung folgt. 

Es soll nun eine obere Abschatzung fiir L, gefunden werden. Im Falle des 
Dreisterns (Beispiel I, n = 3) ist L,= 3 V3 4's ew 8,2484 ~ 1,3128 - 22. Wenn 
man das Ergebnis von Satz 5 vorwegnimmt, hat man also 

8,248 < supL,< 9,173. 

Falls € konvex ist, so ist LZ, identisch mit dem Umfang L von €. Kirzlich 
bewiesen POLya und ScuirFer [5], daB dann L < 8 ist, mit L = 8 genau dann, 
wenn € eine Strecke der Lange 4 ist. 

Zuerst soll noch ein Hilfssatz bewiesen werden, der anschlieBend benutzt 
wird : 

Hilfssatz 3: Es sei € ein Kontinuum, cap€ = 1 und C(r) die Kurve der 
Linge L(r), auf die \z| = r (r >1) durch die Funktion f(z) = z + «~~ abgebildet 
wird, die |z| > 1 konform auf das AuBengebiet von € abbildet. Dann gilt 


L,s L(r)—22 (r—2 - +) , 


Beweis: a) Der Abstand zwischen € und €(r) ist = 6 = r—2+r-*. Wenn 
namlich c ¢€ € ist, so ist die Funktion 


v(t) = (KE) —eyt= f+ e+ 
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regular und schlicht in |¢|< 1. Daraus folgt [3, Bd. II, 8. 27] 


lp(2)| s = = an sy ’ 
also 
Ife) —e| 2 fe] -—2 4. 

b) Sei weiter 2, der Rand der konvexen Hiille von €. Um jeden Punkt 
von &, konstruiere man einen Kreis vom Radius 6. Der auBere Rand &, dieser 
Punktmenge ist konvex. Seine Lange ist L,+ 226. Wenn nimlich 2, zweimal 
stetig differenzierbar ist, so ist 2, die Parallelkurve im Abstand 6. Den all- 
gemeinen Fall sieht man leicht durch Approximation ein. 

c) Nun sei €,(r) der Rand der konvexen Hiille von €(r). Der Abstand 
von 2, und €,(r) ist >6. Denn da €,(r) konvex ist, wird das Minimum |a — c| 
des Abstandes fiir ein Punktepaar a ¢ €,(r) und c ¢ € (nicht nur c € &y!) an- 
genommen. Da €(r) im abgeschlossenen Innern von €,(r) liegt, ist nach dem 
ersten Teil des Beweises |a — c| = 6. Also gehért 2, dem abgeschlossenen Innern 
von €,(r) an. Da weiter nach Hilfssatz 1 die Lange von €,(r) nicht gréBer als 
L(r) ist, folgt aus Teil b) die Ungleichung 


[L,+ 226 < Lir). 
Satz 5: Sei € ein Kontinuum mit cap€ = 1 und sei L, der Umfang der kon- 
vexen Hiille von €. Dann gilt 
a ‘1 3 
L, <2a(5/10—-5//2 + 2)< 9,173 . 


a 
Beweis: Es sei wieder /(z) = z + 3) a,2z~" die Funktion, die |z| > 1 konform 
0 


auf das AuBengebiet von € abbildet. Dann ist 


eo 
f(z) =1— na,z-*-! 
I 


(52,20) - (zk . [ i" rama) 


17 
<3, / If’ (re®®)|? dé 


und 


fe =] 

; oO — = 
= 1+ ¥ n®\a,|*r-2*-2 , 

I 


2a(r-+ d' nja,|?- nen) y 





he A 


a or 
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Wenn man spéziell r = y2 wahlt, so ist nr-2"= n2-"< .- Da weiter nach 


dem Flachensatz ¥” n|a,|?< 1 gilt, folgt aus (5) 
I 


L(V2)<2a 2 + > = 2/10 
Aus Hilfssatz 3 ergibt sich dann schlieBlich 


Ls xV10 —2x(V2 —2+ 5/2) = 2a(5/10 —Fy2 +2). 


§ 5. Abschitzung der Breite nach oben 


Wenn € ein beliebiges Kontinuum ist, so bezeichnet man mit (minimaler) 
Breite von € die Breite des schmalsten Geraden-Streifens, der € enthalt. 
Satz 6: Es sei € ein Kontinuum der Kapazitit 1 und der Breite b. Dann ist 


b< 2,920. 


Beweis: Da die Breite der konvexen Hiille von € ebenfalls b ist, gilt mb< L, 
{1, S. 76]. Aus Satz 5 folgt dann die Behauptung. 

Dies ist eine Verbesserung der Abschitzung 6 < 3,27, die ich in einer 
friiheren Note bewiesen habe [6]. Im Falle des Fiinfsterns (Beispiel I, n = 5) 
ist b ~ 2,3870. Es gilt also 

2,386 < supb < 2,920. 


Wenn man weiter voraussetzt, daB das Kontinuum konvex ist, so kann man 
2,062 < supb < 2,333 
beweisen. Das Reuleaux-Dreieck der Kapazitat 1 (Beispiel III) hat namlich die 
Breite 4 V3 41/3 ~ 2,0621. Die obere Abschatzung ist enthalten in 
Satz 7: Sei R ein konvexes Kontinuum der Kapazitit 1 und der Breite 6. 
Dann gilt 
b<|/x 3'*< 2,333. 


Wenn & in bezug auf den Nullpunkt symmetrisch ist, so gilt b < 2, und b = 2 nur, 
wenn R der Einheitskreis Ry ist. 


Beweis: a) Fiir den Flacheninhalt einer konvexen Menge gilt A = b?///3 

[1, S. 76]. Wegen capR = 1 ist A < 2, also 
BSA y3< a3 ‘ 

b) Es sei R + Ry. Dann gibt es einen Randpunkt c von R mit |ec| < 1. 
Sonst wire namlich R, c R, und wegen R + R, wiirde gelten 1 = capR,< capR. 
Mit ¢ ist auch —c Randpunkt von &. Da & konvex ist, gibt es durch ¢ und —c 
Stiitzgeraden von R, welche der Zentralsymmetrie wegen parallel sind. Ihr 
Abstand ist < 2|c| << 2. Da R zwischen diesen Stiitzgeraden liegt, ist 6 < 2. 

Als letzter Spezialfall sollen die Kurven konstanter Breite behandelt 
werden (man findet ihre grundlegenden’ Eigenschaften in [1, 8. 127ff.}). Bei- 
spiele solcher Kurven sind der Kreis yn4 das Reuleaux-Dreieck. 
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Satz 8: Sei G eine Kurve konstanter Breite b und cap B = 1. Dann ist 





22 "s 
2<b< ( =r) < 2,112, 
mit b = 2 nur im Falle eines Kreises vom Radius 1. 


Beweis: Die Lange von © ist L = 2b. Wegen capS = 1 gilt L > 2a und 
sogar L > 22x, wenn & kein Kreis ist. Daraus folgt 6 = * 2a = 2 bzw. b >2. 
Andererseits ist der Flicheninhalt von % [1, 8. 132] 


Azy(a—Y3)0*. 


Aus capS% = 1 folgt wieder A < 2, also 6? < 2a(x—3)-?. 

Durch etwas genauere Abschaétzung von A nach oben laBt sich b < 2,106 
beweisen. 

SchlieBlich soll noch 6?+ d?< 16 fiir ein konvexes Kontinuum gezeigt 
werden. Etwas allgemeiner gilt 

Satz 9: Hs set € ein Kontinuum der Kapazitat 1, und es seien b und d Breite 
und Durchmesser von €. Wenn € eine Strecke S der Liinge d enthiilt*), so gilt 


+ d= 16. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle einer Strecke der Linge 4. 

Beweis: Die Breite des schmalsten Streifens, der € enthalt und parallel 
zu © ist, sei b,. Da 6 die Breite des schmalsten Streifens iiberhaupt ist, der € 
enthalt, gilt 6, => 6. Man symmetrisiere € bzgl. der Mittelsenkrechten von © 
(iiber die Symmetrisierung vergleiche man [4]*)). Dann geht € in ein Kontinu- 
um €* iiber, das S und eine Strecke £* enthilt, die auf der Mittelsenkrechten 
von © liegt und die Lange 6, hat. Man symmetrisiere nun €* bzgl. ©. Man 
erhalt dann ein Kontinuum €** mit Gc €** und £**c €**, wo I** eine 
Strecke der Lange b, ist, derart, daB S und £** sich gegenseitig halbieren. Es sei 


F —SUT**, so daB Fc E** gilt. Nach Beispiel II ist capG = > (6% + a2)". 
Daher ergibt sich [4, S. 6] 
1 = cap€ = cap€* = cap€** > capF = + (62 + a)", 
also b? + d?< b? + d*< 16. Die Gleichung 6? + d*= 16 kann nur erfiillt sein, 
wenn €** = § ist. Dann zeigt aber eine einfache geometrische Uberlegung, daB 
b = 0 oder b < b, ist, d. h. b?+ d?= 16 gilt nur fiir 6 = 0, also im Falle einer 
Strecke. 
§ 6. Abschitzung der Breite nach unten 

Im allgemeinen 148t sich keine positive untere Schranke fiir 6 angeben, 

da fiir eine Strecke b = 0 ist. Dagegen gilt 


‘) Das ist z. B. immer der Fall, wenn € konvex ist. 
5) Dabei ist zu beachten, daB dort ,,auBerer Radius“, 7, das genannt wird, was hier 
Kapazitat heift. 














Kapazitat ebener Kontinuen 71 


Satz 10: Es sei € ein n-fach zentralsymmetrisches Kontinuum®) der Kapazitét | 
und der Breite b. Dann ist 


2 
r(i+ 2 
ee i n gerade , 
* r(i+—) , 
n 
1 
1 r(1+<) 2 
b2--———7 1 ae’ n ungerade . 
r(i+s.-) 


Fiir das regelmafige n-Eck bzw. das 2n-Eck steht das Gleichheitszeichen. 

Beweis: a) Aus dem Vitalischen Auswahlsatz und dem Satz von Carathéo- 
dory tiber veranderliche Gebiete folgt, daB es in der Klasse der n-fach zentral- 
symmetrischen Kontinuen der Kapazitét 1 ein Kontinuum § mit minimaler 
Breite f gibt. Unter allen n-fach zentralsymmetrischen Kontinuen der Breite 8 
hat andererseits § maximale Kapazitaét. Da die Breite einer Menge gleich der 
Breite ihrer konvexen Hiille ist, muB  konvex sein. Daher existiert eine 
Sehne ©, mit der Lange f [1, S. 59], so daB die Senkrechten auf G, in den 
Endpunkten, £, und ff, Stiitzgeraden von F sind. Da F n-fach zentralsymme- 
trisch ist (man kann das Zentrum als den Nullpunkt annehmen), haben die 
Sehnen @,(vy = 1,..., ), die aus ©, durch die Transformation W = e****/" w 
hervorgehen, auch die Eigenschaft, daB die Senkrechten £, und £¥ auf ©, in 
den Endpunkten Stiitzgeraden von § sind. Es sei nun R der Durchschnitt der 
abgeschlossenen Streifen zwischen ¢, und f* (y =1,...,n). Dann hat R 
héchstens die Breite 6. Wegen F CK ist die Breite von R andererseits = f, 
also = f. Hieraus folgt wegen der Extremaleigenschaft von, daB capR = cap F 
ist. Daher sind die Rander von R und F identisch, und man kann also annehmen, 
daB R =F ist. 

b) Es hat sich gezeigt, daB G ein konvexes Polygon der Breite £ ist. Sei 
zuerst n gerade, etwa n = 2m. Dann ist die Stiitzgerade £,,,, parallel zur 
Stiitzgeraden £,, also [* = f,,,,,. Daher ist F ein Polygon mit n Seiten, das 
n-fach zentralsymmetrisch ist, also ein regelmaBiges n-Eck. Seine Breite ist 

p= r(1+Z)r(1+ >) ‘ete. 
Man entnimmt dies z. B. aus der Formel fiir die Kapazitat eines regelmaBigen 
n-Ecks [5, S. 273]. Im letzten Teil dieses Beweises wird der obige Ausdruck 
fiir 8 noch einmal unabhangig davon hergeleitet. 

c) Nun sei m ungerade, etwa n = 2m + 1, und es sei m = 3 (der Fall n = 1 
ist trivial). Dann ist § ein Polygon mit 2n Seiten (oder méglicherweige auch 
nur » Seiten). Da £, und £* jeweils parallel sind, erkennt man aus der n-fachen 
Zentralsymmetrie von § leicht, daB alle AuBenwinkel von § gleich sind. Da der 
Abstand aller Parallelenpaare gleich ist, bilden [,, £,, ©$, Cf einen Rhombus. 


*) Das heiBt, wenn das Zentrum etwa 0 ist, geht € bei der Transformation W = e**"w 
in sich tiber 
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Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte von £, und ¢, bzw. von ff und Tf 
geht durch den Nullpunkt. Sie steht weiter auf £* senkrecht. Denn man sieht 
leicht, daB &* die Seiten £, und &, unter gleichen Winkeln schneidet. Da 
Entsprechendes fiir jede Seite gilt, folgt, daB die Mittelsenkrechten auf jeder 
Seite von F durch den Nullpunkt gehen. 

d) Man betrachte nun die Funktion w = f(z), die |z| > 1 konform auf das 
AuBengebiet von § abbildet. Der eben genannten Symmetrieeigenschaft 
wegen kann man annehmen, daB die Ecken von & die Bilder der Punkte 
e2tivingia ynd e2*'/ne-te sind (y=1,...,”). Daher liefert die Schwarz- 
Christoffelsche Formel 


.. a ni~ +ia "In ni’. —ia “ln 
fey<e+yf Wa—cre’ n* ) Gece " ) Jac. 

1 v=1 
Wegen cap =1 gilt f(z) =z+---, f(z) = 1+ -+-, also y = 1. Daher erhilt 
man 

f(z) =e+ f (1 — C-*eima)'In(] — C-ne-inay'in de 
i 
Weiter ist 
(6) B= |f(1)—f(—1)] - 
Es ergibt sich 
+1 


(7) 10)—d¢-—1)-—2= f [(1 — 2-*efeey'= (1 — 2-"e- tne) ])] dz. 


Der Integrand ist regular in |z| >1, stetig in |z] >1. Man wende den 
Cauchyschen Integralsatz auf die Kurve an, die sich aus den vier Stiicken 
z=e? (OSO0a 2), z=2 (lS2zcR), z= Re? (OSPSx) und z=2 
(—R Ss x S—1) zusammensetzt. Da wegen n = 3 der Integrand im Unend- 
lichen von mindestens dritter Ordnung verschwindet, liefert der Grenz- 
tibergang R — co die Gleichung ; 

+1 co —1 

iy it pitti J. 

—1 1 — oo 
Indem man im letzten Integral x durch — x ersetzt und beachtet, daB n un- 
gerade ist, erhalt man aus (7) 


(8) 2—(f(1)—f(—1)) 
= f [((l—22-* cosna + 2-2") + (1 + 22-" cosna + 2-2")'/"— 2) dz. 
- i 

Fir —a S s Sa ist nun die Funktion (a + s)'" konkav, so daB gilt 


(a + 8)" + (a—s)'"*< 2a’. 
Aus (8) folgt daher 
(9) 2— (0) —f(—1) 82 f ((l + 2-**)"*— 1] dz 
ma 


2 2—-=r(1 +3) F(1 + i et 
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wobei die letzte Gleichheitsbehauptung anschlieBend bewiesen werden soll. 
Aus (9) folgt /(1)— f(—1) >0, d. h. wegen (6) gilt 6 = f(1) —f(—1). Daher 
liefert (9) die Behauptung des Satzes fiir ungerade n. 

e) SchlieBlich soll noch die Formel fiir die Breite £ eines regelmaBigen 
2n-Ecks der Kapazitét 1 abgeleitet werden. In diesem Falle ist « = —. 
Daher ergibt sich aus dem vorhergehenden Teil des Beweises 


p= 2—2/ [( + a-*n)'e_ l] dz. 
i 


Die Substitution t = 2-2" liefert 


1 
2 : . 
(LO) $= 3—-7- | {(1 + #)'/*— 1] t-1-"/2d¢ . 
é 
Nun gilt fir Rew >0 
1 oo 
7 Qyend (w-? Lr (w)? 
| wea t= | ae t= ey 
0 0 


Daraus ergibt sich durch analytische Fortsetzung fiir Rew > 1 


lL. 
I (w)* 2 
2 / {ql + t)-2"— 1] t*-‘dt = T (2) = oe e 
0 

Wenn man hierin w = — - setzt, erhalt man nach (10) 

( 1 l 
PVs oa ae r(i+5) ji 
p=2—-,; — = — 2 = 7 Ree 6 = 
2n r(- i n r+ y Sts 

n 2n , 


als die Breite eines regelmaBigen 2n-Ecks der Kapazitat 1. 


§ 7. Beispiele 
1. Der n-Stern: Die Funktion 
w= (274+ 24 27") a css 
ist regular und schlicht in |z| >1 und bildet |z| > 1 konform auf die Kom- 
plementarmenge von ,, ab, wo ,, aus n Strecken der Lange 4" besteht, die 
unter den Winkeln 22 vy (v=1,...,”) von 0 ausgehen. Daher haben die 


,n-Sterne F,, die Kapazitét 1. Fir die ersten n sind die Werte des Durch- 
messers d, der Breite b und des Umfangs L, der konvexen Hiille von §, an- 
gegeben: 


n 2 3 a» 5 6 7 8 

d 4 2,7495 2,8284 2,5099 2,5198 2,3769 2,3784 
b 0 2,3811 2,0000 2,3870 2,1823 2,3173 2,1974 
L 8 8,2484 8,0000 17,7559 7,5595 7,4047 7,2814 
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II. Es sei —2 < « S 2. Dann bildet 


w= (2+ a4+2-%) = 2+4--- 


|z| > 1 konform ab auf die Ebene, die lings —_ 

[—/2+4,/2+aJu[-iV2—a,i/2—«] (4] 
aufgeschlitzt ist. Man sieht hieraus leicht, da8 fiir ein Kontinuum %, das aus Ye: 
zwei Strecken der Lange /, und /, besteht, die sich senkrecht schneiden und sich [6] 
gegenseitig halbieren, gilt Ms 


eapg = V+ a. 

III. Das Reuleaux-Dreieck der Breite 6 besteht aus drei Kreisbégen des 
Radius 6 und der Winkeléffnung = , die von den Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks der Seitenlinge 5 aus geschlagen werden. Es soll nun gezeigt werden, 
daB das Reuleaux-Dreieck N der Breite b = 3 ya's ~~ 2,0621 die Kapa- 


zitat 1 hat, d.h. daB es eine Funktion /(z) = z+ a,+--- gibt, die |z| >1 
konform auf das AuBengebiet von ® abbildet. Es wird sich ergeben, da8 die 
Abbildungsfunktion algebraisch ist. Diese ist fiir ein Kreisbogendreieck der 
Quotient hypergeometrischer Funktionen. Im Falle des Reuleaux-Dreiecks 
sind ,,zufallig‘ alle Lésungen der hypergeometrischen Differentialgleichung 
algebraisch (Tetraederfall). 


. 4 , , 
Zuerst soll das Gebiet |z| >1, an <argz<- 2 auf ein Drittel des 


AuBengebietes von ® abgebildet werden, naimlich auf 
lw 4"| > sas — < argw< ta x 


Das geschieht durch Hintereinander-Ausfiihrung der folgenden Abbildungen: 


As wag +e) +a, 
cs 
2 w=1—>--—5,)l—4z 


(Umkehrung von = =—w+2— =) ; 
3. w = 3-16" (—28 4 2— 2-8)" , 
4. Umkehrung von 





7 4, 

ee ered Be ( Di gut 2 
= a ° =—e s eee 
aa r 


Die hieraus zusammengesetzte Funktion f(z) hat in co die Entwicklung 
3 - 16 (2—2 + 9+ 482-34 +++)“ = 3-16 (9+ 48)"*z=24+-+-. 


Die Anwendung des Spiegelungsprinzips zeigt, daB |z| > 1 durch w = f(z) auf 
das gesamte AuBengebiet von R abgebildet wird. 
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Allgemeine Konvergenzbegriffe in topologischen 
Vereinen und Verbanden 


Von 


GUNTER MULLER in Kéln 


E. J. McSuane hat in einer Arbeit ({13], S. 162) durch Zugrundelegung 
eines Filters einen allgemeinen Konvergenzbegriff eingefiihrt. Es gibt viele 
Arbeiten (vgl. [1] bis [6], [8] bis [17], [19] bis [24]), die sich mit ahnlichen 
Zielsetzungen wie [13] beschaftigen; der gréBte Teil der in diesen Arbeiten 
entwickelten Konvergenzbegriffe ist jedoch in dem Konvergenzbegriff von 
McSuHane enthalten; nicht in diesem Konvergenzbegriff enthalten ist ein 
allgemeiner Begriff (Adharenz) von G. NOBELING (vgl. [17], 8. 127). In neuester 
Zeit wurde in einer kurzen Arbeit von S. ABran [1] noch ein filterfreier Kon- 
vergenzbegriff eingefiihrt. 

Alle diese Begriffe umfassen jedoch nicht den Begriff der Tangente an eine 
Kurve. In einer Arbeit von K. Dérce und K. Wacner (vgl. [8], S. 5) wurde 
ein allgemeiner (topologischer) Grenzwertbegriff (infinitesimaler Kern) ent- 
wickelt, der die simtlichen Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung umfaBt. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun zwei filterfreie Konvergenzbegriffe 
aufgestellt, die die Konvergenzbegriffe von G. Néprtine, E. J. McSuane, 
S. ABIAN und den von K. Dérez und K. Wacner stammenden Begriff des 
infinitesimalen Kernes gleichzeitig umschlieBen. Zwar fallen diese beiden 
Begriffe in allen klassischen Fallen in einen Begriff zusammen; als Folge der 
hier zugrunde liegenden groBen Allgemeinheit kann aber gezeigt werden 
[vgl. Beispiel (B5)}, daB die beiden Begriffe tatsichlich verschieden sind. 


§ 1. Allgemeine Sitze 


Wir schlieBen uns im folgenden der Terminologie von [18] an. 

B sei ein topologischer Verein mit Nullsoma 0; © sei eine Teilmenge von B, 
genannt die Sektormenge von D (jedes S ¢ G heiBt ein Sektor in G); (B,, B,) 
sei ein geordnetes Paar von Teilmengen von B mit B, C By. 

Definition 1: Wir nennen die durch 


AER S&S (VSEBONESASS) 
A€G, = (VSEBNSGSAS 8S) 


definierten Teilmengen 9, bzw. G, von GB die Menge der Hiufungs- bzw. Grenz- 
somen erster Art (von D bzgl. S und (B,, B,)). 

Offenbar gilt G, ¢ 9. 

Nun sei B speziell Boole- Verband. 
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Definition 2: Wir nennen die durch 
AEH, > (VSEG:AnS> O03 SER,) 
A€G, = (VSEG:AnS>03 8B) 
definierten Teilmengen $, bzw. G, von DB die Menge der Héiufungs- bzw. Grenz- 
somen zweiter Art (von B bzgl. S und (B,, B,)). 
Offenbar gilt G,C Hp. 
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB sich die $, und G, auch folgender- 
maBen charakterisieren lassen : 
(1) B set Boole- Verband. 
A Eg, & (VSEG:AncS> 0= S¢«B—QM,) 
A€G, = (VSESG:Anc8S>05 8S¢B—M,) 
A€éG6, = (VS€(B—B)nGsA<cB). 


Offenbar sind die $, und G, topologisch invariante Ideale, d. h. sie haben 

folgende drei Eigenschaften: 

1. Sie enthalten mit jedem A auch jedes A’< A; 

2. Sie enthalten mit A,, + ¢ §, auch V A; (so vorhanden); 

3. Sie enthalten mit jedem A auch A. 

Speziell enthalten sie immer 0. Dies beriicksichtigend, definieren wir: 

Definition 3: Gilt G,= H, und enthélt G, mindestens ein nicht verschwin- 
dendes Soma, so nennen wir G,, die Menge der Konvergenzsomen x-ter Art (von B 
bzgl. G und (B,,B_)) und. sagen, (B,, By) ist (in DB bzgl. SG) im x-ten Sinne 
konvergent (x = 1, 2). 

Existiert das Soma H, = Max 9, bzw. G,= MaxG, in BU, so nennen wir es 
das Haupthiufungssoma bzw. Hauptgrenzsoma x-ter Art (von D bzgl. G und 
(%,, B,)); nach obigem ist H, bzw. G, abgeschlossen und H, ¢ 9, bzw. G_¢ G,. 
Im Falle der Konvergenz nennen wir G,(>0) das Hauptkonvergenzsoma x-ter 
Art (von B bzgl. S und (B,, B,)). 

H,, und G, lassen sich sehr einfach charakterisieren : 

(2) Genau dann existiert H,= Max $,, wenn / 8, fiir alle 8,<B, AS 
existiert, und dann gilt H,= \ S,; 

genau dann existiert G,= MaxG,, wenn /\ 8, fiir alle S,,¢ B,\S existiert, 
und dann gilt G,= A 8,. 

Genau dann existiert H,= Max 9,, wenn \c8, fiir alle 8,<G mit 8,42, 
existiert, und dann gilt H,= \cS,; p 

genau dann existiert G,= MaxG,, wenn \c8,, fiir alle S,,€S mt S,,¢B, 
existiert, und dann gilt G,= A cS. 

Beweis: Wir fassen die vier Beweise in einen zusammen; dabei schreiben 
wir F fiir H, bzw. G,, F fir 9, bzw. G,, G fiir das jeweils zugehdrige G,, und 
gehen im Falle 1 auf die Definition, im Falle 2 auf (1) zuriick. 

a) Es existiere F. Wegen F €& gilt dann F < (8 bzw. c8) fiir jedes 
8S € (BAGS bew. (GV —B) NS). Und gilt A < (5 bzw. cB) fiir jedes S ¢ (WBNS 
bzw. (OW —B) 6), so ist A €F, also A < F. Folglich gilt F = /. 
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b) Es existiere \. Fiir A ¢§ gilt A < (5 bzw. cS) fiir jedes S ¢ (WBNS 
bzw. (U6 —B) 6), also A < A. Und wegen A < (S bzw. c8) fiir jedes 
S € (BAS bzw. (VW —B) NS) gilt A ¢GF. Folglich gilt \ = Max F. 

Wir untersuchen nun, ob eine gewisse Umkehr bei den Definitionsbedin- 
gungen der Haufungsmengen méglich ist : 

(3a) DB set ein Boole-Verband; B, enthalte mit je endlich vielen S,<G auch 
A S, und mit jedem B auch jedes B’ => B; es existiere das Haupthiiufungssoma H,, 
und cH, sei vollkompakt. 

Dann gilt: Jedes T « D mit H, <= T liegt in B,. 

Beweis: Nach (2) gilt H,= AS,, S8,€B,AG, also eT =cT< cH, 
= VeS,<cH,. Daraus folgt erstens, daB auch cZ' vollkompakt ist, und 
zweitens, daB {cS,} eine offene Uberdeckung von c7' ist. Daher gibt es endlich 


viele 8,€S, 6, v=1,...,”, mit P< Ve8, also T2TzAsz As, 


Nach Voraussetzung gilt \ S, ¢%,, also 7’ € %,. 


(3b) D set ein Boole-Verband; G —B, enthalte mit je endlich vielen S, «S 
auch \V S,; B, enthalte mit jedem B auch jedes B’= B; es existiere das Haupt- 
hiiufungssoma H,, und cH, sei aa Ps 

Dann gilt: Fiir jedes T = gilt H,n T> 0. 

Beweis: Es mége H, a T = 0 fir T €B, gelten. Nach (2) ist H,= Ac8,, 
S,€ (B — By) NGS, des T ted VS,<cH,. Daraus folgt erstens, da 
antl T vollkompakt ist, und sweltaina, daB {S,} eine offene Uberdeckung 
von T' ist. Daher gibt es endlich viele S,¢ (G —B,) NG, v= 1,.. 


-,» %, mit 
TeTs v SS v S,. Nach Voraussetzung gilt daher V S,¢B, und V S,¢B,, 
Witemginth. 


Wir kénnen (3a) und (3b) so variieren, daB die vorhin angekiindigte Um- 
kehrung dabei besser zum Ausdruck kommt; die Beweise bleiben dabei fast 
unverandert : 


(3¢e) B sei ein Boole-Verband; B,\GS sei ein Filter in G; es existiere das 
Haupthiiufungssoma H,, und cH, sei vollkompakt. 

Dann gilt: 1) Jedes S €S mit H, = S liegt inB,; 2) Jedes S €S mit H, ¢ 8 
liegt nicht in B,. 

(3d) DB sei ein Boole-Verband ; (GB —B,) VS sei ein Ideal in G; es existiere 
das Haupthiiufungssoma H,, und cH, sei vollkompakt. 

Dann gilt: 1) Jedes S€G mit H,rn S> O liegt in B,; 2) Jedes S&S mit 
H, a § = 0 liegt nicht in B,. 

Im folgenden miissen wir von dem System der Sektoren gewisse den 
Trennungsaxiomen analoge Eigenschaften verlangen. Um die Eindeutigkeit 
des ,,Grenzwertes“ zu erzwingen, definieren wir (in Anlehnung an die Tren- 
nungsaxiome in [18], S. 82): 

Wir sagen, eine Teilmenge &% des Boole-Verbandes 3B erfiillt das Axiom P, 
wenn gilt: Sind P,+ P, Atome, so gibt es ein A ¢% mit P,< A, AnP,=0. 
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(4a) DB sei ein atomarer Boole-Verband; © erfiille Axiom P; es existiere ein 
S€B, AG, so daB § vollkompakt ist; es gebe einen eigentlichen Filter F§ in B 
(© sei das zugehérige Gitter) mit F \S = B, NS, GNS =B_ NGS. 

Dann gilt: Gibt es ein A > 0 aus G,, 80 ist (B,, B,) im ersten Sinne konvergent, 
und A = G,= MaxG, ist ein Atom. 

Beweis: a) A sei kein Atom. Nach Voraussetzung gibt es ein vollkompaktes 
8, 8€B, AG, also auch S¢€B,S und daher mit A < S. Ist P< S ein 
beliebiges Atom, so gibt es jedenfalls ein Atom P’< A mit P’ + P; also gibt 
es nach Axiom P ein Sp¢@ mit P < Sp und Sp P’= 0. Die Menge all dieser 


n 
Sp ist eine offene Uberdeckung von 8, also gilt S < V Sp, fir endlich viele Sp,. 


Wir behaupten: Mindestens ein Sp_¢ %,. Andernfalls waren alle Sp, ¢B., also 
auch ¢@. Somit gibt es C,¢F, y= 1,...,n, mit Sp. aC,=0, v=1,...:,n. 


n 
Fir C= AC, gilt CEG und Ca Sp,=0, v=1,...,n. Also gilt erstens 


CaS>0 (CEG, S€G), und zweitens Can SSCaVSp,= V(Ca Sp,) = 0, 
Widerspruch. Also gilt Sp, <@%,, aber nach obigem A < Sp,, Widerspruch. 

b) A ist also ein Atom. Es sei B> 0, B€ $,, B + A. Dann gilt Av BE 9,, 
also wiederum A v B < § fir ein vollkompaktes S, S ¢ B, \G. Aus den Vor- 
aussetzungen folgt wiederum: Es gibt ein S,¢@ mit A < S, und 8S, a P’=0 
fir ein Atom P’s B; es gibt ein Sp¢ S mit P S Sp und Spa A = 0 fiir jedes 


n 
Atom P< § mit P + A. Daher gilt S< S,v V Sp, fiir endlich viele Sp,. 
1 


Wir behaupten: Entweder ist ein Soma S, der rechten Seite aus B,; dann 
Widerspruch wegen A v B < 8,. Oder es sind zwei Somen S, + S, der rechten 
Seite aus G,; dann miiBte A < S,, A < 8,, also S,= S4= S, gelten, Wider- 
spruch. Also: Wir bezeichnen die Somen der rechten Seite mit S,, 
w=l1,...,n+ 1. Es seien 8,¢B,, »=1,...,n, also S,¢G. Somit gibt es 
C.¢G, v=1,...,”, mit 8,aC,=0, v=1,...,n. Fir C= Sa, gilt 
n+l n+1 
C ¢G und Ca S8,=0, v=1,...,n. WegnCsSs v S, gilt C=Ca V S,, 
n+1 

= V (CaS8,) = CaS8,4,, alsoC S S,,, und daher S, ,,€F VS CB. 

Wir sagen, eine Teilmenge 2 des Boole-Verbandes DB erfiillt das Axiom W,, 
wenn gilt: Ist W,>0,W,>0, W,~W,=9, so gibt es A,, A,€A mit 
W, 0 A,> 0, Wz A,> 0, Ayn Ag= 0. 

(4b) © sei ein Boole-Verband; © erfiille Axiom W,; wenn S,, 8S, €G und 
S, a S,= 0, so gelte S,¢B, oder 8, ¢ By. 

Dann gilt: Gibt es ein A> 0 aus Gy, 80 ist (G,,B,) im zweiten Sinne kon- 
vergent, und A = G,= MaxG, ist ein Atom. 

Beweis: a) A sei kein Atom. Dann gibt es W,, W, mit 0< W, <A, 
0< W, < Aund W, a W,= 0 (z. B. ein W, mit 0 < W, < AundW,=cW,A), 
also gibt es nach Axiom W,: S,, S,¢@ mit W, » S,> 0, W, 0 8,> 0, 8,0 8,=90. 
Da mit A auch W,, W,¢G, sind, gilt nach Def. 2 also S,, S,¢@,, wegen 
S, a S,= 0 und G, ¢ B, Widerspruch zur Voraussetzung. 
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b) A ist also ein Atom. Es sei B> 0, B © 9,, B + A. Dann gibt es ein W 
mit 0< W<= Bund Aa W = 0 (z. B. W = cA a B), also gibt es nach Axiom 
W, : S,, 8,€S mit A a 8,> 0, Wa S8,> 0, 8, 8,= 0. Da mit Bauch W ¢ 9, 
ist, gilt nach Def. 2 also S,<%,, S,¢ Bz, Widerspruch zur Voraussetzung. 

(5a) D sei ein vollkompakter »-Verein (mit Nullsoma) ; B,-\ © sei Teil- 
menge eines eigentlichen Rasters R, B,/\G nicht leere Teilmenge des zu R ge- 
hérigen Gitters. 

Dann gilt: Ist H,= Max 9, ein Atom, so ist (G,,B,) konvergent im ersten 
Sinne. 

Beweis: Wir schreiben P = H,. Ist S¢€B, ©, so ist die Menge aller 
Sak, mit R,<R ein eigentlicher Raster; daher gibt es (wegen der Voll- 
kompaktheit von B) ein A mit 0 < A < SaR,, R,¢ &. Also gilt A<Sxa 8, <8, 
fir jedes 8,¢S,6, d.h. A € §, und somit A < P, also A = P. Daher 
P< Sj R,< 8, und das schlieBlich fiir jedes S ¢B, 1G, also P € G,, d. h. die 
Behauptung. 

(5b) DB set ein vollkompakter Boole- Verband ; G —B, enthalte mit je endlich 
vielen S,<@ auch V S,; By enthalte mit jedem B auch jedes B'= B; fiir jedes 
S €@ gelte S «DB, oder cS € By. 

Dann gilt: Ist H,= Max 9, ein Atom, so ist (B,,B,) konvergent im zweiten 
Sinne. 

Beweis: Es sei H,~S> 0, SEG. Ware cS¢B,, so folgte aus (3b): 
H,acS> 0, also da H, ein Atom ist, H,< cS, H,~ 8 = 0, Widerspruch. 
Also gilt cS ¢B, und somit S ¢B,, d. h. H,¢ G,. 

Zum SchluB geben wir Bedingungen an, unter denen die beiden betrachteten 
Faille zusammenfallen : 

Wir sagen, eine Teilmenge A des Boole-Verbandes B erfillt das Axiom W,, 
wenn gilt: Ist W> 0, G offen, Wa G> 0, so gibt es ein ACA mit A <= G, 
WrA>O. 

(6a) D sei ein Boole-Verband; cG (d.h. die Menge aller cS mit S«G) 
erfiille Axiom W,; wenn S,, S,¢G und 8, v S,= E, so gelte 8,<B, oder 8, € By. 

Dann gilt $,° Hz und G, ¢ Gg. 

(6b) GB set ein Boole-Verband; © erfiille Axiom W,; wenn S,, 8S,€G und 
S, 0 S,= 0, so gelte S,¢B, oder S,¢ By. 

Dann gilt 2° H, und G,¢ G,. 

Beweis: Wir schreiben €,= 9,, €,= G,, F,= He, F.= Go. 

a) Es sei ACE, dh. BnSc{SES mit As 8} und es sei 
T « {8S €S mit A a § > 0}, also An T > 0. Nach Axiom W, gibt es daher ein 
cS€eG mit cS<T und AacS>O, also SvT=E und A< 8, SEG. 
Daher kann nicht S ¢%, sein, also gilt nach Voraussetzung T' ¢ BSNS. 
Folglich gilt A ¢G,. 

b) Es sei A €§,, d-h. S.NG2I{SES mit AnS>O} und TEB_NG. 
Ware AancT > 0, so gabe es nach Axiom W, ein S¢@ mit SsSc7 und 
An§> 0, also S €B_, und Sa T = 0, Widerspruch. Daher gilt A ,cT = 0, 
dh AsT:A€G,. 
Zusammenfassend folgt : 
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(6) G sei ein Boole-Verband; G und ¢G mégen Axiom W, erfiillen; fiir 
S,, 8,€ S gelte {S, ¢B, oder S,¢ By, wenn S, , S,= 0} und {8,€ B, oder 8,€ By, 
wenn S,v S,= EB} 

Dann gilt H,= H, und G, = G,. 


§ 2. Spezialisierung 


Um die allgemeinen Satze anwenden zu kénnen, muB man auf irgendeinem 
Wege die Mengen G, und %, von bestimmten gegebenen Objekten aus in U 
erzeugen. Damit die Darlegungen hier nicht zu weitschweifig werden, iiber- 
springen wir eine Spezialisierungsstufe (auf der sich bei weiterer Spezialisierung 
der Adharenzbegriff aus [17] bzw. [18] gewinnen lieBe) und begeben uns 
sofort in topologische Raume: 

@ sei fortan ein topologischer Raum, in dem die Sektorenmenge © ge- 
geben sei (O ist also die Menge aller Teilmengen einer Menge Z, dem Trager 
(Einssoma) von 0; Nullsoma ist die leere Menge L; das Komplement der 
Menge A €% schreiben wir weiter cA). (a,);cq sei eine gefilterte Element- 
familie [d. h. (a,) ist ein auf die Menge 3 bezogener Komplex von Dingen a,; 
in 3 ist ein eigentlicher Filter F gegeben; © sei das zu F gehdrige Gitter in 5]. 
Damit ist definiert, was schlieBlich alle bzw. konfinal viele a, heiBen soll 
(schlieBlich alle a;= alle a; aus mindestens einem F ¢{; konfinal viele 
a,= alle a, aus mindestens einem G ¢ G = mindestens ein a, aus jedem F €§). 
Wir stellen eine Verbindung zwischen (a;) und B her: ¢ sei eine mehrdeutige 
Abbildung der Menge {a,} nach £ (d. h. jedem a €¢ {a,} ist mindestens ein p € E 
zugeordnet). Gilt dabei {a;} 3 a.*+p ¢ EZ, so schreiben wir p(a) (=p); gibt es 
ein p(a) € A €B, so schreiben wir A(a) (=A); gilt A(a,) fir konfinal viele 
bzw. schlieBlich alle a;, so schreiben wir A (kv a;) bzw. A (sa a,). GB, sei die Menge 
aller A(saa,)€G; B, sei die Menge aller A(kva,)¢D. Wegen BCS, 
induziert somit (a,) iber y in D die Begriffe aus § 1, die wir nun auf (a,) statt 
auf (B,,%,) beziehen; die Elemente von 9, und G, nennen wir jetzt auch 
Haufungs- und Grenzmengen bzw. im Falle der Konvergenz Konvergenz- 
mengen von (a,), und deren Elemente hinwiederum Haufungs-, Grenz-, und 
Konvergenzpunkte von (a,) (bzgl. F,S, ¢). 

Unter den vielen Anwendungsméglichkeiten greifen wir, véllig unsyste- 
matisch, einige als Beispiele heraus: 

(B1) & sei ein topologischer Raum (mit dem Trager £) (speziell die Menge 
aller Teilmengen der reellen oder komplexen Zahlen mit der tiblichen Topologi- 
sierung) ; S sei die Menge aller offenen Mengen aus B. 

a) F:a,,a,,... sei eine Punktfolge in G; schlieBlich alle a, bedeute: 
Mindestens alle a, mit n = N fiir eine natiirliche Zahl N. Wir setzen p(a,) fir 
p¢E,a,¢F, wenn p=a,. Dann kénnen wir unsere Begriffe anwenden: 
H, ist die Menge der Haufungspunkte, G, die Menge der Grenzwerte der Folge. 

b) {(x) sei eine Funktion, definiert iiber einer Zahlenmenge M, deren 
Funktionswerte in Z liegen; M enthalte eine punktierte Umgebung einer 
Zahl x,; schlieBlich alle {(x) bedeute: Mindestens alle /(x) fir z aus einer 
6 


Math. Ann. 139 
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punktierten Umgebung von z,. Wir erhalten z. B.: G, ist die Menge der Grenz- 
werte der Funktion. 

Man kann auch volle oder einseitige Umgebungen betrachten oder die 
Begriffe lim/(x) usw. fassen. 


=z—> oo 

c) Es sei M ¢ E;§™ (m eine Kardinalzahl mit x,< m < |M]) sei die Menge 
aller Teilmengen F von M, fiir die |M — F| < m gilt. Wir erhalten (p(a) gleich- 
bedeutend mit p = a) z. B., wenn DB etwa ein Hausdorffscher Raum ist: H, ist 
fir m= x, die Menge aller Haufungspunkte, fiir m=. die Menge aller 
Kondensationspunkte von M. 

(B2) € und © seien zwei Hausdorffsche Raume; p sei ein Punkt von &, 
S’ die Menge aller offenen Mengen aus €’; schlieBlich alle Punkte von € 
bedeute: Mindestens alle Punkte von € aus einer Umgebung von p; @ sei eine 
eindeutige Abbildung von € in ©’. Dann bedeutet z. B. G,> L, daB @ bei p 
stetig ist. 

(B3) (siehe hierzu [7}) 

a) P sei ein Punkt der Cartesischen Ebene; G@ sei die Menge aller nicht 
vertikalen Geraden durch P. Setzen wir g, < 92(9;, g.¢ @), wenn die Steigung 
von g, kleiner ist als die von g,, so ist G eine geordnete Menge; jedes offene 
Intervall aus G nennen wir einen Sektor; © sei die Menge all dieser Sektoren. 
Betrachten wir © als ein Umgebungssystem in der Potenzmenge J (@), so wird 
diese zu einem Hausdorffschen (sogar volistandig normalen) Raum. € sei eine 
schlichte Kurve durch P, definiert mindestens iiber einer Umgebung des 
FuB8punktes von P. SchlieBlich alle Punkte von € bedeute: Mindestens alle 
Punkte von € aus einem offenen Vertikalstreifen um P. Wir setzen g(p) fiir 
g € G, p€ ©, wenn p ¢g. Dann ergibt sich: Es ist g ¢ G, genau dann, wenn g 
Tangente an € in P ist. 

Das Beispiel laBt sich vielfach variieren; z.B. kann man alle Geraden in G 
aufnehmen, die durch P gehen (auch jetzt kann man noch topologisieren), 
fiir € eine beliebige Punktmenge (mit P als Haufungspunkt) nehmen und 
unter ,,schlieBlich alle‘‘ alle Punkte von € verstehen, die auf einer Kreis- 
scheibe um P liegen usw. usw. Auch kann man in den Raum gehen. 

b) Q sei die Menge aller Polynome n-ten Grades (n > 0) der Cartesischen 
Ebene; 2, sei eine reelle Zahl. Wir nennen ein S C Q einen Sektor, wenn gilt: 


n—1 n—1 
Es gibt zwei Polynome )’ a,(x— 2)”+ 6,(x— 2%)" und 3’ a,(x— 2)’ + 
r=0 v=0 
n—1 


+ ¢,(x— 2)", so daB S aus genau allen Polynomen >’ a, (x — 29)” + d,,(x— 29)" 


v=0 

mit b, <d, <c, besteht; G sei die Menge all dieser Sektoren. B(Q) wird, 
mit © als Umgebungssystem, zum Hausdorffschen Raum. € sei eine schlichte 
Kurve mindestens tiber einer Umgebung von z,; schlieBlich alle p ¢ € = min- 
destens alle p ¢ € tiber einer Umgebung von z,. Wir setzen q(p) fiir ¢ € Q, 
p € ©, wenn p ¢q. Dann gilt: Es ist g ¢ G, genau dann, wenn g n-tes Schmieg- 
polynom an € bei z, ist (siehe [7], Seite 153). Fiir x = 1 ergibt sich ein etwas 
allgemeinerer Fall als unter a). 
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c) Bedeutet ahnlich wie unter b) Q die Menge aller Kreise durch einen 
Punkt P, so laBt sich bei geeigneter Wahl der Sektoren und des ,,schlieBlich 
alle‘ der Begriff des Kriimmungskreises fassen. 

(B4) © sei die Cartesische Gerade, @ die Menge aller offenen Intervalle 
aus €'. f(x), (a,b) sei eine tiber dem abgeschlossenen Intervall <a, b) be- 
schrankte Funktion. Die Menge aller Zerlegungen von (a, 6) und damit auch 
die Menge aller Zwischensummen (oder auch Unter- oder Obersummen) & ist 
gerichtet; damit ist der Begriff ,,schlieBlich alle“‘ in Y definiert. Wir setzen 
p(2(8)) ote p< @, 2(8) « Z, wenn p = L(8). Dann ist 5 ¢ G, genau dann, 


wenn 3 = { f(x) dz. 


a 

Ahnlich lassen sich mehrdimensionale, Kurven- und komplexe Integrale 
behandeln. 

Die Anwendung der Satze aus § 1 etwa auf die angegebenen Beispiele ist 
deshalb nicht ganz leicht, weil die Voraussetzungen dieser Satze auf G, und GB, 
(und G) bezogen sind, GB, und B, jetzt jedoch erst mittelbar durch p und § 
gebildet werden. Wir wollen daher aus Voraussetzungen iiber m und § (und G) 
noch einige Eigenschaften von (G,,&G,) (und ©) ableiten; dabei liegen die 
Grundgegebenheiten dieses Paragraphen vor (U topologischer Raum usw.). 

© ist in allen Beispielen eine offene Basis, speziell in (B1), (B2) sogar die 
Menge aller offenen Mengen von S (man kann aber natiirlich auch Beispiele 
bilden, in denen das anders ist); in diesen Fallen gilt 

(7) S enthalte eine offene Basis von B. 

Dann erfiillt G Axiom W,; und ist D separiert, so erfiillt G Axiom P und W,. 

Beweis: W, folgt direkt aus den Eigenschaften einer offenen Basis. D sei 
separiert. Sind p+q Punkte von %, so gibt es daher zwei offene Mengen 
S,T ¢S mit p¢ 8,q¢ Tund SAT =L, also ST = L. Fir S ¢@ gilt also 
{p} © S und Sn {q} = L. W, folgt direkt aus dem Trennungsaxiom 7). 

(8) © enthalte alle offenen, oder alle abgeschlossenen Mengen von B. Ist dann 
DG regulir, so erfiillen S und cS Axiom W,. 

Beweis: © enthalte alle offenen, 2 alle abgeschlossenen Mengen von %. 
Dann erfillt © nach (7) Axiom W,; ist G offen und WGDL, so gibt es 
wegen der Regularitaét von G ein offenes H mit W\H>L und H ¢ G; dann 
ist H ¢ 2; und es gilt wegen H=H< (BH): W r\ (A) 2 WOHDL; & erfillt 
also Axiom W,. Da ¢c© alle abgeschlossenen und ¢2 alle offenen Mengen 
enthalt, gilt der Satz. 

(6) 14Bt sich also (mit Hilfe von (9) und (10)) ayf (B1) anwenden; das ist 
nicht mehr méglich, wenn wir in (B1) (Spezialfall der Zahlengeraden) fiir S 
nur offene Intervalle zulassen: 

(B5) (Verschiedenheit von 9, und 9, bzw. G, und G,) 

a) F:0,1,0,1,... sei eine Folge reeller Zahlen; wir behandeln sie wie 
in (B1)a), setzen aber: 

a) © sei die Menge aller offenen Intervalle der Zahlengeraden. Dann ergibt 
sich H,= (0, 1), H,= {0, I}, also $,c 9, [siehe (6a): cS erfiillt nicht Axiom 

“4 
6* 
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B) S bestehe genau aus allen Vereinigungsmengen je endlich vieler offener 
Intervalle der Lange 2. Dann ergibt sich H, = {0, 1}, H,= <0, 1), also $,C 9, 
{siehe (6b): © erfillt nicht Axiom W,]. 

b) F:0, ; , : “y =, ... Sei eine Folge reeller Zahlen; wir bilden 
jedes Glied a, von F auf die Zahlen +a, und —a,, ab; damit ist eine mehr- 
deutige Abbildung » von F in die Menge aller reellen Zahlen hergestellt. G sei 
die Menge aller offenen Zahlenmengen. Dann ergibt sich G,= L (= H,; F ist 
jedoch nicht konvergent im ersten Sinne), G,= {—1, + 1} (= H,; F ist kon- 
vergent im zweiten Sinne), also ©, + G, [siehe (6b): Fir 8,7 S,= L kann 
S,¢€%, und S,¢ QB, gelten]. 

Ohne zusatzliche Voraussetzung zu den Gegebenheiten dieses Paragraphen 
gilt: 

(9) GB, und B, enthalten mit jedem B auch jedes B’ 2 B (B' € DB); es gilt 
A, €B, oder A, € By, wenn A, A,= E; DB —Q, ist ein Ideal. 

Beweis: a) Der erste Teil ist klar. 

b) Es sei A, A= E und A,¢%,; ist H die Menge aller i ¢ 3 mit A,(a,), 
so gilt also H ¢ G; also gibt es ein F ¢F mit FH = L. Fir i ¢ F gilt somit 
nicht A,(a,), also A,(a,;), d. h. A, ¢B,. 

c) Es seien C,, C,< GU —®,. Sind H,, H, bzw. H die Menge aller i € 5 mit 
C,(a,), C,(a,) bzw. (C,UC,) (a,), so gilt offenbar H ¢ H, H,. Nun sind 
H,, H,¢@G wegen C,,C,¢B,. Also gibt es F,,F,¢F mit A, OF,=L, 
H,F,= L; dann ist F = Fy \F,¢G, und es gilt HAF C(H,UH,)AF 
= (A, OF,)U(A,OF,)=L, also H¢G, und folglich C,UC,<B—,. 
Zusammen mit a) gilt somit: GU — QB, ist ein Ideal. 

Aber die anderen fiir die G, erhobenen Forderungen gelten nicht so ohne 
weiteres, jedoch in einem wichtigen Falle, der in (B1), (B2), (B3)a), (B4) 
vorliegt : 

(10) @ sei eine eindeutige Abbildung von {a,};-5 in E. Dann ist B, ein 
eigentlicher Filter und B, das zugehérige Gitter. 

Beweis: Wir bezeichnen das Bild von a ¢ {a;};¢5 mit ya. 

a) Es seien A,, A,¢%,. Also gibt es F,, F,¢F, so daB fiir jedes i¢ F, 
bzw. 7 €F, gilt ma,€ A, bzw. pa,¢ A,; fiir jedes i¢ Fy OF,<§ gilt dann 
pa,€ Ay Ag, also A, \A,* B,. Zusammen mit (9) gilt somit: GB, ist ein 
eigentlicher Filter. 

b) Es sei B€D,. Ist A «By, so gibt es ein F €F und ein G ¢G, so daB 
fiir jedes i ¢ F bzw. j € G gilt ma,¢ A bzw. pa,¢ B. Wegen F \G>DL gibt es 
ein i¢ FAG mit pa;¢ ANB. Also ist BO ADL fiir jedes A ¢%,. Es sei 
C ¢B,. Ist H die Menge aller i « 3 mit pa,¢ C, so gilt also H ¢ G. Also gibt es 
ein F <§ mit FH = L. Ist A €B, die Menge aller ga, mit i ¢ F, so gilt 
COA = L. Zasammen folgt: B, ist das zu BG, gehdrige Gitter. 

In diesem Falle gilt dann natiirlich etwa: G, © ist Teilmenge eines 
eigentlichen Rasters (5a), oder: Es gibt einen eigentlichen Filter § (namlich B,) 
mit F VS = B, NG (4a) u. a. 
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Allerdings fassen wir mit (10) nicht das interessante Beispiel (B3)b), da 
darin ein Punkt auf mehreren Polynomen liegen kann. In diesem Falle muB 
man die Voraussetzungen der Satze direkt priifen (z. B. folgt die Voraussetzung 
in (3a), daBD, mit je endlich vielen 8, S auch / S, enthalten muB, bzgl.(B3) b) 
direkt aus [7], Seite 151, Hfs.1); das ist jedoch z. B. fiir die Voraussetzung 
von (4a), die einen Filter § mit F¥ \S = B, VS fordert, schwierig. Deshalb 
beweisen wir noch: 

(11) Es gebe eine Teilmenge & von D, fiir die gilt: G CF; F enthalte mit T,, T, 
auch T,.\T, und T,— T,; wenn T,, T, & und T,\T,= L, 80 gilt T,¢B, 
oder T,¢ By; es existiere ein T « B, OE. 

Dann gilt: Es gibt in B einen eigentlichen Filter § (G sei das zugehdrige 
Gitter) mit ¥ \S = B, AS, GNS = B_ NGS. 

Beweis: a) Wir zeigen allgemein: B sei ein distributiver Verband mit Null- 
element 0; § sei ein eigentlicher Filter in U3, G das zugehérige Gitter. Gilt dann 


n 
FeG und Fs VA,, so sind mindestens ein A, {¥ oder mindestens zwei 
A,, A, < & (v + uw). Denn es sei A,€@, w=1,...,n—1. Dann gibt es F,¢F 
a— 
mit A, AF,= 0. Fir A=Fa A F,, gilt Ae Fund Aa A,= 9, =1,..., n—l. 
1 


n n n 
Wegen A= F< VA, gilt A= Aa VA,= V(AAA,) = AAA,, also AS A 
d.h. A,€§. 

b) Wir kehren zu den iiblichen Bezeichnungen zuriick, schreiben aber zur 
Unterscheidung fiir Filter und Gitter in 3 jetzt F; und G5. 

a) Es seien A, BES, ¢; es gilt A = (A — B)U (AB). Wegen A ¢ 8, 
gibt es ein F < Fz mit A (a,) fiir alle i. F; ist i « F, so gibt es also ein g(a,) « A, 
also g © A— B oder g¢ AY B: Sind H, bzw. H, die Menge aller i <3 mit 
(A — B) (a,) baw. (A 1 B) (a,), so gilt F © H, U Ay. Es ist H, ¢ G3; denn sonst 
ist A— BeBy, und nach Voraussetzung A— Bf, also A— Bc BF, 
also wegen B7\(A — B) = Lund B¢ B, VF Widerspruch zur Voraussetzung. 
Also gilt nach a) H,< G3, d. hh. Ar B+ B,, und nach Voraussetzung A BS, 
d.h. AN Be B,AT:B, NF ist ein eigentlicher Raster (natiitlich ist kein A 
leer). 

8) § sei der durch B, \& erzeugte (eigentliche) Filter, G das zu F gehdrige 
Gitter. Ist A ¢§ “¢, so gibt es also ein T © B, OT mit T © A. und daher gilt 
nach (9) auch A «3, : GAT = 3B, NF, dh. auch F NS = BOGS. 

y) Es sei T ¢B, AF und A « F. Dann gibt es cin Be B, OT mit Bc A, 
also gilt nach Voraussetzung TV AQITOBDL, dh. es ist TG: 
BAT CGNE. 

6) Es sei BEGNET und T: Bot: es gilt T -(T— BU (TNB). 
Wegen 7 « B, gibt es cin F «G3 mit T(a,) fir alle i < F; ist t« F, so gibt es 
also ein g(a,) < T, alsog « T— Boderqg TB: Sind H, bzw. H, die Menge 
aller ¢ mit (7’— B) (a,) bzw. (T -vB) (a,), so gilt F © H, WU H,. Es ist A, 4 Fs: 
denn sonst wire T—B 2,, und nach Voraussetzung TB. TF, also 
T—B°BalcF, also wegen Bi\(T— B)~ L Widerspruch zu Be. 


n? 
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Also gilt nach a) H,¢ Gg, d.h. TB € Bq, und daher nach (9) auch B ¢ B,: 
GnTCBN-F. 

e) Aus y) und 6) folgt G NT = BNF, d. h. auch G NI = B, NS. 

Wahlt man in (B3)b), anschaulich gesprochen, fiir € die Menge aller 
offenen, halboffenen und abgeschlossenen Sektoren und die Vereinigungen 
je endlich vieler von diesen nebst der leeren Menge, so erfiillt £ die Vor- 
aussetzungen von (11); man kann also den Satz (4a), aber auch etwa (5a), auf 
(B3)b) anwenden. 
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Zum kubischen Fall der Mahlerschen Vermutung 
Von 


Bopo VoLKMANN in Mainz 


1. Bei der Mahlerschen Klasseneinteilung wird bekanntlich') die Ap- 
proximierbarkeit einer transzendenten Zahl durch Polynome n-ten Grades 
mit Hilfe einer GréBe #,,(&) beschrieben, die man folgendermaBen definieren 
kann: #,,(&) ist die obere Grenze der Menge der positiv-reellen Zahlen o, fiir 
die es Folgen p,(x), p,(x),.. .. von Polynomen n-ten Grades mit 


1 : 
(1) Ips(E)| < Tp me (i= 1,2,...) 


gibt, und = 0, falls keine solchen o existieren. Dabei ist | p,|| die Héhe von p, (2), 
also das Maximum der Betriige der (als ganzrational vorausgesetzten) Koeffi- 
zienten. Die Mahlersche Vermutung nimmt in dieser Schreibweise folgende 
Form an: 

a) Fiir fast alle reellen & gilt 


(2) 8,,(€) = 1 (n= 1,2,...). 
b) Fiir fast alle komplexen € gilt 
1 1 
(3) 0,,(€) = 2 ~ On (nm » oe 2 


Da (2) und (3) fiir » = 1 trivial und fiir » = 2 von J. F. Kustryvs [3] 
bzw. von F. Kascu [1] bewiesen worden sind, ist n = 3 der kleinste Wert, fiir 
den das Problem noch ungelést ist. Als die bisher beste Vorstufe von (2) und (3) 
fiir beliebiges n =>3 wurde von F. Kascu und dem Verfasser [2] ein Satz 
bewiesen, der fiir fast alle reellen bzw. fiir fast alle komplexen & zu der Aus- 

4 1 5 
sage 1 < #,(&) - 3 bzw. 3 = 0;(&) s | fiihrt. 

Im folgenden soll die letztere Schranke auf ; verbessert werden*). Es gilt 
also der 

Satz. Fiir fast alle komplexen Zahlen & ist 

Yee 1 
(4) g 29 (8)S5- 

Beweis”). Der linke Teil von (4) ist nach TH. ScHNErpDER [4], 8. 69 fiir alle 

transzendenten Zahlen & erfiillt, so daB nur der rechte bewiesen zu werden 


1) Siehe z. B. Tu. Scunerper [4], III. Kap., oder Kascu-VoLKMANN [2]. Die Aqui- 
valenz der hier angefiihrten Definition von @,(&) mit der dortigen ist leicht nachzuweisen. 

2) Die folgende Uberlegung stellt eine Spezialisierung und gleichzeitige Verscharfung 
der Hilfssitze 2 bis 4 aus [2] dar. 

*) Zusatz bei der Korrektur: In einer demnachst erscheinenden Arbeit des Verfassers 


wird dies weiter auf ; verscharft. 
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braucht. Ferner geniigt es, als Losungen von (1) nur Polynome ohne mehrfache 
Nullstellen zu betrachten, da jedes kubische Polynom mit reellen Koeffizienten 
und einer nichtreellen Nullstelle diese Eigenschaft hat. 


Es seien nun og => > und x> 0 reelle Zahlen, ferner S,(c) und S;(¢, x) die 


Mengen der nichtreellen Zahlen € mit #,(€£)>o bzw. mit #,(€)>o und 
|Imé|> yz. Dann k6énnen fiir eine gegebene transzendente Zahl & < S,(¢, x), 
wenn eine hinreichend groBe Héhe |p| 2H, gefordert wird, nur solche 
Polynome 


(5) p(x) = ag2*+ a,z*+ a,e+a3, a+0, 


Lésungen der Ungleichung (1) (mit n = 3) sein, bei denen eine Nullstelle, 
etwa a,, der Bedingung 


(6) |Im «| > 3 
geniigt. (Denn nach [2], Hilfssatz 4 ist der Abstand zwischen & und der nachst- 
gelegenen Nullstelle, da p(#) keine mehrfachen Nullstellen hat, 

|& — a | = C, |p| |p(é)| < C,\\p\*-*° (C,> 0, fest) , 


und daher ist (6) erfiillt, sobald |p]?°—!> wird.) Also ist eine zweite Null- 


stelle, etwa «,, zu «, konjugiert-komplex und die dritte Nullstelle, «,, not- 
wendig reell, so daB 


(7) | — ay] = |aty— a%5| > 4 
gilt. Die Menge der Polynome (5) mit (6) und (7) werde mit B bezcichnet. Dann 
ist fiir jedes Polynom p(x) < %, das (1) fiir ein gewisses — mit |Imé| > y erfiillt, 
lol % < |@o] - |x — a] S |@o| (|e — &| + |E — ag|) < 2|aq| |F — a,| . 
d. h. 
ldo] x [EF — | < 2|ag| | — x,| - |F — a] < 
: 2 
< = lag + [f — al + |B - egl - JE — 29] = = [peed 
also nach (1) 
2 2 
IF — a | < Sajay lP(E)l < Sear pipe - 
Somit wird fiir jedes natiirliche Hy die Menge S,(c, z) von der Gesamtheit 
aller Kreise iiberdeckt, die von den Zahlen & mit 
| en ¢ 4 I 
| — a | 7 \ao| ||p\*? ’ P(x) D, |plj|A,, 


gebildet werden. Folglich gilt fiir das ebene Lebesguesche MaB yu die Un- 
gleichung 


4a 1 


H,—-oH=-H, % 


H(S;(0,z))< lm » —, y ad 7 


oo 
P(2)ECP ! 
‘p H 





ae tot OO fit Oe Ot 1 ieee oe Oe 





Zur Mahlerschen Vermutung 89 


Zerlegt man die in Klammern stehende Summe in vier Teilsummen mit der 
Nebenbedingung |a,| = H, wobei i = 0 bzw. 1, 2 oder 3 ist, so erkennt man 
leicht, daB jede von ihnen unterhalb 


m?2(2H +1)? pe 62° H? 
_ gxee = to 





liegt. Daher wird 
5 4 
H(S,(0, 2) <2 lim SHB, 
xX HoH =H, 
so daB fiir alle ¢> + offenbar u(S,(c, 7)) = 0 folgt. Damit ist fiir diese o 
wegen 


S;(c) =U Ss (o, s ) 


m 


auch “(S;(¢)) = 0, und daraus ergibt sich im Hinblick auf die Gleichung 


a 7+ hie 
83(5)=,Y,Ss(o + 7) 


unmittelbar der zu beweisende rechte Teil von (4). 

2. Wie in [2] ausgefiihrt ist, besteht, wenn D(p) die Diskriminante des 
Polynoms p(x) bezeichnet, ein Zusammenhang zwischen dem asymptotischen 
Verhalten der Summen 


1 . , . l 
R,(f@)= JS ——— ovsoie K,(H)= - 
, \ipi| =H \\D(p)| , iia | (P) 
D(p) +90 Dip) +0 
Gradp =n Gradp =n 


einerseits und der Mahlerschen Vermutung andererseits. Da nur grobe obere 
Schranken fiir diese Summen bekannt sind, hat das Institut fiir Angewandte 
Mathematik der Univ. Mainz einige 

Werte von R,(H) und K,(H)miteiner Tabelle 
Digital-Rechenmaschine vom Typ H | R,(H) E,(H) 

Z 22 berechnet. Der Verfasser dankt 
fiir die Programmierung und tech- 1 22,277314 11,4525235 
nische Durchfiihrung insbesondere 2 | —_67,108038 16,4582375 
Herrn M. Pavut. Es ergaben sich ; oy oe el 
folgende Werte (siehe Tabelle): "sas y 











5 | 224,18213 22,878185 

Die Rechenzeit stieg mit der 6 | 279,11686 26,265073 
dritten Potenz von H an und betrug : aia aa 
fir H = 13 etwa 37 Stunden. 9 | 424.9767] 21703233 
Diese Ergebnisse legen die Ver- 10 | 480,97190 | 22,364051 
mutungen Ll | 528,84455 21,801788 
12 | 569,54401 20,665639 


(8) R,(H)<C,H (H=1,2,...) 13 638,86560 29,628707 
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und 
(9) K,(H) < C, (7 = Il, 2,...) 


(mit festen Konstanten C,> 0,C,> 0) nahe. Aus (8) wiirde nach der Methode 
von [2] die Aussage (2) (mit » = 3) folgen, wahrend man im Komplexen mit 
Hilfe von (9) nach demselben Verfahren nur die oben auf anderem Wege be- 
wiesene Aussage (4) erhalten wiirde. 
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Congruences on Brandt Semigroups 
By 
G. B. Preston in Shrivenham, England 


It was pointed out by A. H. Ciirrorp [1] that a Brandt groupoid [2] 
becomes a semigroup when a zero element is adjoined and when products not 
defined in the groupoid are put equal to zero in the semigroup. CLiFForD then 
characterized (2, Theorem 8.1] the semigroups which so determine Brandt 
groupoids as completely simple semigroups with zero in which the defining 
matrix (see RexEs [3]) is a square ‘identity’ matrix. We will call such semi- 
groups Brandt semigroups. Let I be an arbitrary set. Define a partial product 
in B = IxI thus: (#,j) (j, &) = (i, &), other products not being defined. Then 
B is a Brandt groupoid and Clifford’s result implies that any Brandt groupoid 
is isomorphic to the direct product G x B for some group G and for some set J. 
In the sense of Brandt the cardinal of G is the order and the cardinal of J 
is the rank of the groupoid G x B. Let B, be the Brandt semigroup obtained 
from B by the adjunction of a zero*) and let (Gx B), denote the Brandt 
semigroup similarly determined by G x B. (Note that G x B, is not isomorphic 
to (@ x B), unless G contains only one element.) Then we will call G the basic 
group and B, the structure semigroup of (G x B)». 

It was observed by V. V. VaGNER [4] that Brandt semigroups are inverse 
semigroups (or ‘generalised groups’, i. e. semigroups S in which the idempotents 
commute and in which, for each a in S, a¢ aSa: see W. D. Munn and R. 
PENROSE [5]). VAGNER also states that an inverse semigroup in which the 
product of any two distinct idempotents is zero is a Brandt semigroup. This is 
false, for such a semigroup may fail to be (completely) simple: for example 
consider the semigroup consisting of a zero 0 and two further idempotents e, / 
such that ef = fe = 0. It is however true that a completely simple inverse 
semigroup is a Brandt semigroup and this is stated in Theorem | below. 

We use this characterization to determine all congruences on a Brandt 
semigroup and show that, apart from the universal congruence, they are in 
(1,1)-correspondence with the normal subgroups of its basic group. Moreover 
if g is any congruence on the Brandt semigroup S and 9 is not the universal 
congruence then S/o is a Brandt semigroup and the structure semigroups 
of S and Sj/y are isomorphic. 


1) The adjunction of a zero to such groupoids was commented on by Branpr [2, 
p. 360). 
Math. Ann. 139 7 
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1. Homomorphisms of Brandt semigroups 


We obtain the characterization of Brandt semigroups already asserted. 
We first recall that any completely simple semigroup with zero is isomorphic 
to a matrix semigroup M = M (G@; J, A; P) defined as follows. G is a group, 
JI, A are sets and P is a single-valued mapping (the defining matrix) (A,i) > p,, 
of A x1 into G,, where G, denotes the group with zero obtained by adjunction 
of a zero to G. M then consists of the set {(g; i, 2): g « G, i € IT, A € A} {0} on 
which a product is defined by making 0 a zero for M and by defining other 
products thus: 

(gPijh; i, w), ifm, eG, 


(g: 4. A) (h3 7, pw) > 1‘ if py; = 0. 


(Denoting the zero of @, and M by the same symbol 0 leads to no confusion.) 
The defining matrix P further has to be regular, i. e. for each A ¢ A (and each 
i € I) there exists a p,, + 0. The norizero idempotents of IM are easily seen to be 
the elements (pz}; ¢, 2) where p,;¢ G@; and it is easy to verify that two distinct 
idempotents ¢ and f commute if and only ef = 0 = fe. For these results see 
REEs [3]. ® 

Now let M be a completely simple inverse semigroup with zero. Since the 
idempotents of M@ commute it follows that the product of any two distinct 
idempotents is zero. Further suppose that p,;+0 and p,;+ so that 
e = (pj/; i, A) and f =- (pz};7, A) are idempotents. Then the product ef ~ e. 
Since ef = fe we must have f = e and hence i — j. Similarly if p,, + 0 and 
P,i + 0, then A= w. Thus there is a (1,1)-correspondence between A and / 
obtained by mapping A ¢ A onto that element of J for which p,; + 0. We may 
clearly replace the elements of A by their images under this mapping so that 
now IM becomes a matrix semigroup M (G@; 7,7; Q) in which the defining 
matrix Q is now a square diagonal matrix with non-zero diagonal entries. 
It is now clear from Rees’ isomorphism theorem [3, Theorem 2.91] and from 
the theorem of Clifford cited above that M is a Brandt semigroup. 

Conversely, that a Brandt semigroup is a completely simple inverse semi- 
group with zero follows from the results of CLirForD and VaGNek already 
cited. Hence we have proved?) 

Theorem 1. A semigroup is a Brandt semigroup if and only if it is a com- 
pletely simple inverse semigroup with zero. 

Any semigroup can be mapped homomorphically onto a semigroup con- 
sisting of a single idempotent. A homomorphic image (and the homomorphism 
in question) will be said to be proper if it does not consist merely of a single 
idempotent. 

We can now show that a proper homomorphic image of a Brandt semigroup 
is itself a Brandt semigroup. We show this in two lemmas. 

Lemma 1. The homomorphic image of an inverse semigroup is an inverse 
semigroup. 





2) Added in proof: also proved by W. D. Munn, Lemma 4.2, Proc. Cambridge Phil. 
Soc. 53, 5—12 (1957). 
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This is part of Theorem 1 of the author’s paper [6]. 

Lemma 2. A proper homomorphic image of a completely simple semigroup 
with zero is itself a completely simple semigroup with zero. 

Proof. Consider a proper homomorphism ¢ mapping the completely simple 
semigroup with zero M@ = M (G; 1, A; P) onto the semigroup S. It is clear 
that the image of the zero of M is a zero for S. By assumption S contains non- 
zero elements. Let e be any non-zero idempotent of S. We will show that e 
is the image of an idempotent in M. 

Denote by H,, the subset {(g; i, 4): g € G} of M. If p,, + 0, then we easily 
see that H,, forms a subgroup of I (in fact isomorphic to G) and, conse- 
quently, the image of H,, under ¢ is a subgroup of S. If p,,= 0, then H,,H,,=0 
and hence, if & ¢ H,,, then (&¢) (§¢) = ()¢ = 04, the zero of S. Thus it 
follows that any inverse image of the non-zero idempotent e must lie in one 
of the sets H,, which are groups. The image of any such H,, is then a group 
containing e and hence the idempotent of H,, must be mapped by ¢ onto e. 

It now follows that each non-zero idempotent of S is primitive (e? = e + 0 
is called primitive if ef = fe = f for an idempotent / implies f = e or f = 0: 
Rees [3]). For let e and f be non-zero idempotents in S such that ef = fe = f. 
Let (pz}; i, A)d = e; (pp}; 7, uw) db = f. Then since (pj}; t, A) (pz}; 7, wu) € Ay, we 
also have that (p;}; i, u)¢d = f. Hence 


pi 


(pats tm) (pais 4 2) b = (waist, mw) d (pals 4, 2b = fe =f. 
But (p;}; i, 4) (pz); i, A) ¢ H,, and so its image under ¢ belongs to the group 
with idempotent e. Hence / = e. This proves that e is primitive in S. 
That S is simple with zero is immediate; and this proves the lemma. 
Corollary. A proper homomorphic image of a Brandt semigroup is itself a 
Brandt semigroup. 


2. Congruences on a Brandt semigroup 


The author has shown [6] that any congruence g on an inverse semigroup 
is determined by the set of inverse images of the idempotents of S/o under the 
canonical mapping of S onto S/o. Let N= {N,:a€ J} be the set of these 
inverse images corresponding to the congruence g on S. N will be called the 
kernel of 0. Each N, is an inverse sub-semigroup of S. Let EZ, be the set of 
idempotents of V,. Then € = {E,: « € J} is a disjoint cover of the set £ of 
idempotents of S. Further € must satisfy the condition that for any a ¢ S 
and any « € J there exists 6 € J such that aH,a~' ¢ Ey. 

Now suppose that S is a Brandt semigroup. If for some « ¢ J there exist 
two distinct idempotents e, f in Z,, then since ef = 0 and Z, is a subsemigroup 
of S (in fact of N,), therefore 0 ¢ Z,. Hence, since the set € forms a disjoint 
cover of EZ, at most one of the sets Z, contains more than one idempotent. 

Denote by EZ, the element of € which contains the zero and suppose further 
that f + 0 and f/ ¢ E,. Let e be an element of Z not in Z,. Then there exists 
a in S such that aa-!= e and a-'a = / (this is effectively one of Brandt’s 
axioms). Let 8 ¢J be such that aH,a~! ¢ Hy. Then, since a~'a = f € E,, it 
7* 
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follows that a(a~'a)a~'= (aa~')?= e? = e € Ey. But also, since 0 < Ey, we have 
0¢aE,a-' so that 0¢ E,. Hence E,= E, and e¢ Ey. Consequently, we 
conclude that if any element of € contains more than one element then € = {£}. 
It then follows that in this case the congruence @ must be the universal 
congruence on S. For if a is any element of S then a-'ag0 and so 
a = a(a~'a) 9 a0 = 0. Hence we have proved the following lemma. 

Lemma 3. Let 0 be a congruence on the Brandt semigroup S. Then either 0 is 
the universal congruence, i.e. any two elements of S are o-equivalent or no two 
distinct idempotents of S are o-equivalent. 

A congruence on a Brandt semigroup will be said to be proper if it is not 
the universal congruence. 

Let o be a proper congruence on the Brandt semigroup S and let N be its 
kernel. In view of Lemma 3, N = {N,:e € E} where N, is the element of X% 
containing e. Each N, is a normal subgroup of the maximal subgroup H, of S 
containing e (H,= H,, for some i, A: see also [6]). We now show that N is 
determined uniquely by any one of its elements N,. 

Let e. { be non-zero elements of E. Let a be such that aa~!= e and a~!a=/. 
Then, since afa~!= a(a-'a)a-!= (aa~')?= e? = e, it follows thataN,a-! CN, 
(condition (4) of [6], p. 400). Similarly we have that a~'N,aC N,. Hence it 
follows that aN,a-'= N, (and a~-'N,a = N,). 

Thus, since we know that N determines the congruence 9 ({6], Theorem 1) 
and that H, is isomorphic to the basic group of the Brandt semigroup S we 
have proved, taking into account Lemma 3, 

Theorem 2. There is a (1,1)-correspondence between the proper congruences 
on a Brandt semigroup and the normal subgroups of its basic group. Moreover if 0 
is a proper congruence on a Brandt semigroup S then S and S/o have isomorphic 
structure semigroups. 
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Untersuchungen iiber das Spurproblem von holomorphen 
Funktionen auf analytischen Mengen 


Von 


Water Tum in Bonn 


Einleitung 


Als Spurproblem fiir holomorphe Funktionen auf analytischen Mengen 
wird die folgende Aufgabe bezeichnet: Es sei M eine analytische Menge in 
einer komplexen Mannigfaltigkeit R. Die Funktion / sei holomorph auf M. 
Gesucht wird eine in R holomorphe Funktion, deren Spur (d. h. Beschrinkung) 
auf M mit f iibereinstimmt. Wenn M nicht besondere Eigenschaften besitzt, 
ist diese Aufgabe nicht fiir alle auf M holomorphen Funktionen / lésbar. Das 
Problem liegt darin, Bedingungen fir f anzugeben, welche die Spureigenschaft 
zur Folge haben. 

In der vorliegenden Arbeit wird diese allgemeine Aufgabe zunachst in ein 
lokales Problem fiir Umgebungen der Punkte von M abgewandelt. Danach 
wird angenommen, daB f die Spureigenschaft schon in allen Punkten einer 
(offenen) Teilmenge M’ von M besitze und gefragt, ob es méglich ist, sie auf 
eine Menge M’’ mit M’c M"’ Cc M fortzusetzen. Insbesondere wird das folgende 
Fortsetzungsproblem behandelt: Welche Eigenschaften miissen M’ und M”’ 
haben, damit jede auf M holomorphe Funktion, die holomorphe Spurfunktion 
in allen Punkten von M’ ist, dieselbe Eigenschaft auch in M” besitzt ? 

Es erscheint zweckmaBig, das Fortsetzungsproblem zunichst lokal zu 
behandeln; es bezieht sich dann auf analytische Mengenkeime und holomorphe 
Funktionskeime in einem Punkte © des n-dimensionalen komplexen Raumes 
€,,. Ein erstes Ergebnis tiber dieses lokale Fortsetzungsproblem stammt von 
K. OKa (vgl. [6], S. 261): 

Ist Mc, ein rein n— 1-dimensionaler analytischer Mengenkeim im 
Punkte © und ist A © M ein analytischer Mengenkeim in © von der Dimension 

n-— 3, so ist jeder holomorphe Funktionskeim, der eine holomorphe Spur- 
funktion in M’— M — A ist, eine holomorphe Spurfunktion auf ganz M.*) 

FaBt man analytische Mengenkeime des Punktes © im ©, ins Auge, deren 
Dimension < » — | ist, so treten véllig neue Verhiltnisse auf. Im § 5 wird fiir 
jede Dimension d > 2 und jede ganze Zahl 9 mit 0 < 0 < d— 2 ein Beispiel 
eines d-dimensionalen analytischen Mengenkeimes M¢ des Punktes © im G,, 
(n hinreichend groB) angegeben, auf dem ein holomorpher Funktionskeim 
existiert, der in allen Punkten von M¢ mit Ausnahme der Punkte eines 


1) Unabhingig von Oxa bewies Rotustern [Math. Ann. 124, 304 (1952)] einen 
scharferen Satz, der bei rein n — 1-dimensionalem M eine Aussage iiber das allgemeinere 
Problem der Fortsetzung der Spureigenschaft von einer bestimmten Teilmenge M’ C M auf 
eine umfassendere Teilmenge M’’ C M enthalt. 
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o-dimensionalen analytischen Mengenkeimes A? eine holomorphe Spurfunk. ion 
ist und auBerdem diese Eigenschaft in keinem Punkte von A¢ hat. Es kommt 
also bei beliebigem d => 1 vor, daB ein holomorpher Funktionskeim auf einem 
d-dimensionalen analytischen Mengenkeim von © iiberall eine holomorphe 
Spurfunktion ist mit Ausnahme nur des einzigen Punktes O. 

Zur Untersuchung des Fortsetzungsproblems wird eine Methode benutzt, 
die von der Methode von Oxa (vgl. loc. cit.) véllig verschieden ist. Die Grund- 
lagen dieser Methode sind in der Arbeit [11] des Verfassers entwickelt worden. 
Ihr Kern liegt darin, eine kohirente Garbe I von holomorphen Vektoren 
lokal in der Umgebung eines Punktes © oder global z. B. in einem analytischen 
Polyeder B zu betrachten und nach dem Modul M [A] derjenigen holomorphen 
Vektoren zu fragen, die in allen Punkten einer Umgebung von © bzw. von % 
zu M gehdren, mit Ausnahme der Punkte eines Mengenkeims A von © bzw. 
einer Menge A in B. Mit M, werde der Modul derjenigen in O bzw. in D holo- 
morphen Vektoren ¢ bezeichnet, fiir die ein g-dimensionaler fast diinner Men- 
genkeim A? von © bzw. eine o-dimensionale fast diinne Menge A¢ inD existiert, 
so daB ¢ € Mf Ae] ist. In [11] wird fiir das lokale Problem die Existenz eines 
,adjungierten Ideals 9. Stufe a,‘ im Ring der in © holomorphen Funktions- 
keime bewiesen, so daB gilt: M@,— M:a,. Fir das globale Problem folgt die 
Existenz des adjungierten Ideals o. Stufe im Ring der in J holomorphen Funk- 
tionen aus der Koharenz der Idealgarbe der adjungierten Ideaie 9. Stufe, die 
von H. GRavERT bewiesen wurde. 

In den vorbereitenden Paragraphen 1 und 2 werden die verwendeten 
Begriffe erklart, insbesondere die Definition der holomorphen Funktion auf 
einer analytischen Menge M. Es hat sich als zweckmaBig herausgestellt, alle 
Funktionen holomorph zu nennen, die auf der komplexen Mannigfaltigkeit der 
gewohnlichen Punkte von M holomorph und auf M lokal beschrankt sind. 
In Punkten von M mit mehr als einem Primkeim kénnen solche Funktionen 
mehrdeutig sein. Diese Erklarung kommt darauf hinaus, die Funktionen- 
theorie auf der Normalisierung von M fiir M zu iibernehmen. Im § 3 erfolgt die 
Anwendung der Theorie tiber die Moduln [A] und M, auf das lokale Fort- 
setzungsproblem der Spureigenschaft. In leichter Verallgemeinerung des Spur- 
problems werden meromorphe Funktionskeime auf M mit einer festen Nenner- 
funktion auf jedem Primkeim M%, A=1,...,7r, von M uniersucht. Wenn fiir 
A=1,...,r die Spur dieSer Nennerfunktion auf Ma zu dem ,,Fiihrerideal*‘ 
des Ringes holomorpher Spurfunktionen auf M% gehért, erhalt man das ur- 
spriingliche Spurproblem fiir holomorphe Funktionskeime. Die Hauptergeb- 
nisse sind die Satze 2 und 4, die notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafiir enthalten, daB ein meromorpher Funktionskeim mit festem Nenner- 
vektor baw. ein holomorpher Funktionskeim eine holomorphe Spurfunktion 
in allen Punkten von M mit Ausnahme evtl. nur der Punkte eines o-dimen- 
sionalen analytischen Mengenkeimes in © ist. Im § 4 wird das Fortsetzungs- 
problem fiir den besonderen Fall untersucht, daB auf allen Primkeimen von M 
die gleiche Nennerfunktion p fiir die meromorphen Funktionskeime genommen 
wird, d. h. es werden die Spurfunktionen von meromorphen Funktionskeimen 
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q/p des Punktes © auf M betrachtet. Die untersuchten Spureigenschaften 
haben bei diesen Funktionen die Zugehdérigkeit des Zahlers g zu bestimmten 
Idealen M,(M, p) baw. M(M, p) [A] zur Folge. Ist a das Ideal von M, so 
lassen sich diese Ideale (A eine analytische Menge) aus der unverkiirzbaren 
Primaridealzerlegung des Ideals (a, p) berechnen. Diese Rechnungen gestatten 
eine Anwendung auf das Spurproblem fiir holomorphe Funktionskeime auf 
einem rein d-dimensionalen analytischen Mengenkeim M4. Als Nenner- 
funktion p wird nun eine Funktion gewahlt, deren Spur auf M4(+0) zu dem 
Fihrerideal des Ringes der holomorphen Spurfunktionen auf M¢ gehért; 
z. B. kann man die Diskriminante D aus einer kanonischen Darstellung von M4 
fiir p nehmen, wenn D(O) = 0 ist. Der Satz 6 enthilt eine notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB bei analytischen Mengenkeimen A und B 
der Dimension = d— 2 mit BC Ac M¢ die Spureigenschaft fiir holomorphe 
Funktionskeime stets von M¢— A auf M4¢— B fortgesetzt werden kann. Eine 
Folgerung dieses Satzes ist in Satz 7 eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir M¢, daB kein g (< d — 2)-dimensionaler analytischer Mengenkeim 
in © ein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft auf ganz M¢darstellt'”. 
Im § 5 werden Anwendungen und Beispiele gegeben, u. a. das oben erwahnte 
Beispiel. Weiter wird gezeigt: Wenn das Ideal von M¢ zur Hauptklasse gehért, 
d. h. eine Basis von n — d Funktionen besitzt, so ist kein analytischer Mengen- 
keim in © mit einer Dimension < d— 2 ein Hindernis zur Fortsetzung der 
Spureigenschaft auf ganz M¢?. Dies Resultat verallgemeinert das anfangs 
erwahnte Ergebnis von Oxa. Unsere Aussage gilt fiir eine noch allgemeinere 
Klasse von Idealen, die Klasse der perfekten Ideale, deren Definition ohne 
genauere Untersuchungen angegeben wird. Der Satz 10 beschreibt cinen 
besonderen Fall, in dem das Ideal von M* zur Hauptklasse gehdért. Im § 6 
wird die Ubertragung der im § 3 dargestellten Theorie auf das globale Spur- 
problem in einem analytischen Polyeder erklirt. Diese Ubertragung wird 
durch das Ergebnis von H. Gravert iiber die Kohirenz der Idealgarben der 
adjungierten Ideale erméglicht. 


§ 1. Holomorphe Funktionen auf einer analytischen Menge 

1.1. Bei den folgenden Untersuchungen werden Begriffe wie ,,analytische 
Menge’, ..analytischer Mengenkeim’, ,,Primkeim™, .,gew6éhnliche und 
..singulare’ Punkte einer analytischen Menge, ,,lokale Zerlegung eines analy- 
tischen Mengenkeims* u.a. in der tiblichen Weise verwendet. Bzygl. ihrer 
Definitionen werde auf die Arbeiten [4] und |8] verwiesen. 

Wir bezeichnen den Raum der x komplexen Koordinaten mit €,. Fiir das 
System {x,,%,..., Z,} gebrauchen wir die Abkiirzung (.),, analog (y),, usw. 

a) Zusatz bei der Korrektur. Die Ergebnisse in 4.4 und 4.5 — inshesondere die Satze 6 
und 7 — kénnen auf beliebige (also auch gemischt dimensionale) analytische Mengenkeime 
iibertragen werden, wie aus dem folgenden Satze von Hrrorumatv | Fac. Science, Univ. 
Tokyo, VIL (1958), 8S. 610] folgt: Es sei M ein analytischer Mengenkeim in ©. Dann ist 
jeder auf M holomorphe Funktionskeim f in © die Spur eines in © meromorphen Funk- 


tionskeimes (,/?. Hierbei sind # und @, holomorph in ©; @ ist unabhangig von f und = 0 
auf den Primkcimen von 4M. 
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Den Nullpunkt des €, nennen wir ©. Der Ring der holomorphen Funktions- 
keime in © heiBe J,,2, wenn die Variablen (x), sind. analog /,, y usw. 

1.2. Es sei M eine analytische Menge in einer komplexen Mannigfaltig- 
keit R. Durch ,,Trennung der Primkeime* wird die Normalisierung (M*, u) 
von M definiert?). Hier ist 4 die Projektion von M* auf M, d.h. diejenige 
Abbildung, die dem Punkte p*¢« M*, der durch den Primkeim z, von M in x 
reprasentiert wird, eben diesen Punkt x zuordnet. M* zerfallt in Zusammen- 
hangskomponenten Mf%, 2 = 1,2,... (d,= Dimension von Mf#%), die den 
irreduziblen Komponenten von M entsprechen. 

1.3. Die Funktionentheorie auf M* wird durch die folgenden Definitionen 
und Satze beherrscht: 

(1) Eine Funktion auf M* heiBt holomorph, wenn sie (a) stetig, (b) auf 


der komplexen Mannigfaltigkeit M*-— iu (N)(N = Menge der singularen Punkte 
von M) holomorph ist. 

(2) Eine Funktion f* auf M* heift meromorph, wenn jeder Punkt x*¢ M* 
eine Umgebung U. besitzt, so daB f*|r+,~ g*/h* ist, wobei g* und A* in US. 
holomorph sind. ; 

(3) Ist B* eine offene Teilmenge von M*, so heiBbe die Menge A* in B* 
analytisch, wenn jeder Punkt x*¢ B* cine Umgebung V* besitzt, so dab 
A*,\ V* die Menge der gemeinsamen Nullstellen von in V* holomorphen 
Funktionen ist’). 

(4) Eine Teilmenge G* c M* heiBe ,,diinn* von der Dimension 9, wenn G* 
Teilmenge einer g-dimensionalen analytischen Menge in M* ist*). 

(5) Eine Teilmenge G*c M* heiBe ,,fast diinn‘ von der Dimension 9. 
wenn G* Vereinigungsmenge von abzahlbar vielen diinnen Teilmengen de: 
Dimension @ ist). 

(6) 1. Fortsetzungssatz von Riemann®). Es sei G* eine Teilmenge von M* 
die auf einer d,-dimensionalen Komponente von M* (vgl. 1.2) diinn von der 
Dimension < d,—1 sei. A= 1,2,.... Die Funktion f* sei holomorph in 
M*— G*. Zu jedem Punkte x* ¢ M* gebe es eine Umgebung U%. und dazu eine 
Konstante c(U%.) > 0, so daB: 


\f*|<c(U%.) in (M*—G*)nU% 


gilt. Dann gibt es eine und nur eine in M* holomorphe Funktion, die auf 
M*— G* mit f* tibereinstimmt. 

(7) 2. Fortsetzungssatz von Riemann. Es sei G* eine Teilmenge von M*, 
die auf einer d,-dimensionalen Komponente von M* (vgl. 1.2) diinn von der 
Dimension < d,— 2 sei, A= 1,2,.... Die Funktion /* sei holomorph in 
M*— G*. Dann gibt es eine und nur eine in M* holomorphe Funktion, die auf 
*M*— G* mit /* iibercinstimmt. 


2) [3], S. 113 und [4], S. 254. 
3) [3], S. 109. 
4) [3], S. 110 und [10], S. 204. 
+) [10], 8. 204. 
*) [4]. S. 286. 





—_e_e @&A 1. 
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(Beweis wie beim |. Fortsetzungssatz von Riemann durch lokale normale 
Einbettung von M*.) 

1.4. Wir iibertragen auf die analytische Menge M die gesamte Funktionen- 
theorie der Normalisierung (M*, 4) von M. 

Definition 1.7) Es sei M eine analytische Menge in einer komplexen Mannig- 
faltigkeit R und (M*, u) die Normalisierung von M. Eine Funktion / heiBe 
holomorph (meromorph) auf M, wenn es eine in M* holomorphe (mero- 
morphe) Funktion /* gibt, so daB fiir alle x ¢ M gilt: 


(1) f(x) = fo p(z). 


Eigenschaften der auf. M holomorphen Funktion { 


(1) Die Funktion / ist eindeutig und holomorph auf der komplexen Mannig- 
faltigkeit M — N (N = Menge der singuléren Punkte von M). 

(2) Durch die Eigenschaft (1) wird /* eindeutig bestimmt. 

(3) Besitzt M in x k Primkeime, so kann / in x k verschiedene Werte haben. 
In den singulaéren Punkten von M kann f also (endlich) mehrdeutig sein. 

(4) Zu jedem Punkte x von M gibt es eine Umgebung U, und dazu eine 
Konstante ¢(U,) > 0, so daB gilt: 


(2) \f(x)| <c(U,) in U,. 


Bemerkung. [st M in z irreduzibel, so ist die Funktion / eindeutig in z. 
Es kann aber vorkommen, daB in jeder Umgebung von z auf M Punkte liegen, 
in denen M reduzibel ist und in denen / mehrdeutig wird. 

Beispiel. Die analytische Menge M? des ©, werde durch die Gleichung 

a §— zjx,= 0 

definiert. M? ist in den Punkten {z,= 0, 2, + 0, z3~ 0} reduzibel, da in jedem 
solchen Punkte die verschiedenen Primkeime z,—z, x, = Qund z+ 2, 22 = 
vorhanden sind. Die Funktion z,/z, ist holomorph auf M?, jedoch in den er- 
wihnten Punkten zweideutig. 

1.5. Definition 2. Es sei M eine analytische Menge in einer komplexen 
Mannigfaltigkeit % und (M*, u) die Normalisierung von M. A sei eine Teil- 
menge von M und A* eine Teilmenge von M*; es gelte: 


(3) A= p(A*). 


Das Mengenpaar 2 = (A, A*) heiBe analytisch oder diinn oder fast diinn 
von der Dimension g auf M, wenn A* analytisch bzw. diinn, bzw. fast diinn 
von der Dimension 9 auf M* ist. Zur Festlegung einer analytischen, diinnen 
oder fast diinnen Menge 2% auf M gehért die Angabe von A*. Die Funktion f 
heiBe holomorph in M — A, wenn die Funktion /*, die durch (1) definiert wird, 
holomorph in M*— A* ist. 

1.6. 1. Fortsetzungssatz von Riemann. Die analytische Menge M bestehe 


aus den irreduziblen Komponenten M4, 4 1,2,..., d,— Dimension von 
M%. Fir 2 1,2... . sei G,= (G4, GF) eine diinne Teilmenge der Dimension 


*) [7]. S. 113 und 12), 8. 239. 
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d,— 1 von M%, Es sei G = U G,, G* = YU GF und © = (G, G*). Die Funktion / 


sei holomorph in M — © (vgl. Definition 2). Fiir jeden Punkt x ¢ M gebe es 
eine Umgebung U,c M und dazu eine Konstante c(U,), so daB (2) gilt. Dann 
gibt es eine und nur eine auf M holomorphe Funktion, die in M — G mit / 
tibereinstimmt. 

1.7. 2. Fortsetzungssatz von Riemann. Die analytische Menge M bestehe 
aus den irreduziblen Komponenten M‘%* (d,= Dimension), 4 = 1, 2,... . 
Fiir A = 1, 2, . . . sei G,= (G,, GF) eine diinne Teilmenge der Dimension d,— 2 
von M%. Es sei G = UY G,, G*¥= UY G¥ und © = (G, G*). Die Funktion f sei 


holomorph in M —G. Dann gibt es eine und nur eine holomorphe Funktion 
in M, die auf M — G mit f iibereinstimmt. 

1.8. Definition 3. Die Funktion f/ sei holomorph auf der analytischen 
Menge M in der komplexen Mannigfaltigkeit R. Wir nennen / eine ,,holo- 
morphe Spurfunktion“ im Punkte x ¢ M, wenn es eine Umgebung U, von x 
in N und eine in U, holomorphe Funktion F gibt, so daB f in MU, die 
Beschrankung (Spur) von F auf M ist: 


(4) fluav,= Flyurqacv,- 


f heiBe holomorphe Spurfunktion auf der Teilmenge G von M, wenn / in jedem 
Punkte von G eine holomorphe Spurfunktion ist. 

(a) Die Menge der Punkte von M, in denen f eine holomorphe Spur- 
funktion ist, ist offen in M. 

(b) Ist f eine holomorphe Spurfunktion in Gc M, so ist / in G eindeutig und 
stetig. 

1.9. Definition 4. Es seien A und B Teilmengen der analytischen Menge 
McRund Bc A. Wir sagen: A ist kein Hindernis zur Fortsetzung der Spur- 
eigenschaft von M — A auf M — B, wenn jede auf M holomorphe Funktion, 
die in M — A eine holomorphe Spurfunktion ist, dieselbe Eigenschaft in M — B 
besitzt. 

1.10. Definition 5*). Die analytische Menge M Cc X% heiBe normal im Punkte 
x € M, wenn jede in einer Umgebung von zx auf M holomorphe Funktion eine 
holomorphe Spurfunktion in z ist. Die analytische Menge M heiBe normal in 
der Teilmenge Gc M, wenn M in jedem Punkte von G normal ist. 

Wenn M in x normal ist, so ist M in z irreduzibel. 

1.11. Die Definitionen und Ergebnisse 1.2 bis 1.10 lassen sich fir lokale 
Fragestellungen herrichten. Dann beziehen sie sich auf geeignet gewahlte 
Umgebungen eines festen Punktes des €,. Folgende Anderungen in der 
Terminologie treten auf: Man ersetze ,,Menge‘‘ durch ,,Mengenkeim“, ,,holo- 
morphe (meromorphe) Funktion‘ durch ,,holomorphen (meromorphen) 
Funktionskeim**. In dem gleichen Sinne sind die beiden Riemannschen Fort- 
setzungssatze als lokale Satze aufzufassen. Wir wollen vereinbaren, Re- 
prasentanten von Mengenkeimen mit dem gleichen Buchstaben wie die 
Mengenkeime zu bezeichnen. 


*) [2], S. 239. 
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§ 2. Darstellung von holomorphen und meromorphen Funktionskeimen 


2.1. Es sei M ein analytischer Mengenkeim im Punkte © des €,,. Der Ring 
der auf M in © holomorphen Funktionskeime werde mit H(M) bezeichnet. 
I(M) sei der Unterring von H(M), der alle Funktionskeime enthalt, die in © 
holomorphe Spurfunktionen sind. H(M) und J(M) sind zwei besondere kom- 
plexe Strukturen auf M. Unsere Aufgabe besteht darin, die Beziehungen 
zwischen ihnen zu untersuchen. Es ist 7(M) = H(M) genau dann, wenn M 
im Punkte © normal ist. 

2.2. Wir betrachten zunachst den Fall eines rein d-dimensionalen analy- 
tischen Mengenkeimes M4 im Punkte ©. a sei das Ideal von M®@ in J, x. Es 
werde an die kanonische Darstellung von M¢ erinnert. 

Nach einer nicht ausgearteten linearen Koordinatentransformation 
(y), = L(x), enthalt das Ideal.a ein ausgezeichnetes Pseudopolynom p,,, von 
Yas, ber J,y mit nicht identisch verschwindender Diskriminante D(y),: 

Pa~1(Yasr!(y)a) © LaylYas1) (= Polynomring in y,,, tiber J,y) und fiir 
u = 2,3,...,n—d ein ,,.Monom™ in yq,,,: 


D(Y)aYa+p — Qa+u(Yasr/(¥)a) 


mit Qa.,¢ Jay[Ya+i)- Mit D werde der Mengenkeim aller Punkte von M¢@ mit 
D = 0 bezeichnet. D ist nirgends dicht in M?. 

Es sei f ein holomorpher Funktionskeim auf M¢ im Punkte ©. Es gibt ein 
Polynom Q(ya+3/(y¥)a) < Jay lyas1] und dazu eine Umgebung U von © im &,, 
so daB Q, D in U und f in M47 U holomorph sind, und / in (M4 D) AU die 
Darstellung ®) : 


(5) f = Q(Ya+i/(y)a)/P (a 
besitzt. 

Ist g der Grad des Polynoms p, ,,, so kann fiir Q ein Polynom des Grades 
= g—1 gewahlt werden. Bei dieser Wahl von Q ist die Darstellung (5) ein- 
deutig bestimmt. Mit den gleichen Schliissen wie im Fall der Algebra’®) folgert 
man hieraus den Satz: 

H(M*) ist ein I,y-Modul mit endlicher Basis. 

I(M*) ist isomorph zu dem Restklassenring J, x/a = J(a), und H(M*) ist 
isomorph zu der algebraischen AbschlieBung von J(a) im Quotientenring 
I(a)/I(a). 

2.3. Die durch (5) ausgedriickte Eigenschaft der auf M*¢ holomorphen 

Funktionskeime kann geschrieben werden: 


(6) D* H(M*)c I(M*) (D* = Spurfunktion von D auf M‘). 


Auer D* haben noch weitere Funktionen von J (.M“) diese Eigenschaft, z. B. die 
Spurfunktion von @pq.,/@yg,, auf M*. 

Die Menge derjenigen Elemente y von /(.W/"). fiir die 
(7) y A( M4) c1(M*) 


*) [7]. S. 116, [6], S. 263. 


1) (51, S. 133. 
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gilt, ist ein Ideal des Ringes J(M*), das sog. ,,Fihrerideal — von J(M*)"). 
Wenn MM? in © normal ist, so ist f = (1). 

2.4. Wir verallgemeinern die Ergebnisse 2.2, 2.3 auf gemischt dimensionale 
analytische Mengenkeime. 

Es sei M ein analytischer Mengenkeim im Punkte © mit den rein dimen- 
sionalen Bestandteilen M%, 2 = 1, 2, . . ., r. Ein holomorpher Funktionskeim / 
auf M definiert auf M% einen holomorphen Funktionskeim /,. Wir ordnen / 
den Vektor (/,,. .., /,) zu. So wird eine umkehrbar eindeutige Abbildung von 

_H(M) auf den J(M)-Modul der Vektoren (j,,...,/,) mit /,¢ H(M%), 

A=1,...,r, hergestellt. Fir /, gilt auf M” eine Darstellung wie (5) 

(8) f= Q,/D, A=1,...,7, mit Q, Die 1,2; 

D, kann fir alle holomorphen Funktionskeime /, auf M“% einheitlich gewahlt 

werden, z. B. als Diskriminante der kanonischen Darstellung von M%, vgl. 2.2. 

Wir nennen } = (D,,..., D,) den Nennervektor und q = (Q,,..., @,) den 

Zahlervektor von f € H(M). Da der Nennervektor } fiir den ganzen Verlauf 

einer Untersuchung fest gewahlt wird, ist f durch q bestimmt; wir schreiben 

f= {,- 

25. Uber die Menge der méglichen Nenneérvektoren in der Darstellung der 
holomorphen Funktionskeime auf M bekommen wir folgendermaBen einen 
Uberblick: Es sei f, das Fiihrerideal von J (M%), vgi. 2.3. Genau jene Nenner- 
vektoren (@,,...,8,) sind fiir die Darstellung aller Elemente von H(M) 
brauchbar, fiir die #,|s¢¢, = 0 ein Element des Ideals f, ist, A= 1, ..., 1. 

2.6. Wir betrachten in analoger Weise meromorphe Funktionskeime auf 
dem analytischen Mengenkeim M in ©. Die Primkeime von M in O seien 
M%, 24=1,...,r (d,= Dimension). 

Es sei p = (p,,...,p,) ein in © holomorpher Vektor, d.h. p,€ 1,2, 
A=1,...,7. Es sei p, = 0 auf M%, A= 1,...,r. Den Vektor p halten wir als 
,,Nennervektor‘‘ wahrend der folgenden Uberlegungen fest. Sodann unter- 
suchen wir die Spurfunktionen auf M von meromorphen Funktionen / der 


folgenden Art: Es gebe Funktionen q,¢ J,,z,4 = 1, . . ., r, so daB f auf M durch: 
(9) h=Qlp, auf MY,A=1,...,r, 

definiert wird. Zur kurzen Kennzeichnung fiihren wir den ,,Zahlervektor“ 
q = (q, ---,4,) ein und verwenden die Bezeichnungen: 

(10) f= (hy - +++ fr) = Gla - - ++ Gel Pr) = fy - 


Wir nennen / einen mit dem Nennervektor p gebildeten meromorphen Funk- 
tionskeim auf M. 

Die Gesamtheit aller mit dem Nennervektor p gebildeten meromorphen 
Funktionskeime werde mit §(M, p) bezeichnet. H(M, p) = F(M, p) \H(M) 
ist die Menge aller auf M holomorphen Funktionskeime mit Darstellungen (9). 
GemaB 2.5 ist H(M, p) = H(M) genau dann, wenn fiir A=1,...,7r Pal eda € fa 
ist. 

I(M, p) = F(-4, p) A 1(M) ist das I(M)-Ideal aller meromorphen Funk- 
tionskeime mit Darstellungen (9), die in © holomorphe Spurfunktionen sind. 
it)’ [5], 8. 135. 





gil 
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§ 3. Das Spurproblem fiir meromorphe und holomorphe Funktionskeime 


3.1. Das in der Einleitung erklarte Spurproblem soll etwas verallgemeinert 
und diese Verallgemeinerung sodann gelést werden. Danach kommen wir auf 
die urspriingliche Fragestellung zuriick. 

Es sei M ein analytischer Mengenkeim im Punkte © des €,. Die Primkeime 


von M in © seien M4, A=1,...,r. Das Ideal von M% im Ring I, x sei a). 
Dann ist das Ideal von M in I, 2: 

r 
(11) a = Na, ° 


Mit a, bzw. a bezeichnen wir die (koharenten) Garben der analytischen Mengen- 
keime M% bzw. M. Dann ist nach dem Durchschnittssatz von H. Cartan") 


r 
(12) a = Na ; 

3.2. Es sei p = (p,,..., p,) ein fiir die folgenden Untersuchungen fest 
gewahlter, in © holomorpher Vektor, so daB fiir A= 1, ..., r gilt: p, = 0 auf 
M%., Im Sinne von 2.6 wird p als Nennervektor zur Bildung von meromorphen 
Funktionskeimen auf M verwendet. Es sei q = (q,, .. .,¢,), 9,¢ 1, 2, irgendein 
in © holomorpher Vektor und /,= (q,/p,....,4q,/p,) der mit dem Nenner 


vektor p und dem Zahlervektor q auf M definierte meromorphe Funktions. 
keim. Es sei U eine Umgebung von © mit den Eigenschaften: 


(a) Die Garben a, 4,, A=1,...,r werden in U durch ein Basissystem 
von a bzw. a, erzeugt, vgl. 3.1. 

(b) Die Funktionen p,, q,, A= 1,...,7 seien holomorph in U. 

3.3. Satz 1. Es sei M ein analytischer Mengenkeim im Punkte © mit den 
Primkeimen in O: MY, A= 1,...,17; G, sei die Garbe von M%. Der mit dem 
Nennervektor p = (p,,..., p,) und dem Zédhlervektor q = (q,,...,9,) auf M 


definierte meromorphe Funktionskeim f,= (q,/p,,---;%,-/P,) ist dann und nur 
dann holomorphe Spurfunktion auf M im Punkte x®°¢ M 7 U (Definition von U 


in 3.2), wenn es eine in x° holomorphe Funktion u gibt, so daB fiir2=1,...,r 
gilt: 
(13) Ga— P,u € a, inder Umgebung von x° . 


Beweis. (a) Es gebe eine in der Umgebung von x® holomorphe Funktion w. 
so daB f, die Spur von u auf M ist. Es sei x°¢ M%. Dann gilt: 
pa ade = 
Hieraus folgt: g,— p,u = 0 auf M% und wegen der Definition von a, des- 
wegen (13). Ist z° kein Punkt von M44, so erzeugt a, in x° den vollon Ring 
holomorpher Funktionskeime, und (13) ist klar. 

(b) Da p, = O auf Ma ist, folgt aus (13) die Formel (14), d.h. / ist die 
Spur von u auf M. 1 

3.4. Die Relationen (13) sind einem System linearer Gleichungen aquivalent., 
wie es in [11] untersucht worden ist. Es sei a‘), af”, . . ., af} eine Basis von a, 


12) (1), 8. 41. 


(14) 
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mit der Eigenschaft (a) in 3.2. Dann und nur dann gilt (13), wenn es in x® 


holomorphe Funktionen u\?, uw = 1, ..., 8, gibt, so daB: 
84 

up+ SY ua = gq, 4-1,...,7, 
u=l 


gilt. Die linken Seiten bestimmen einen Modul IN(M,p) iiber der Garbe 
der holomorphen Funktionskeime in der Umgebung U’ von ©. Wie aus 
Satz 1 folgt, kann die Bedeutung dieses Moduls fiir das Spurproblem folgender- 
maBen beschrieben werden: 

Dann und nur dann gehért der in © holomorphe Vektor q im Punkte 
x®e€MnU zu M(M,. p), wenn der mit dem Nennervektor p und dem Zahler- 
vektor q gebildete meromorphe Funktionskeim /, auf M in x° eine holomorphe 
Spurfunktion ist. Ist 2°< U kein Punkt von M, so ist q « M(M, p) in x® klar. 

3.5. Auf den Modul M(M, p) wenden wir die in [11] entwickelte Theorie 
an. Fiir den vorliegenden Sachverhalt erhalten wir die folgenden Begriffe und 
Ergebnisse : 

(I) Es sei A ein Mengenkeim des Punktes ©. Dann ist M(M, p) [A] der 
I,, x-Modul aller in © holomorphen Vektoren q, fiir die eine Umgebung U’ c U 
von © existiert, so daB q € M(M, p) in U'— A ist. 

(II) Es sei 9 mit 0< 9S n—1 eine ganze Zahl. M,(M, p) ist der J, x- 
Modul aller in © holomorphen Vektoren q, fiir die ein o-dimensionaler fast 
diinner Mengenkeim A? in © existiert, so daB q ¢ M(M, p) [Ae] ist. 

(III) Wie in [11] bewiesen wird, gibt es ein J, x-Ideal a,(M, p), so daB: 


(15) M,(M, p) = M(M, p): a,(M, p) 


gilt. Diese Gleichung bedeutet: Ein in © holomorpher Vektor q gehért dann 
und nur dann zu M,(M, p), wenn fiir alle a ¢ a,(M, p) gilt: a: q « M(M, p) 
in © (und daher in einer Umgebung von ©). Die Dimension von a,(M, p) 
ist <9. Das gréBte J, x-Ideal mit der Eigenschaft (15) werde adjungiertes 
Ideal 9. Stufe von (M, p) genannt. 

3.6. Der Zusammenhang 3.4 des Moduls M(M, p) mit dem Spurproblem 
gibt Anla®B zur Einfiihrung der folgenden J(M)-Moduln: A sei ein Mengenkeim 
des Punktes ©. 

(1) 1(M, p) [A] sei der J(M)-Modul aller mit dem Nennervektor p ge- 
bildeten meromorphen Funktionskeime /, mit q « M(M,p) [A]. Das sind 
genau jene Funktionskeime aus G(M,p), die in M—A/M holomorphe 
Spurfunktionen sind. 

(11) Z,(M, p) sei der J(M)-Modul aller mit dem Nennervektor p gebildeten 
meromorphen Funktionskeime f,, fiir die ein o-dimensionaler fast. dinner 
Mengenkeim A? in © existiert, so daB f,¢ 1(M, p) [A®] ist. 

3.7. Aus Formel (15) und 3.6 folgt: 


- (6) 1,(M, p) = 1(M, p): a,(M, p), 


ein Ergebnis, das der folgende Satz deutet: 
Satz 2. Es sei M ein analytischer Mengenkeim im Punkte ©.des ©,,. Bs sei p 
ein in © holomorpher Vektor, der als Nennervektor fiir meromorphe Funktions- 
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keime auf M brauchbar ist (vgl. 2.6). Es sei 9 eine ganze Zahl mit 0 < 9 < n—1. 
Dann gibt es in © holomorphe Funktionen g'(x),, v= 1,..., 8, 80 dap die 
analytische Menge A,(M, p): 
(17) g°(z),=0,v¥=1,...,8, 
eine Dimension & o besitzt, und so daB gilt: Ein mit dem Nennervektor p ge- 
bildeter, auf M meromorpher Funktionskeim { gehért dann und nur dann zu 
1,(M, p), d.h. ist holomorphe Spurfunktion auf M in allen Punkten von M mit 
Ausnahme der Punkte des Durchschnittes eines fast diinnen Mengenkeimes in O 
von der Dimension 9 mit M, wenn fiir vy = 1,..., 8, die Funktion {+g eine 
holomorphe Spurfunktion auf M in © ist. 
Beweis. Man wahle fiir das System g‘°) cin Basissystem des Ideals a,(M, p). 
Folgerung. Ist / « J,(M, p), so ist / in allen Punkten von M — A,(M,p)\M 
eine holomorphe Spurfunktion. 


| Dies Ergebnis ist besonders bemerkenswert, wenn die Dimension von 
A,(M, p) OM kleiner als 9 ist, weil dann die Dimension der Ausnahmemenge 
, heruntergedriickt werden kann. 


3.8. Nach dem Satz 4 in [11] kann das letzte Ergebnis folgendermaBen 
prazisiert werden: 
: Satz 3. Es sei M ein analytischer und AC M ein fast diinner Mengenkeim 
t des Punktes ©. Es sei A,(M,p), VS es n—1, die Nullstellenmenge des 
adjungierten Ideals 0. Stufe von (M, p) (vgl. 3.5). Es set o* die gréBte Zahl o mit 
der Eigenschaft, daB A -\ A,(M, p) die Dimension @ besitzt. Dann ist: 


I(M, p) [A] = 1(M, p) [AN Ag (M, p)), 


d.h. jeder mit dem Nennervektor p gebildete meromorphe Funktionskeim, der 
holomorphe Spurfunktion in M—A ist, besitzt die gleiche Eigenschaft in 


M—ANA,(M, p). 
i Bemerkung. Hat also der fast diinne Mengenkeim Ac M die Eigenschaft, 
da8 fir 0< <= n—1 die Dimension von A‘A,(M,p) kleiner als 0 ist, 
‘ so gilt: 
n I(M, p) [A] = 1(M, p). 
Der Mengenkeim A ist kein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft 
meromorpher Funktionskeime mit dem Nennervektor p von M— A auf M 
d (vgl. Definition 4). Insbesondere ist dann jeder (a priori meromorphe) Funk- 
e tionskeim in 7(M, p) [A] holomorph in ©. Dieselbe Eigenschaft kann wegen 
des 2. Riemannschen Fortsetzungssatzes aus allgemeineren Bedingungen fiir A 
n geschlossen werden, wie anschlieBend gezeigt wird. 
or 3.9. Der analytische Mengenkeim M in © habe die reindimensionalen 
Bestandteile M%, 4 = 1,2,...,r. 
(a) Es sei A ein analytischer Mengenkeim in ©, derart. daB fiir A= 1,..., r 
M® -\ A eine Dimension < d,— 2 besitzt. Dann ist (vgl. 2.6): 
I(M,p)[A)c A(M, p), 
(b) Wenn o <= Min(d,, d,,...,d,) — 2 ist, gilt: 


yo 


1,(M, p)c HOM. p) 
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Beweis. Zu (a). Es sei (M*, u) = Ue, pu) die Normalisierung von M. 
Wir setzen G,=AAM%, Gt = L(G), G= UG, G*=U Gf und 


1 


© = (G, G*). Fir den Funktionskeim / ¢ 1(M, p) [A] werde /* durch f=/* 0 yu 
bestimmt (vgl. Definition 1). Im Punkte 2¢ M—A/M ist f eine holo- 
morphe Spurfunktion, also ist /* in allen Punkten ye holomorph. /* ist daher 
holomorph in M — G, und nach dem 2. Riemannschen Fortsetzungssatz ist / 
holomorph auf M. 

(b) fiihrt man leicht auf (a) zuriick. 

3.10. Wir betrachten den besonderen Fall von Nennervektoren 
dD = (3,,..., 8), deren A. Komponente #@, fiir den rein d,-dimensionalen Be- 
standteil M% von M bestimmt ist und irgendein Element + 0 des Fiihrer- 
ideals f, von J(M“2) auf M% zur Spur hat, vgl. 2.5. Interessant wird dieser 
Sonderfall erst unter den in 3.9 geschilderten Verhiltnissen, weil dann Aus- 
sagen tiber die auf M holomorphen Funktionskeime herauskommen. 

Satz 4. Es sei M ein analytischer Mengenkeim in © mit den reindimen- 
sionalen Bestandteilen M%, 2=1,...,r. Es sei o eine ganze Zahl OS 0 < 
< Min(d,, d,, . . ., d,) — 2. Es gibt in © holomorphe Funktionen g®, v=1,..., 8 
so daB die analytische Menge A,(M) mit den Gleichungen (17) eine Dimension 
S o hat, und so daB gilt: Ein auf M holomorpher Funktionskeim f{ in © ist dann 
und nur dann eine holomorphe Spurfunktion in allen Punkten von M mit Aus- 
nahme evtl. der Punkte eines 0-dimensionalen analytischen Mengenkeims in ©. 
wenn fiir vy = 1, ..., 8, die Funktion f - g® eine holomorphe Spurfunktion auf M 
in O ist. 

Dieser Satz zeigt, daB unter der angegebenen Bedingung fiir 9 das ad- 
jungierte Ideal a,(M, d) = (g@, . . ., 9) unabhangig von der Wahl der Kom- 
ponenten #, des Nennervektors 6 mit Spuren (+ 0) in den Fiihreridealen f, ist. 

3.11. Ganz ahnlich l48t sich Satz 3 fiir den vorliegenden Fall neu for- 
mulieren : 

Satz 5. Es seien M und A analytische Mengenkeime im Punkte O und Ac M. 
Es seien M%, J=1,...,1, die reindimensionalen Bestandteile von M. Fiir 
A=1,...,r habe A M% eine Dimension < d,— 2. Es sei 0* die grépte ganze 
Zahl mit der Eigenschaft, daB A,(M) 7A (vgl. Satz 4) die Dimension o besitzt. 
Dann ist A kein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft bei holomorphen 
Funktionskeimen von M — A auf M— A/A,.(M). 

Die Bemerkung am Ende von 3.8 ist sinngemaB zu iibertragen. 


§ 4. Das Spurproblem bei reindimensionalen analytischen Mengen 


4.1. Die Lésung der im vorigen Paragraphen behandelten Probleme wird 
besonders einfach, wenn auf allen Primkeimen von M die gleiche feste Nenner- 
funktion p= p, A=1,...,7r, und iibereinstimmende Zahlerfunktionen 
%,= 42= *** = 4, genommen werden. Nun kénnen die weitreichenden Ergeb- 
nisse des § 3 in [11] angewandt werden. 





ni =— - 
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Es sei a das J,, x-Ideal von M. p € I,, x sei = 0 auf den Primkeimen von M; 
es sei p(O) = 0. Wir untersuchen auf M die Spuren der meromorphen Funk- 
tionskeime {= gq/p von © mit dem festen Nenner p und q¢J,z. Es sei 
i= (a, p). Zur Berechnung der /,,x-Ideale J(M, p) [A] und J,(M, p) (vgl. 3.6) 
stellen wir i als unverkirzbaren ae a von Primiridealen dar: 

o 


(18) i= N gio 


sane 
(Dimension von q‘?) = o,). Es sei: 
(19) n—l2o,>0,>°°'>¢,20. 
Die Nullstellenmenge von q‘%” sei Q¢?. 

4.2. Es sei AC M ein analytischer Mengenkeim. Die in A enthaltenen 
Mengenkeime Q/? seien Qi, j=1,...,8, wahrend A mit jedem weiteren 
analytischen Mengenkeim Qfx, k = 1, . . ., t, einen Durchschnitt der Dimension 
< @,, habe. Dann ist**): 


(20) M(M, p) [A] = fn eh 


Dies Ideal ist ein isoliertes Siecetatnnind von i. Aus 3.6 ergibt sich: 
Die Menge aller meromorphen Funktionskeime q/p mit dem Nenner p, die in 
M —A holomorphe Spurfunktionen sind, ist: 


(21) 1(M, p) (4j={4, mit 9¢, n ah. 


Ist ein isoliertes Komponentenideal q von i ean so gibt es einen analy- 
tischen Mengenkeim Ac M des Punktes ©, so daB alle meromorphen Funk- 
tionskeime g/p mit dem Nenner p, die holomorphe Spurfunktionen in M — A 
sind, den Zahler g in q besitzen. 

4.3. Es sei 9 mit 0S o@S n—1 eine ganze Zahl. Zur Berechnung von 
I,(M, p) bestimme man die Zahl t so, daB: 


(22) O, > 029,41 
ist, vgl. (19). Dann erhalten wir™): 
t m) 
(23) M,(M,p)= N A gy. 
A=lyp=l 


Die Menge I,(M, p) aller meromorphen Funktionskeime q/p mit dem Nenner p, 
die eine holomorphe Spurfunktion in allen Punkten von M mit Ausnahme 
evtl. der Punkte eines o-dimensionalen fast diinnen Mengenkeimes in © sind, ist 


t mj) 
(24) I,(M, p) = {2|,, mit ac, A ag}. 
4.4. Fir die folgenden Rechnungen werde M = M¢ als rein d-dimensional 
vorausgesetzt. Zur Untersuchung des Ringes H (M*) der auf M¢ holomorphen 
Funktionskeime nehmen wir als Nennerfunktion ein Element # von I,, z, dessen 


Spur auf M¢ zum Fiihrerideal von J(M*) gehért, und setzen fiir A bzw. @ die 
Bedingungen in 3.9 voraus. Wenn M¢ in © normal ist, konnte = | gewahlt 


13) [11], § 3, (12). 
4) [11], § 3, (8). 
Math. Ann. 139 
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werden. In diesem Fall sind die Formeln (18) bis (24) nicht anwendbar. Nun 
sind fiir in © normales M4 unsere Fortsetzungsprobleme von Spureigen- 
schaften holomorpher Funktionskeime trivial, und man kénnte sich von 
vornherein auf den nicht normalen Fall beschranken. Um den Fall eines 
normalen M¢ in den Satzen 6 und 7 nicht besonders ausschlieBen zu miissen, 
fihren wir fiir # die Bedingung #(©) = 0 ein. Satz 6 und 7 gelten dann auch 
im normalen Fall. Wir erhalten wegen (21) folgende Ergebnisse : 

Satz 6. Es sei M4 ein rein d-dimensionaler analytischer Mengenkeim in ©. 
Das Ideal von M¢ in I,,x sei a. Es sei 0 mit 8(O) = 0 ein Element von I, x, 
dessen Spur auf M4(+ 0) zu dem Fiihrerideal f von I(M*) gehért, vgl. 2.5. (Zum 
Beispiel kann fiir } die Diskriminante D in der kanonischen Darstellung von M¢ 
(vgl. 2.2) genommen werden, wenn D(©) = 0 ist.) Das Ideal i = (a, )) besitze 
die unverkiirzbare Primdridealzerlegung (18). Die Nullstellenmenge von q‘?” sei 
Q%. Es seien A und B analytische Mengenkeime in © von der Dimension <d—2 
und Bc A. Notwendig und hinreichend dafiir, daB A kein Hindernis fiir die Fort- 
setzung der Spureigenschaft von M¢— A auf M4— B darstellt, ist die folgende 
Eigenschaft von A und B: Fiir alle 4 und a folgt aus QA A die Relation Q%c B. 

Spezialfall: Es sei B die leere Menge. Nun erhalten wir: 

Dann und nur dann ist A kein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft von 
M*— Aauf M*"*), wenn fiir alle } und u die Dimension von Q%? - A kleiner als a, ist. 

4.5. Besonders interessant ist eine weitere Folgerung aus Satz 6: 

Satz 7. Es sei M*% ein rein d-dimensionaler analytischer Mengenkeim des 
Punktes ©. a sei das Ideal von M4 in I,, x. Es sei & mit 8(O) = 0 ein Element 
von I,,x, dessen Spur auf M4 (+ 0) im Fiihrerideal f von I(M4%) ist (z. B. die 
Diskriminante D in 2.2, wenn D(©) = 0 ist). Dann und nur dann stellt kein 
o(s d— 2)-dimensionaler analytischer Mengenkeim des Punktes D ein Hindernis 
zur Fortsetzung der Spureigenschajft auf ganz M¢ dar, wenn das Ideal i = (a, 3) 
in seiner unverkiirzbaren Primdridealzerlegung kein Primdrideal von einer 
Dimension < 0 besitzt. 

Da die. Hinderniseigenschaft von g-dimensionalen analytischen Mengen- 
keimen offenbar unabhangig sein muB von der Wahl des Elementes # «< J, x, 
dessen Spur auf M4 (+ 0) dem Fiihrerideal f von J(M*) angehért, folgt hieraus 
auch: 

Wenn bei einer Wahl eines Elementes # ¢ J,,x mit #(©) = 0, dessen Spur 
auf M4 (+ 0) in f liegt, das Ideal (a, #) frei von o-dimensionalen Primiar- 
komponenten (in einer unverkirzbaren Zerlegung) ist, so gilt das gleiche fiir 

(a, 8’) bei der Wahl irgendeines anderen Elementes #' ¢ J,,2 (8'(O) = 0) mit 
der Spur auf M¢ (3 0) in f. 

Zusatz bei der Korrektur. Die Saitze 6 und 7 mit ihren Folgerungen gelten 
fiir beliebige — auch gemischt dimensionale — analytische Mengenkeime, wenn 
fiir # die in der FuBnote ™) erklirte Funktion genommen wird. Dabei ist in 
Satz 6 die Voraussetzung iiber die Dimensionen von A und B durch die Be- 
dingung (a) in 3.9 zu ersetzen; in Satz 7 muB fiir 9 die Bedingung (b) in 3.9 
vorausgesetzt werden. 

*) Dies bedeutet Fortsetzung in den Punkt 0. 
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§ 5. Anwendungen und Beispicle 


5.1. Derd-dimensionale analytische Mengenkeim M¢ sei normal im PunkteO. 
Dann ist M¢ Primkeim in ©, vgl. 1.10. Da nun jeder auf M4 holomorphe Funk- 
tionskeim in © eine holomorphe Spurfunktion in © ist, gilt fir 0 < 9 < d--- 2: 

I,(M*, p) = 1(M*, p). 


<= d — 2 ist also: 


Fir0O <0 
M, (M4, p) = (a, p). 


Hieraus folgt wegen (18) und (23) das Ergebnis: 

Satz 8. Der Primkeim M* des Punktes © sei in © normal. Das Ideal von M4 
sei a. Ist p irgendeine in © holomorphe Funktion, die in © verschwindet und 
nicht zu a gehdrt, so ist (a, p) ungemischt d — 1-dimensional. 

Dieser Satz ist in der Algebra bekannt. Ein algebraischer Beweis findet 
sich in [5], S. 147. 

5.2. Fir die nachste Anwendung werde an die Definition des Haupt- 
klassenideals erinnert. 

Ein Ideal des Polynomrings J, 2 von der Dimension d gehére zur Haupt- 
klasse, wenn es eine Basis von n -- d Funktionen aus J,, x besitzt'®). 

Satz 9. Wenn das Ideal a des rein d-dimensionalen analytischen Mengen- 
keims M4 des Punktes © zur Hauptklasse gehért, so ist kein analytischer Mengen- 
keim der Dimension <d—2 in © ein Hindernis zur Fortsetzung der Spur- 
eigenschaft auf ganz M. 

Beweis. Der Beweis folgt aus den folgenden Tatsachen: (1) Ist a ein Ideal 
der Hauptklasse, und a: p= a, p(©) = 0, so ist auch (a, p) ein Ideal der 
Hauptklasse. (2) Jedes [deal der Hauptklasse ist ungemischt. Das Ergebnis (1) 
ist eine unmittelbare Folgerung aus der Definition der Hauptklasse, denn 
wegen a: p = a ist die Dimension des Ideals (a, p) gleich d — 1 (d = Dimension 
von a). Das Ergebnis (2) kann wie in der Algebra bewiesen werden!’). 

Da jeder rein n — 1-dimensionale analytische Mengenkeim des Punktes © 
die Nullstellenmenge genau einer Funktion aus /,, z ist, ist in Satz 9 als Spezial- 
fall ein Ergebnis von Oxa enthalten: 

Auf einem rein  —- 1-dimensionalen analytischen Mengenkeim M*-! des 
Punktes © ist kein analytischer Mengenkeim von © mit einer Dimension 
< n—3 ein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft auf ganz M*-!. 

5.3. In der Algebra kennt man eine allgemeinere Klasse von Idealen, 
welche ahnliche Ungemischtheitseigenschaften wie die Hauptklassenideale 
haben, némlich die Klasse der perfekten Ideale'*). Diese Idealklasse liBt sich 
im Potenzreihenring J,2 z.B. folgendermaBen definieren™): Es sei 
m = (2, ..., 2,) das Maximalideal von J, x. 

16) [5], S. 122. 

7) (5), 8.125. Beim Beweise des Hilfssatzes 135.8 verwendet man die Formel 


Nn (a, qy) = a, 
k=l 
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(a) Jedes Primarideal von m sei perfekt. 

(b) Das Ideal a der Dimension d > 0 sei perfekt, wenn es eine Funktion 
Po< mM gibt, so daB a: gy= a ist und wenn fiir jede Funktion f ¢ m mit a:/ = a 
das Ideal (a, f) perfekt ist. 

Dann gilt in Verallgemeinerung von Satz 9: 

Satz 9a. Wenn das Ideal des rein d-dimensionalen analytischen Mengen- 
keims M4 von © perfekt ist, so ist kein analytischer Mengenkeim in © von der 
Dimension <d—2 ein Hindernis zur Fortsetzung der Spureigenschaft auf 
ganz M?. 

Es besteht das Problem, wie weit die Perfektheitseigenschaft reicht. 

5.4. Es werde darauf hingewiesen, daB es zur Anwendung von Satz 9 nicht 
geniigt, zu wissen, daB M® als vollstandiger Schnitt von n — d Hyperflachen 
erhalten werden kann; vielmehr muB8 das Ideal von M? eine Basis von n — d 
Funktionen haben. Es soll ein Fall angegeben werden, in dem diese Eigenschaft 
nachgewiesen werden kann. 

Satz 10. Es gebe fiir 2=1,...,n—d ein ausgezeichnetes Pseudopolynom 
Paral®a+al(®)asa-1) VON %q,, mit Koeffizienten in I,,,-,2, derart, dap der 
analytische Mengenkeim M4 die Menge der gemeinsamen Nullstellen dieser 
Funktionen ist. Dann ist das Ideal von M¢ ein Ideal der Hauptklasse. 

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir die folgende 
Eigenschaft der Polynome p,.,, voraussetzen: 

Die analytische Menge mit den Gleichungen 


Pa+p(Zat+ul(®a+p-v) = 9, eo Peete ae 


werde mit Mi, bezeichnet: 1 < r < n—d. Die Diskriminante von p,,,.,, ist 
+ Oauf Mé, firr =1,...,n—d—1. ; 

Sollten diese Bedingungen nicht erfillt sein, so kann man das folgende 
rekursive Verfahren anwenden, um sie herzustellen: 

Zunachst befreie man die Polynome p,,, von mehrfachen Faktoren. Ist die 
gewiinschte Eigenschaft schon bei den Polynomen p, ,,, . . ., Pg, vorhanden 
und verschwindet die Diskriminante von p,,,,, auf M¢, identisch, so ersetze 
man im Gleichungssystem von M¢,,,, die Gleichung p,,,,,— 0 durch dic 
Gleichung pj.,41= @Pasr+1/0%a+7+1= 0. Sollte auch die Diskriminante von 
Pi+r+ 1 auf Mé, =0 sein, so verfahre man mit diesem Polynom genauso usw. 
Da sich bei jedem Schritt der Polynomgrad in z,,,,, um 1 erniedrigt, fiihrt 
das Verfahren nach endlich vielen Schritten zur Erfiillung der Bedingung 
bei r + 1. 

Wie durch mehrfache Anwendung der WeierstraBschen Formel gezeigt 
werden kann, besitzt jede Funktion aus J,,z eine Darstellung: 


n—d 
(25) F= m+ 2 Ca+i Para 
=1 
mit cz,,¢€1,x, wobei F* ein Polynom von 2,,,,..., %, mit Koeffizienten 


in J,z ist. Der Grad von F* in x4, , ist < mz,,— 1, wenn m,,, den Grad von 
Pas, im Xq,, bezeichnet. Es sei F = 0 auf M¢; dann gilt auch F* = 0 auf M4‘. 
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Nun sei: 
Ft — a, am—) + a,z™~2 +e + am , a, € I4x [%e+1) eee Zs) ’ 


die Entwicklung von F* nach Potenzen von z,. Es sei (Z),_, ein Punkt von 
Mé,_ 1) in dem die Diskriminante von p,, + 0 ist. Dann gibt es m,, verschiedene 
Punkte {(Z),-,, 2}, v=1,...,m,, auf M4, deren Projektion (Z),_, ist. 
In diesen Punkten muB F* verschwinden. Da jedoch der Grad von F* in z,, 
héchstens m,— 1 ist, gilt: a,(Z),-;= 0, w= 1,...,m,. Hieraus folgt fir 
w=1,..., My: 4,(2)_-, = 0 auf Mé,_ |). Jetzt verfahrt man mit jedem Koeffi- 
zienten a, und mit Mi,_1, wie soeben mit F* und M*. Die wiederholte An- 
wendung dieses Schlusses liefert F* = 0. Also ist wegen (25): F € (pq4,---, Pn): 
Die Polynome p,.,, A = 1, . . ., » — d, sind daher eine Basis des Ideals von M¢. 

5.5. AnschlieBend sollen Beispiele zum Spurproblem besprochen werden. 

Beispiel 1. Der analytische Mengenkeim M sei reduzibel im Punkte ©. Es 
gibt sicher holomorphe Funktionskeime auf M, die nicht in © holomorphe 
Spurfunktionen sind, da es ja solche gibt, die in © mehrdeutig sind. Fordert 
man zusatzlich von den holomorphen Funktionskeimen die Eindeutigkeit 
auf M, so ist es leicht, ein Beispiel eines reduziblen analytischen Mengen- 
keimes von © zu finden, welcher die Eigenschaft hat, daB jeder eindeutige 
holomorphe Funktionskeim eine holomorphe Spurfunktion ist. 

Im ©, sei M,= {(z, y) | x= 0}, M,= {(z, y)| y= 0} und M = M,U M,,. 
Jeder auf M, holomorphe Funktionskeim wird durch eine Funktion p(y) ¢J,y 
und jeder auf M, holomorphe Funktionskeim durch eine Funktion w(x) ¢J,2 
gegeben. Dann werde der auf M holomorphe Funktionskeim / definiert durch: 
flu,= gy und f|y,= y. Die Eindeutigkeitsforderung in © liefert: p(O) = y(©). 
Diese Funktion / ist Spur auf M der Funktion: F = (y) + p(x) — p(O). 

Beschrinkt man die Untersuchung also auf eindeutige holomorphe Funk- 
tionskeime, so gibt es reduzible analytische Mengenkeime in ©, die normal 
in © im Sinne der Definition 5 sind. 

5.6. Nun soll durch ein Beispiel gezeigt werden, daB Satz 7 in bestimmtem 
Sinne die bestmégliche Aussage enthilt, die i. a. nicht verscharft werden kann. 

Beispiel 2. Es seien d>2 und 0 mit 0< 9 < d—2 vorgegebene ganze 
Zahlen. In einem hinreichend hochdimensionalen €, gibt es einen d-dimen- 
sionalen Primkeim M¢ in © mit folgender Eigenschaft: Auf M¢ existiert ein 
holomorpher (und sogar eindeutiger) Funktionskeim /, der in allen Punkten 
von M¢ eine holomorphe Spurfunktion ist mit Ausnahme der Punkte eines 
o-dimensionalen analytischen Mengenkeims A®c M‘*; es ist jedoch / nicht 
holomorphe Spurfunktion auf M¢ in © (und keinem Punkte von A?). 

Es sei p irgendein o-dimensionales Primideal des Potenzreihenringes J4_, x 
mit der Basis a,(x),-,,...,@,(2)g-,;. Nun werde im Nullpunkte © des 
n= d+r+ 1-dimensionalen Raumes €,, der folgende Primkeim M¢ definiert: 


a= t? : 
(26) Ta+i= e, 


a414+4= a,(x)4-,@ 7) ee 
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M¢ ist in allen Punkten mit x,+0 normal, weil diese Punkte gewéhnlich 
fiir M¢ sind. Jeder holomorphe Funktionskeim / in © auf M¢ besitzt eine ein- 
deutige Potenzreihendarstellung : 


oo 


(27) f= 3 mA (z)a-1" My Lé-12- 


n=O 


Es ist f eine holomorphe Spurfunktion in © genau dann, wenn es eine Potenz- 


reihe F(2,,..., 2,) (1, gibt, die nach dem Einsetzen der Funktionen (26) 
die Entwicklung (27) ergibt. Nun sei / von der folgenden einfachen Gestalt : 
(28) f = m3(*)a-1@ . 


Diescr Funktionskeim ist eindeutig auf M¢. Offenbar kann f in © nur die Spur 
einer Funktion: 


(29) F ~ Pr(*)a—1%asasr>» Pal®)a-16 La-17. 
= 


sein und ist sie genau dann, wenn gilt: 
r 
(30) DL i(®)a-1 G(Z)a-1 = Ns(%)a-1» 
A=1 


d. h. wenn 7, zum Ideal p gehért. Die Gleichungen: 
(31) @,(z),-,= 0, A=l,...,r, 


definieren zusammen mit x2g= 0, 744,;= 0,..., ,= 0 auf M4 einen o-dimen- 
sionalen analytischen Mengenkeim A¢c M¢. Es ist f eine holomorphe Spur- 
funktion in allen Punkten von M4— Ae, weil die Gleichung (30) in allen 
Punkten ciner Umgebung des Nullpunktes (0),_,, die (31) nicht erfiillen, sicher 
holomorph auflésbar ist. Wenn nun 7, kein Element von p ist, so ist / keine 
holomorphe Spurfunktion in ©. Setzen wir z. B. y,= 1, so gilt sogar: f ist in 
keinem Punkte von A? eine holomorphe Spurfunktion. 


§ 6. Das globale Spurproblem 


6.1. In den §§3, 4 und 5 ist das lokale Spurproblem behandelt worden. 
Die Verallgemeinerung der Methode des § 3 auf die Untersuchung des globalen 
Problems (vgl. Einleitung) ist ohne Schwierigkeiten méglich, wenn die fol- 
genden vier Ergebnisse beriicksichtigt werden: 

Es sci D ein analytisches Polyeder auf einer Steinschen Mannigfaltigkeit X. 
I(%) sei der Ring der in B holomorphen Funktionen. M sei eine analytische 
Menge, die in einer Umgebung von auf & definiert ist. 

(A) Das Ideal von M besitzt eine endliche Basis?°). 

(B) Ist die auf M holomorphe Funktion f eine holomorphe Spurfunktion 
in jedem Punkte von M, so gibt es eine Funktion aus J(%), deren Spur auf M/ 
gleich f ist 2). 
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(C) Es sei M = M®¢ rein d-dimensional. Es gibt eine ,,Nennerfunktion”™ 
D €1I(P), so daB jede auf M4 holomorphe Funktion / eine Darstellung f= Q,/D) 
mit Q,¢ I(%) besitzt??). 

(D) Die Idealgarbe des adjungierten Ideals 9. Stufe einer kohirenten 
Modulgarbe in J ist koharent**). 

Aufbauend auf diesen Tatsachen kénnen simtliche Ergebnisse des § 3 auf 
die Theorie der Spurprobleme der analytischen Menge M iibertragen werden. 

6.2. Grundlegend ist der folgende Satz, der aus den Resultaten (A), (B), 
(D) in 6.1 folgt: 

Satz 2a. Es sei M eine analytische Menge in der Umgebuing des analytischen 
Polyeders G auf der n-dimensionalen Steinschen Mannigfaltigkeit R. Die 


irreduziblen Komponenten von M seien M44, 2 — 1, ..., 7. Es sei p = (py,.... P,) 
ein Vektor mit p,<1(D) und p,+= 0 auf M%. Es sei 0 eine ganze Zahl mit 
0S oes n—1. Dann gibt es Funktionen g< 1(D), vy = 1,..., &, 80 dap dic 
analytische Menge: 

(32) gf=0, v=1,...,4, 


eine Dimension <= 0 besitzt, und so daB gilt: Die Spur auf M einer mit dem 
Nennervektor p gebildeten meromorphen Funktion f = (q,/p,,.. -. 9,/P,), W& T(D). 
ist dann und nur dann eine holomorphe Spurfunktion in allen Punkten einer 
Menge, welche aus M entsteht durch Herausnahme der zu M gehérigen Punkte 
einer o-dimensionalen in einer Umgebung von Y fast diinnen Menge, wenn fiir 
v= 1,...,8, die Funktion {-g@ Spur auf M einer Funktion aus I(D) ist. 


6.3. Wahlt man als A. Nennerfunktion p, (A= 1,...,r) fiir den rein 
d,-dimensionalen Bestandteil M“% von M eine Funktion D,, welche fir M” 
die Eigenschaft (C) in 6.1 besitzt, und nimmt man 0 < Min(d,, d,, . . ., d,)— 2, 


so erhalt man anstelle von Satz 4 das folgende Resultat : 

Satz 4a. Es sei M eine analytische Menge in der Umgebung des analytischen 
Polyeders® auf der Steinschen Mannigfaltigkeit R. M habe die reindimensionalen 
Bestandteile MY, 4=1,...,r. Es sei o eine ganze Zahl mit 0<o0- 
< Min(d,, d,,...,d,)— 2. Es gibt Funktionen g¢ I1(D), » = 1, ..., 8,, 80 dap 
die analytische Menge mit den Gleichungen (32) eine Dimension < 0 hat und 
so daB gilt: Eine auf M holomorphe Funktion ist dann und nur dann eine holo 
morphe Spurfunktion in allen Punkten von M mit Ausnahme der Punkte, dic 
zu einer o-dimensionalen, in einer Umgebung von D analytischen Menge gehoren, 
wenn f - g\ Spur auf M einer Funktion aus I (BD) isi 

Ganz ahnlich lassen sich die aus den Satzen 2 und 4 abgeleiteten Satze 3 
und 5 fiir die analytische Menge M des analytischen Polyeders DB um 
formulieren. 

6.4. Ist M eine analytische Menge in der Steinschen Mannigfaltigkeit R 
so gelten die Resultate 6.1—6.3 in jeder offenen Teilmenge von %, die relativ 
kompakt in ® ist. 

*) [6], S. 264. 
*3) Mitteilung von Herrn GraveERrT am 19. 5. 59. 
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Uber eine Verallgemeinerung des Jordanschen 
Kurvensatzes auf zweifach geordnete Mengen*) 
Von 
U. Lorreen und K. Wagner in K6éln 
Kar Dérce zum 60. Geburtstage 


Einleitung 

Zum ersten Male hat wohl F. Rresz das Problem gestellt, Satze iiber 
Gebietsteilungen in mehrfach geordneten Mengen zu beweisen. In seiner 
Arbeit?) ,,0ber mehrfache Ordnungstypen I“ werden Satze iiber Approxima- 
tionen einer Gebietsgrenze mit Hilfe von Polygonen bewiesen, jedoch unter der 
einschrankenden Voraussetzung, daB alle Elemente der Gebietsgrenze zu- 
ganglich, und zwar von der gleichen Zuginglichkeit sein sollen*). Die vor- 
liegende Arbeit enthalt keine Voraussetzungen tiber die Zuginglichkeit der 
Elemente in der betrachteten zweifach geordneten Menge. Zugelassen werden 
auch zweifach geordnete Mengen, die (als topologische Réiume aufgefaBt) nicht 
metrisierbar sind). Gleichzeitig ergibt sich hierdurch also ein ,,nicht me- 
trischer*‘ Beweis des Jordanschen Kurvensatzes. Vorausgesetzt wird lediglich, 
daB die beiden Koordinatenmengen im Dedekindschen Sinne stetig und ohne 
Endelemente sind. Diese Voraussetzung ist auch notwendig, da im Falle von 
Liicken bei topologischen Abbildungen selbst nicht einmal die Dimension 
invariant ist und im Falle von Spriingen oder Endelementen die Anzahl der 
,getrennten Gebiete“ gréBer und auch kleiner als zwei sein kann. 

Im § 1 wird der Raum &, fiir den der Satz bewiesen wird, niher bestimmt. 
Dann wird der Begriff der Jordankurve in diesen Raéumen eingefiihrt. Im 
Gegensatz zur Definition der Jordankurve in den axiomatisch bestimmten 
Raumen‘) kann hier (ahnlich wie in der Euklidischen Ebene) die Jordankurve 


*) Vgl.U. Lérreen: Diss. Kéln 1952 und J. ber. dtsch. Math. Ver. 57, Abt. 2, 8. 23 (1955). 

1) Math. Ann. 61, 406—421 (1905). 

*) Ein Element p € ® heiBt nach Riesz (vgl. 8. 410) zuganglich, wenn es eine Ordnungs- 
zahl «, und eine Folge von Umgebungen U,(p), U,(p),..-, Uz(p),..-, (mit « < a») gibt, 
so daB der Durchschnitt simtlicher U,(p) der Folge nur aus p besteht und U,(p) 2 Ug(p) 
fiir je zwei Glieder der Folge mit « < gilt. Die zur kleinsten Ordnungszahl «po, fiir die es 
eine solche ,,nach p konvergierende“ Folge von Umgebungen um p gibt, gehérende 
Machtigkeit heiBt die Zuganglichkeit von p. 

’) Eine zweifach geordnete Menge, deren Koordinatenmengen stetig und ohne End- 
elemente sind, ist nur dann metrisierbar, wenn jede der beiden Koordinatenmengen 
denselben Ordnungstyp wie die Menge der reellen Zahlen hat. Vgl. Math. Ann. 134, 33—40 
(1957). 

*) Vgl.O. Vesten: Trans. Amer. math. Soc. 5, 343—384 (1904); 6, 83—98 (1905); 
14, 65—72 (1913). — Moore, R. L.: Trans. Amer. math. Soc. 16, 27—32 (1915); 17, 
131—164 (1916); 20, 168—178 (1919); Fund. Math. 25, 13—28 (1935). — Lennes, N. J.: 
Amer. J. Math. 38, 287—326 (1911). — Wooparp, D. W.: Fund. Math. 18, 121—145 (1929). 
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als topologisches Bild eines ,,Bezugsraumes‘ definiert werden. Wegen der 
Allgemeinheit unserer Raume % brauchen die ,, Bezugsmengen‘‘ zweier Jordan- 
kurven (sogar solcher desselben Raumes &) nicht von demselben Ordnungstyp, 
nicht einmal von derselben Machtigkeit zu sein. Wie in zahlreichen Beweisen 
des Jordanschen Kurvensatzes fiir die Euklidische Ebene werden auch hier 
(im §2) Streckenziige in der zweifach geordneten Menge eingefiihrt, die ein 
wichtiges Beweismittel liefern. Die ,,Anschaulichkeit spaterer Hilfsbetrach- 
tungen wird erhéht durch Verwendung eines der Quadratteilung der Ebene ®) 
entsprechenden Begriffes des Gitters. Ein letzter vorbereitender Paragraph (§3) 
bringt weitere Hilfssatze, Def. 4 eine formale Charakterisierung des Inneren und 
AuBeren einer Jordankurve. Im §4 wird der Satz fiir die offenen Jordan- 
kurven (Jordanbégen), im § 5 fiir die geschlossenen Jordankurven bewiesen. 


§ 1. Jordankurven in X 


Im folgenden verstehen wir unter R das topologische Produkt zweier ein- 
fach geordneter®), (im Dedekindschen Sinne) stetiger Mengen R® und R®), die 
weder ein erstes noch letztes Element haben sollen und in denen unter einer 
Umgebung eines Punktes pO<R (i = 1,2) jedes dieses p“ enthaltende 
offene Intervall von R® verstanden.werde’). Wir nennen eine Teilmenge von R 
eine Strecke i-ter Art, wenn ihre Projektion auf RX ein abgeschlossenes 
Intervall von R® ist und die Projektion auf NR” (j + i) aus einem Punkt be- 
steht. Wir bezeichnen Strecken i-ter Art mit s. Analog seien Geraden und 
Halbgeraden i-ter Art von ® definiert. Werden im folgenden Teilmengen eines 
topologischen Raumes als topologische Raiume betrachtet, so verstehen wir 
darunter Relativraume des betreffenden Oberraumes. Da R@ und Re) stetig 
sind, kann ahnlich wie in der Ebene der Heine-Borelsche (berdeckungssatz fiir 
RN bewiesen werden: 

(1.1) Hine Menge MCR ist dann und nur dann kompakt, wenn sie ab- 
geschlossen und beschréinkt®) ist. 

Es ist unser nachstes Ziel, die offenen und geschlossenen Jordankurven 
in RN mittels topologischer Abbildungen zu definieren, deren Urbildmenge 
jeweils ein gewisser ,,Bezugsraum™ ist und deren Bildmenge in & liegen soll. 


5) Gemeint ist hiermit das Verfahren von G. Runag, Acta math. 6, 229—244, mittels 
einer quadratischen Teilung der Ebene Polygone zu konstruieren, die eine vorgegebene 
Punktmenge der Ebene approximieren soilen. Dieses Verfahren ist in vielen Beweisen des 
Jordanschen Kurvensatzes angewandt worden. Vgl. 8.-B. bayr. Akad. Wiss. 1915, 27—52: 
1922, 187-212; Math. Ann. 59, 129—160 (1904); Math. Z. 1, 329—337 (1918); 41, 396 bis 
401 (1936). 

*) Geordnet gebrauchen wir immer im Sinne von vollstandig geordnet. 

7) Wir nennen auch R® (i = 1,2) und jede offene Halbgerade von R ein offenes 
Intervall von RX. Dagegen soll jedes abgeschlossene Intervall von R® und R® zwei End- 
punkte besitzen. Unter einem Intervall von R verstehen wir jedes mengentheoretische 
Produkt aus einem Intervall von R® mit einem Intervall von R®. 

8) Eine Menge M C & heiBt beschrankt, wenn es ein abgeschlossenes Intervall 3 von R 
gibt mit 2 C 3. Wir setzen im folgenden stets voraus, daB die betrachteten Mengen nicht 
leer sind. 
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Def. 1. (a) Es sei Me eine geordnete, stetige Menge, worin o die Ordnungs- 
relation von MN bedeute. Wir nennen Me eine lineare Bezugsmenge, wenn sie ein 
erstes Element a und ein letztes Element b besitzt und a + b gilt. Besitzt Me ein 
erstes und kein letztes Element oder ein letztes und kein erstes Element, so nennen 
wir Me eine zyklische Bezugsmenge. (b) Durch Erklérung folgender Umgebungen 
in Me erhdlt man aus einer linearen bzw. zyklischen Bezugsmenge IM’ einen 
linearen bzw. zyklischen Bezugsraum M®): Ist c © M kein Endpunkt von Me, 
so nennen wir jedes offene Intervall von M? um c eine Umgebung von c. Ist 
Me = a, b>) eine lineare Bezugsmenge mit den Endpunkten a und b, so nennen 
wir jedes Intervall <a, c) bzw. (c,b) von Me mit c € (a,b) eine Umgebung von 
a bzw. b. Ist schlieBlich Me? eine zyklische Bezugsmenge mit dem ersten bzw. letzten 
Element a bzw. b, so nennen wir jede Menge WM — (c,d) mit c+ a bzw. d +b 
eine Umgebung von a bzw. b. 

Hat man insbesondere einen Bezugsraum IN mit M ¢ NR, so muB zwischen 
Mm) und dem durch das Umgebungssystem von RN aus M erzeugten Relativ- 
raum IN unterschieden werden. 

Def. 2. Hat man eine lineare bzw. zyklische Bezugsmenge ©° mit € © R, 
so nennen wir © eine offene bzw. geschlossene Jordankurve, wenn die identische 
Abbildung von €@ auf €™ stetig ist. 

Jede Jordankurve ist kompakt in N und nach (i.1) also abgeschlossen 
und beschrankt. Einer Jordankurve € kann man stets verschiedene, jeweils die 
Menge € als Jordankurve ,,qualifizierende‘‘ Ordnungsrelationen zuordnen. Es 
ergibt sich aber leicht folgende Ubersicht iiber sémtliche zu derselben Jordan- 
kurve gehérenden Ordnungsrelationen (Ordnungstypen): Zu jeder offenen 
Jordankurve € gehéren genau je zwei Ordnungstypen g und 9~'. Hieraus folgt, 
daB die beiden Endpunkte einer offenen Jordankurve € eindeutig durch € be- 
stimmt sind. Ist dagegen € eine geschlossene Jordankurve, so gibt es zu 
jedem Punkt p¢ € je genau zwei zu € gehérende Ordnungstypen mit dem 
ersten Element (Anfangspunkt) p (analog mit dem letzten Element p). Die 
Auszeichnung eines Punktes p¢€ als Anfangs- oder Endpunkt einer ge- 
schlossenen Jordankurve € ist also willkiirlich. Aus der Stetigkeit der Bezugs- 
mengen folgt leicht: 

(1.2) Ist der Durchschnitt einer offenen Jordankurve € mit einer abgeschlos- 
senen Menge ACR nicht leer, so existieren zwei eindeutig bestimmte (nicht not- 
wendig verschiedene) Punkte von € -\A, die bei jedem der beiden Ordnungstypen 
von € als erster bzw. letzter gemeinsamer Punkt von A und € auf € angetroffen 
werden. Ist dagegen € geschlossen, so gibt es zu jedem p © € und jedem der beiden 
zu € mit dem Anfangspunkte p gehérenden Ordnungstypen je genau einen ersten 
gemeinsamen Punkt von A und € auf €. 

Ahnlich wie in der Ebene kénnen Jordankurven zerlegt bzw. umgekehrt 
endlich viele offene Jordankurven, falls die naheliegenden Voraussetzungen 
hierzu erfiillt sind, zu einer offenen oder geschlossenen Jordankurve zusammen- 
gesetzt werden. Es folgt dann leicht: 

(1.3) Hat man eine Uberdeckung einer Jordankurve mit offenen Intervallen 
von R, so gibt es hierzu stets eine Zerlegung der Jordankurve in endlich viele 
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offene Jordankurven ©,, .. ., €,, 80 daB jedes €, (vy = 1, ..., n) in je mindestens 
einem Intervall der Uberdeckung als Teilmenge enthalten ist. 


§ 2. Streckenziige 


Jede Strecke s von & ist eine offene Jordankurve. Wir nennen eine offene 
bzw. geschlossene Jordankurve 7’ einen offenen bzw. geschlossenen Streckenzug, 
wenn es eine Zerlegung von T' in endlich viele Strecken gibt. Ist Z ein offener 
Streckenzug, so bedeute Z die Menge saimtlicher von den beiden Endpunkten 
von Z verschiedener Punkte von Z. Wir denken uns einen geschlossenen 
Streckenzug 7' (fest) vorgegeben. Es sei s,, 8, ..., 8, eine Zerlegung von 7, 
wobei also s, /\ 8, und s,s, , , fir y = 1,..., — 1 aus je einem gemeinsamen 

<ndpunkt der beiden betreffenden Strecken besteht. Wir kénnen_hierbei 
voraussetzen, daB die beiden Strecken cines jeden dieser n benachbarten 
Streckenpaare von T7' von verschiedener Art sind. Wir setzen noch s, ,,= 8 
und 8)= 8,. Es sei p ein Punkt von &, der nicht auf T liege. h sei die ,,rechte“ 
Halbgerade von R mit dem Endpunkte p. Wir sagen dann, s, liefert (in p) 
den /’- Beitrag 0 bzw. 1, wenn A mit 8, keinen bzw. genau einen Punkt gemein- 
sam hat. Gilt dagegen s, C h, so sagen wir, s, liefert (in p) den /’-Beitrag 0 
bzw. 1, wenn s,_, und s,,, auf derselben Seite von A bzw. auf verschiedenen 
Seiten von h liegen. 

Def. 3. Man habe einen geschlossenen Streckenzug T': 8,, 8, . . ., 8, (vgl. oben) 
und einen Punkt p©¢R— T. Wir verstehen dann unter der Charakteristit von 
T in p, in Zeichen I'(T, p), die Summe der I’- Beitriige von 8,, 83, ..., 8, in p 
modulo 2. Wir sagen, p liegt innerhalb bzw. auBerhalb T, wenn ['(T, p) = 1 
bzw. = 0 gilt. Wir bezeichnen die Menge sdmtlicher innerhalb bzw. auBerhalb T 
liegender Punkte von R mit I(T) bzw. A(T). Wir nennen I(T) das Innere, 
A(T) das Aufere von T. 

Offenbar folgt: 1(7) -\ A(T) = R— T und I(T) A(T) = ©. Besteht 7 
speziell aus vier Strecken, so ist J(7') gleich dem durch T begrenzten offenen 
Intervall von X. Bevor wir einige Hilfssitze tiber die Charakteristik beweisen, 
fiihren wir noch folgende Hilfsbegriffe ein: Wir verstehen unter dem durch die 
Streckenziige Z,,Z,,...,Z, erzeugten Gitter, in Zeichen G(Z,,...,Z,) = G, 
die Vereinigungsmenge saimtlicher (endlich viclen) Geraden von &, die durch 
mindestens einen Endpunkt der Strecken von Z,, Z,, . . .,Z, hindurchgehen. 
(/ zerlegt offenbar % in offene Intervalle von R. Wir nennen diese die Maschen 
von G. G@ selber wird durch seine Eckpunkte (-- Schnittpunkte der Geraden 
von G) in bestimmte Geradenstiicke (die Eckpunkte nicht mit dazugerechnet), 
die wir die Kanten von G@ nennen, zerlegt. Wir verstehen dann unter der 
Gitterumgebung Ugiz,..z,)(p) — Ug(p) eines Punktes p ¢, falls p nicht 
auf G, also in einer Masche von @ liegt, diese Masche oder, falls p auf ciner 
Kante von G liegt, die Vereinigungsmenge aus dicser Kante und den beiden 
anliegenden Maschen von @ oder, falls p ein Eckpunkt von @ ist, die Ver- 
cinigungsmenge aus p und den anliegenden vier Kanten und vier Maschen 
von G, Nach Definition der /'-Beitriige folgt zunachst : 
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(2.1) Ist T ein geschlossener Streckenzug, so gilt fiir jeden Punkt p< R — T 
und jeden Punkt q € Ugiy(p): ['(T, q) = (7, p). 

Aus (1.1) und (2.1) folgt: 

(2.2) Hat eine Jordankurve € mit einem geschlossenen Streckenzug T keinen 
Punkt gemeinsam, so gilt ['(T, €) = const (das soll heiBen: ['(T, p) = ['(T, q) 
fiir je zwei Punkte p, q € €). 

Hieraus folgt weiter mittels der /'-Beitrage : 

(2.3) Ist s eine Strecke eines geschlossenen Streckenzuges T und hat man 
einen Punkt p € 8, so gilt fiir die beiden offenen Teilintervalle U' und U" von 
Vein (p), m die Ugep(p) durch 8 zerlegt wird: U' VU" = Ugyn(p) —s. 
I(T, p') = ['(T, 7) fiir je zwei Punkte p', q'¢ U', F(T, p'’) = F(T, 7’) fiir je 
zwei Punkte p,q’ « U", P'(T, p')+ I(T, p”) fiir jedes p'€ U' und jedes 
p’e U". 

Weiter gilt: 

(2.4) Hat man einen geschlossenen Streckenzug T', so sind I(T) und A(T) 
zwei Gebiete von R mit dem gemeinsamen Rand T. 

Beweis: Nach (2.3) sind J(7') und A(T’) nicht leer. Nach (2.1) sind sie 
offene Punktmengen von R. Da R — 7’ aus endlich vielen Maschen, Kanten 
und Eckpunkten von G(7') besteht, sind 7(7’) und A(7’) nach (2.1) und (2.2) 
zusammenhangend. Nach (2.3) ist 7’ der gemeinsame Rand von J (7') und A(7’). 

2.5) Hat man zwei geschlossene Streckenziige T, und T, mit T,° T,\ 1(T,) 
so folgt: 1(T,) ¢ I(T,). 

Beweis: Aus 7,7 A(T,) = © folgt nach (2.2) und (2.4) A(T) © A(7)). 
nach (2.3) also 1(7',) ¢ [(T,). 

Ferner gilt folgender Hilfssatz tiber die Additivitat der Charakteristik : 

(2.6) Hat man drei offene Streckenziige S,, S,, S, mit denselben beiden End- 
punkten und sind S,, S,, S, disjunkt (d.h. 8, S, = 8,0 8, = Sy Sy= O). 
so folgt: ['(S, US, p) + ['(S8,U Sy, p) = (8, Ss, p) fiir jeden Punkt 
PS R— (S, VU 8S, U S;). 

Beweis: Zum Gitter G = G(S,, S,, S,) betrachten wir U,,(p). Dann gibt ex 
ein g € Ug(p), dessen rechte Halbgerade A von RN keinen Eckpunkt von ( trifft 
Nach (2.1) diirfen wir q statt p in (2.6) betrachten. Da die /'-Beitrige der 
Strecken von S, in der Summe von (2.6) doppelt gezaihlt werden, folgt (2.6). 

Insbesondere ergibt sich: 

(2.7) Gilt 8, ¢ 1(8, U S,) im Hilfssatz (2.6), so folgt: 1(S8,\/ Ss) U 1(8_.U Ss) 

I(8, U S,) —_ 8, und I(S8, U S;) tN I(S, U S;) =O. 

Beweis: Nach (2.5) folgt zunachst J(S8, U S,) 2 1(8,\U 83) U I(S, U 83). 
Umgekehrt liefert (2.6): 1(8,.U S,) — 8, ¢ 1(8; U S83) UT(S8,.U Ss) und 
T(8, U 83) 0 1(8, U 83) = ©. 

SchlieBlich ergibt sich : 

(2.8) Hat man im Hilfssatz (2.6) weiter einen offenen Streckenzug S,, von 
dessen Endpunkten der eine auf S,, der andere auf S, liegt, und liegen S, und S, 
im Auferen von 8, VU Sz, 80 folgt: 8,7 Sy + O. 

Beweis: Nach (2.4) existiert ein offener Streckenzug S mit S © 1(S8, v 8,). 
von dessen Endpunkten der eine, etwa a, auf S,, der andere b auf S, liegt. 
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Wir nehmen zunachst an, es sei S, ¢ A(S, U S,). Wegen a € 5,7 S ergibt (2.2) 
dann S¢ A(S, u S,) und (2.6) liefert wegen S¢1(S, U S,) weiter SCI(S8, U 85). 
Wegen b¢ S,7\ S folgt dann §,¢ 1(S, U S,). Es gilt also entweder 8, ¢ 1(S8, U Ss) 
oder S,¢ 1(S, \ S,). Aus Symmetriegriinden diirfen wir S,¢ 1(S, U 83) vor- 
aussetzen. Der auf S, liegende Endpunkt von S, befindet sich nach (2.7) dann 
aber in A(S, U S,). Dagegen verlauft S, bei seinem auf S, liegenden Endpunkt 
nach (2.6) in J(S,U S;). Nach (2.2) trifft also S, den Streckenzug S, U Ss. 
Folglich ist 8, S,+ © wegen 8, S,= 0. 

Sind a und 6 durch zwei offene Streckenziige S, und S, verbunden und 
besteht der Durchschnitt der beidea an a dsgl. an b liegenden Strecken von S, 
und S, nur aus dem einen Punkt a bzw. b, so ist in jedem p ¢ S, U S, der 
[’-Beitrag jeder Strecke von 8S, S, eindeutig bestimmt, wobei das an a 
desgl. an b liegende Streckenpaar von S, und S,, falls es aus Strecken gleicher 
Art besteht, jeweils nur als eine Strecke von S, US, gezihlt werden soll. 
Wir verstehen dann unter /"(S, UV S,, p) die Summe der /’-Beitrige in p, 
modulo 2 genommen, samtlicher Strecken von S, VU S,. Etwas allgemeiner 
als (2.2) und (2.6) folgt dann leicht: 

(2.2’) Sind a und b durch zwei offene Streckenziige S, und S, verbunden und 
besteht der Durchschnitt der beiden an a desgl. an b liegenden Strecken von 8S, 
und S, nur aus a bzw. b, so folgt: (8, S,, €) = const fiir jede mit 8S, US, 
punktfremde Jordankurve ©. 

(2.6’) Sind a und b durch drei offene Streckenziige S,, S, und S, verbunden 
und sind hierbei die drei an a desgl. an b liegenden Strecken von S,, S, und Sg, 
nach Abzug des gemeinsamen (trivialen) a bzw. b, disjunkt, so folgt: 
P(S, U 82, p) + P(S, U 8s, p) = P(S, U Ss, p) fiirjedes p € R — (8S, 8, Ss). 


§ 3. Weitere Hilfssitze 


Wir nennen ein Gebiet von X (kurz) ein 7'-Gebiet, wenn es gleich dem 
Inneren eines geschlossenen Streckenzuges ist. Im folgenden werden wir 
T-Gebiete als Elemente von Uberdeckungen einer Jordankurve benutzen und 
mit ihrer Hilfe Inneres und AuBeres einer geschlossenen Jordankurve defi- 
nieren. Man habe n 7-Gebiete F,= J(T,), y= 1,...,n. Wir nennen einen 
Punkt péeR einen X-Punkt von F,,...,F,, wenn fiir das Gitter 


G(T,,..., T,) = @ der Durchschnitt von UF, mit Ug(p) aus genau zwei 


Maschen von @ besteht und diese beiden Maschen nicht nebeneinander liegen. 
Wir nennen F,,..., F,, schlicht, wenn kein Punkt von ® ein X-Punkt von 
F,,...,F, ist. Zunachst folgt leicht: 

(3.1) Hat man eine Uberdeckung einer abgeschlossenen Menge A mit n 
T-Gebieten F,,..., F,, so gibt es zu jedem F, (vy = 1,...,n) ein T-Gebiet Fc F, 
derart, dap Fj,..., Fi, schlicht sind und auch noch A iiberdecken. 

Jede Kante eines Gitters @G, die zwei Endpunkte besitzt, nennen wir, mit 
Einschlu8 der beiden Endpunkte, eine Gitterstrecke von G. Hat man n 
T-Gebiete F,= I(T,), v= 1,...,”, so nennen wir eine Gitterstrecke von 
G(T,,..., T,) = @ eine Randgitterstrecke von F,,...,7,, wenn genau eine 
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der beiden an dieser Strecke liegenden Maschen von G zu U , F, gehért. Dann 
gilt: 

(3.2) Sind die T-Gebiete F,= 1(T,), v= 1, ..., n, schlicht und ist ihre Ver- 
einigungsmenge susmmmenhingens, 80 yim es ein ( eindeutig bestimmtes ) T'-Gebiet 


P=1(T) mit: T¢ uO T, und uO F,¢ P. Genauer folgt: Die Randgitterstrecken 


von F,,...,F, bilden bestimmte disjunct, geschlossene Streckenziige, und T ist 
unter dicten derjenige Streckenzug, der jeden anderen von thnen in seinem Inneren 
enthdlt. 

Beweis: Ist s eine Randgitterstrecke von F,,..., F,, mit den Endpunkten p 


n 
und q und denken wir uns die zu 8 F,, gehérenden Maschen der Gitterum- 


gebung U,(p) schraffiert, so sind, da F,,..., F,, schlicht sind, nur drei durch 
die folgenden Figuren erlauterten Fille méglich: 





Pee we 
a ‘oe 
= 
Fig. 1 Fig. 2 
Die Randgitterstrecken von F,,..., F, bilden also bestimmte disjunkte, 


geschlossene Streckenziige. Unter diesen gibt es einen Streckenzug 7’, der eine 
am weitesten rechts in R liegende Randgitterstrecke enthalt. Nach (2.3) folgt 


n n 
dann 1(7) 7 As F,+9. Da UY iP zusammenhangend ist, folgt nach (2.2) 


U F,c I(T). Somit liegt nach (2.1) und (2.3) jedes 7, (v = 1, ,n) in 


? J (2), Also befinden sich die nicht auf 7 liegenden hciadilidiaabeli 
im Innern von 7. 

Wir sagen, die sengen M,,...,M, bilden (in dieser Reihenfolge) eine 
offene Kette, wenn M, 7 M,., + © und M, 1M, © fiir jedes y= 1,...,n—2 
und jedes u > v + 2 (us n) gilt. Dagegen nennen wir M%, . . ., M,, (in dieser 
Reihenfolge) eine geschlossene Kette, wenn n => 3, M,/ M, ., + © fiir jedes 
yv=l1,....n—l1, MaM+O0 und mM, ; M,, -© fiir je zwei Zahlen 
lsv<psnmit 2< ~—v<n—2 gilt. Wir nennen eine Kette /,, ye 
von T-Gebieten F,= 1(T7,) schlicht, wenn F,,< . ., F,, schlicht sind. none folgt 

(3.3) Man habe eine offene, schlichte Kette Pr, F,, F,. Man betrachte das nach 
(3.2) hierzu gehérende T. Dann gibt es eine Zerlegung von T in zwei offene 
Streckenziige S’ und 8S” mit 8’ F,= © und 8S" F,= ©. 

Beweis: Wir kinnen wegen F, > F, =.© voraussetzen, daB 7 sowohl mit 7, 
als auch mit 7 je mindestens zwei Punkte gemeinsam hat, da sonst unsere 
Behauptung trivial ist. Es sei p ¢ T -\ 7, als Anfangspunkt von T fest gewahlt. 
Dann gibt es auf 7 (von p aus gerechnet) nach (1.2) zwei erste gemeinsame 
Punkte a + 6 von 7 mit 73. a und b zerlegen 7 in zwei offene Streckenziige 








122 U. Lérraen und K. Wacner: 


P und Q, wobei p ¢ P sei. P hat dann mit F, nur seine Endpunkte a und b 
gemeinsam. Wir behaupten: QF, = ©. Wir nehmen entgegen dieser Be- 
hauptung an, es existiere ein g € Q@7 7. Wegen der Schlichtheit von F,, F, 
kénnen wir voraussetzen, daB q kein Eckpunkt von 7’, ist. Nach (2.4) existiert 
dann ein p mit q verbindender offener Streckenzug S mit S ¢ F,. p und q 
zerlegen 7 in zwei offene Streckenziige Y und Z, wobei wir die Bezeichnung 
so wahlen, daB a € Y und b ¢ Z sei. Wir betrachten die geschlossenen Strecken- 
ziige S. Y = Y, und SZ = Z,. Dann wiirde im Gitter G(7, 8S) = G nach 
(2.3) und (2.7) fiir jeden Punkt p,¢ FP, Ug(a) und q,¢ F; 0 Ug (b) aus Fc F 
folgen: [°( Yo, ps) = [°(Z, Gg) = 1 und nach (2.6) ['( Yo, ps) + ['( Yo, gg). Ein 
{nach (2.4) existierender] p, mit q, innerhalb F, verbindender Streckenzug 
wiirde somit Y,, also (wegen F,¢ F und Y - F = ©) S treffen im Widerspruch 
zu F, \ F,= ©. Es gilt also Q> F,= ©. Zusammen mit P > F,= {a, b} folgt 
leicht (3.3). 

Weiter gilt: 

(3.4) Man habe eine Uberdeckung einer offenen bzw. geschlossenen Jordan- 
kurve € mit n offenen Intervallen 3,. . .., 5, von R. Dann gibt es eine Zerlegung 
von € in l offene Jordankurven ©,,...,€, und eine offene bzw. geschlossene, 
schlichte Kette F,,...,F, von T-Gebieten F,= I(T) derart, daB €,° F, fiir 
jedes A=1,...,1 gilt und jedes F, (A= 1,...,1) in wenigstens einem 3,, 
(1 <= », < n) als Teilmenge enthalten ist. Ist k eine natiirliche Zahl, so kann die 
Kette hierbei so bestimmt werden, dap l= k gilt. 

Beweis: Wir kénnen leicht NV > k + 3 offene Teilintervalle 3;,..., Ty der 
vorgegebenen 93,,..., 5, so bestimmen, daB 3j,..., 3y, aber kein echtes 
Teilsystem davon, € tiberdeckt. Wir nehmen zunachst an, daB € eine offene 
Jordankurve ist. Dann gibt es weiter, da € kompakt ist, eine aus m > N 
offenen Teilintervallen 3j’,..., 3; von 3j,..., Ty bestehende Wberdeckung 
von €, so daB jede den Anfangs- oder Endpunkt von € enthaltende zwei- 
gliedrige Kette 3;’, 3//, hiervon in je (wenigstens) einem 3) (1 < » = 4) als 


Teilmenge enthalten ist. Nach (1.3) gibt es eine Zerlegung G,,...,€, von € 
mit €,¢ Sy, A=1,..., 1 Wir kénnen hierbei natiirlich voraussetzen, dab 


kein 37’ ein €,  €,,, als Teilmenge enthalt. Aus 1 => N = & + 3 folgt 12> 4. 
l 


Wegen G, ¢ 3j/ und €, YS © gibt es um jedes p « €, eine Umgebung?®) 


U = U(p) mit U ¢ 3%, und 0 \ US, ©. Da ©, kompakt ist, gibt es eine 
aus endlich vielen von diesen Umgebungen bestehende Oberdeckung von €, 
Nach (3.1) und (3.2) existiert also cin 7'-Gebiet P, 1(7,) mit den folgenden 
Eigenschaften: (a,) €, © Py. (b,) Py Ty S Hi, (eq) P, US, ©. Es sei nun 
zu einem A, (1 < A, < 1) fiir jedes A= 1,..., A, ein T-Gebiet F,=1(T,) 


I 
gefunden mit: (a,) €, © F,, (b,) PF, u T, « Ti,, (a) 7; Sie A " €,= 9, 


*) Unter einer Umgebung l’ (p) verstehen wir jedes offene Intervall U von R mit p € U. 
Wir kénnen oben die betrachteten Umgebungen als beschrankt voraussetzen. 
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(d,) 7,\ T,= © fiir jedes A, 9 mit 1 < 9 < 9 + 2<1< A). Ahnlich wie oben 
kénnen wir dann zu ©,,. , ein T-Gebiet P,,, 1= 1(7,,, 1) ae eet ees mit: 


(aa,4 )Ca4 1 SP i,4 1 (ba, yy ey oie COE, ye (Cay4 Past nV = © 


A—1 
und wegen (c,), A= 1,..., Ag—1, mit (d,,, 3) _ in v, T,= ©. Aus (d,), 
bald 2. ss l, (2.2) und (2.3) folgt dann fiir jedes A, 9 mit lso<o+2<Asl 
entweder 1. 1, ¢ F, oder 2. 7, ¢ F, oder 3. (PF, UT,) (FU 7,) = ©. Da 
€, U €,,, weder in 3j/, noch in 5j, , , als Teilmenge enthalten ist, folgt weiter: 
TA Tass +0, A=1,...,l1—1. Dann kann aber wegen (d,), A = 3,..., 1, 
und (2.5) der ]. Fall héchstens nur fir 9 = 1 und 4 = 3 eintreten. Ahnlich folgt 
im 2. Falle: 9 = A— 2 und A = 1. Tritt der 1. Fall ein, so wanes wir F, und F, 


(beide zusammen) wegen 3// U 3i, ¢ 3) und (Fy UP.) A uv (fF, UT,) = 
durch ein F¥ = I(T?) ersetzen mit ©, UG, ¢ FF, Pe U ; te C 3) und 
eT) n Ue, u 1,) = ©. Analog verfahren wir mit F,_, und F,, wenn 


der 2. Fall eintritt. Hiermit erhalten wir zu der Zerlegung €,, €,, bzw. €, W Cy, 
G,,..., €,-,, €,, bzw. €,_, U €, von€ eine offene [mindestens (/ — 2)-gliedrige } 
Kette. Die hieraus (falls X-Punkte vorhanden) mittels (3.1) abgeainderte Kette 
erfiillt (3.4). Ist € eine geschlossene Jordankurve, so zerlegen wir diese zu- 
nichst in zwei offene Jordankurven €’ UC” = €, wobei €’ in einem der 
obigen 3/(v < N) liegen soll. Dann gibt es zu €”’ nach dem pean ser Beweise 


eine offene Kette F,= 1(7,), A= 1, ,l, mit 1>4 und €’n u T,= 0. 

Wir kénnen daher ein P, ,,= = fit. Jiemthdeen te ¢ Poin, r J F105 
ain 

¢ 8 und 7,,,7 vu T,=©. Da P,,, wegen €'¢ F,,, und 1> 4 in keinem 


F,, 2< 4<1—1, als Teilmenge enthalten ist und umgekehrt keins dieser PF, 
wegen N > 4 in FP,,, liegt, bildet F,,..., P,,, eine geschlossene Kette mit 
den in (3.4) genannten Ejigenschaften. 


§ 4. Beweis fiir offene Jordankurven 


(4.1) Ist eine offene Jordankurve € mit einer offenen, schlichten Kette 
F,=1(T,), A=1,...,1, tiberdeckt und ist jedes F, Teilmenge eines offenen 


Intervalles 3, von R (A= 1,..., 1), 80 erfiillt das zu dieser Kette nach (3.2) 
l 
gchérende T: ['(T, p) = 0 fiir jedes p <R— Y, 3. 
Beweis: F,,...,F, bilden offenbar fiir jedes A= 1,...,1 eine offene, 


schlichte Kette. Wir bezeichnen das zu dieser Kette nach (3.2) gehérende 7 
mit 7, und setzen F,— 1(7,). Da jedes T durch die beiden Eigenschaften 
von (3.2) eindeutig bestimmt ist, ist 7,,, gleich dem zur zweigliedrigen 
(schlichten) Kette F,, F,,, nach (3.2) gehorenden T. Aus T, ¢ 3,, T, ¢ 3, und 
pé 3, 13s folgt nach (2.5): 1°(1,, p) =0. Wir nehmen nun an, es sei /"( T,.p)=0 
fiir ein A(2<A4< 1) bewiesen. Ist 1,,,+17,, so bilden P,_,, Fy, Fas, 
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eine offene (schlichte) Kette. Hierzu gibt es nach (3.3) eine Zerlegung von 
T,., in zwei offene Streckenziige S’ und S” mit 8’ F,,,=© und 
S” -\ (P,_, U T,_,) = ©. Hierbei kénnen die beiden gemeinsamen Endpunkte 
a, b von S’ und S” auf 7’, so bestimmt werden, daB sie keine Eckpunkte von 7’, 
sind. Nach (2.4) gibt es dann einen a und } verbindenden Streckenzug S mit 
S¢F,. Wir betrachten die beiden geschlossenen Streckenziige S US’ =S; 
und S _ S’’"= Sy. Aus unserer Induktionsannahme und S; C Pio 7, folgt 
nach (2.5): J” (Sy, p) = 0. Aus (2.5) und Sy, ¢ Fy UF 4,0 3,0 Sas PE, Day 
folgt weiter: /°(S,,;, p) = 0. Nach (2.6) ergibt sich hieraus: (7, ,,, p) = 0. 
Also folgt rf, p)= 0, d.h. rf, p) = 0 fiir das T von (4.1). Nunmehr 
kénnen wir beweisen: 

(4.2) Ist € eine offene Jordankurve, so ist R — € ein Gebiet. 

Beweis: Da € kompakt ist, konnen wir € nach Vorgabe zweier beliebiger, 
nicht auf € liegender Punkte p und q mit endlich vielen offenen Intervallen 


3,,.--, 3, von R so iiberdecken, daB p,q <R— VU 3G, gilt. Dann gibt es nach 
v=1 


(3.4), (4.1) und (2.4) einen p und q verbindenden Streckenzug, der € nicht 
trifft. R — € ist offen, da € abgeschlossen ist. Also ist R — € ein Gebiet. 


§ 5. Beweis fiir geschlossene Jordankurven 


Ist € eine geschlossene Jordankurve und F ein 7'-Gebiet, so nennen wir 
F (kurz) ein F(€), wenn € ¢ F gilt. 

Def. 4. Es set € eine geschlossene Jordankurve und p ein nicht auf € liegender 
Punkt von R. Wir sagen, € hat in p die Charakteristik |(€, p) = 1, wenn pe F (€) 
fiir jedes F (€) gilt. Gibt es dagegen ein F (©) mit p ¢ F(€), so sagen wir, € hat in p 
die Charakteristik I(€,p)=0. Wir nennen die Menge siimtlicher Punkte 
p €«R—EC mit IC, p) = 1 bzw. = 0 das Innere bzw. Auere von € und bezeichnen 
sie mit I(€) bzw. A(C). 

Nach (2.3) und (2.7) gilt p< A(€) dann und nur dann, wenn es ein 
F(€) = 1(T) gibt mit p< A(T). Da es wegen der Beschranktheit von € ein 
F(€) gibt, ist 1(€, p) fiir jedes p «RX — € eindeutig bestimmt. Es folgt also: 
I(€) U A(€C) = R— EC und I(C) mH A(C) = O. Ist € speziell ein geschlossener 
Streckenzug, so folgt offenbar /(€, p) = I (€, p) fiir jedes p ¢ €. Zuniachst gilt: 

(5.1) Liegt p im Innern, q im Auferen einer geschlossenen Jordankurve ©, 
80 trifft jeder Streckenzug, der p mit q verbindet, die Jordankurve ©. 

Beweis: Wir nehmen an, es gibe einen Streckenzug Z,, der p und q ver- 
bindet und € nicht trifft. Dann kénnen wir leicht einen offenen Streckenzug Z, 
konstruieren, der p und g verbindet, € nicht trifft und mit Z, nur die End- 
punkte p und g gemeinsam hat. Wegen /(€, q) = 0 existiert ein F(€) = /(T) 
mit /(7,q)=0. Wegen I(T, p)=1 ergibt sich nach (2.2) Z,. T +0, 
i= 1,2. Nach (1.2) existiert auf Z;, von p aus gereclinet, ein erster gemein- 
samer Punkt a; von Z; mit 7’. a, und a, zerlegen Z,  Z, in zwei offene Strecken- 
ziige, von denen derjenige, der p enthalt, mit S, bezeichnet sei. a, und a, zer- 
legen auch T' in zwei offene Streckenziige S, und S;. Da € innerhalb 8, u 8, 
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liegt, ist nach (2.6) entweder 1(S, UV S,) oder I(S, U S,) ein F(€), woraus 
p € A(€) folgt im Widerspruch zur Voraussetzung von (5.1). Ferner gilt: 

(5.2) Liegen p, + p, in A(G), so gibt es einen p, und p, verbindenden Strecken- 
zug ZC A(G). 

Beweis: Es existieren zwei 7T-Gebiete F,(€) = 1(7,) mit ['(7T,, p,) = 0, 
i=1,2. Da 7, und 7, beschrankt sind, kénnen wir einen Punkt 
q ¢ A(T,) 7 A(T) betrachten. Dann gibt es nach (2.4) einen q mit p, ver- 
bindenden Streckenzug S,;¢ A(T7,), i= 1,2. Dann folgt 8, US, ¢ A(€). 
Also gibt es in A(€) einen p, mit p, verbindenden Streckenzug. Ahnlich gilt: 

(5.3) Liegen p, + p, in I(€), 80 gibt es einen p, und p, verbindenden Strecken- 
zug ZC I(G€). 

Beweis: Da € kompakt ist, gibt es eine Uberdeckung 9,, . . ., 5,, von € mit 


Pr, Pot U 3,. Zu dieser Uberdeckung von € gibt es nach (3.4) eine Zerlegung 


€,,...,€, von € und eine geschlossene Kette F,= 1(7,), A=1,...,1, mit 
1>8,€,¢ F, und F,¢ 3,,,4=1,..., l. Das nach (3.2) zu der Kette F,,...,F, 


gehérende FP =1(T) ist ein F(C). Es sei ac A(T) A (x— 0 3,) . Dann gibt 


es zu jedem (festen) A,= 1,...,1 nach (4.1) einen p, mit a verbindenden 
offenen Streckenzug, der kein F,, A + A,, trifft. Dieser Streckenzug hat, da er 
nach (5.1) € trifft, mindestens zwei Punkte mit 7',, gemeinsam. Er hat also, 
von p, aus gerechnet, einen ersten und einen letzten gemeinsamen Punkt a,, 
bzw. 6, mit 7',1°). Hierbei diirfen wir voraussetzen, daB a,, und b,, keine 
Eckpunkte von 7',, sind. Aus a € A(?f) folgt 6, ¢ fT, A=1,...,1 Nun liegt 
jedes a, auf einer Randgitterstrecke von F,, ..., F, und daher nach (3.2) auf 
einem geschlossenen Rand-Streckenzug von F,, . . ., F;. Diese Rand-Strecken- 
ziige, auf denen unsere a, liegen, sind wegen p,€ I(€) von 7 verschieden und 
1 


enthalten folglich UF im AuBeren. Sie enthalten also nach (2.3) simtlich p, 


im Inneren. Hieraus folgt, daB simtliche a, (A = 1, . . ., 1) auf demselben Rand- 
Streckenzug 7 von F,,..., F, liegen. 7 wird durch a, und a, in zwei offene 
Streckenziige 7” und ‘ia zerlegt, wobei a,¢ 2” sei. Da F,, . . ., F, eine Kette ist, 
ergibt (2.8): 2”. T,;= O und 7” T,= ©. Ahnlich folgt nach (2.8), wenn wir 
T durch b, und 6, in zwei offene Streckenziige 7’ und 7” mit b,¢ 7” zerlegen: 
f -\ T,;= © und 1’ T,= ©. Verbinden wir a, mit b, innerhalb 7’, und a, 
mit 6; innerhalb 7’, durch einen Streckenzug S, bzw. S;, so ergibt sich nach 





1”) Hieraus folgt unter der Voraussetzung /(€) + © unmittelbar ein zweiter Beweis 
von (5.4). Zur Existenz eines inneren Punktes von € vgl. folgende Beweisskizze: c, und c, 
seien zwei verschiedene Punkte auf €. Dann gibt es zwei verschiedene Geraden g, und g, 
von gleicher (1. oder 2.) Art mit c, €g, und c, € g,. c, und ¢, zerlegen € in zwei offene 
Jordankurven €, und €,. g sei eine weitere Gerade gleicher Art wie g, und g,, die ,,zwischen“ 
g, und g, liege. Da wir leicht ,,Rechtecke“ finden kénnen, die mit einer Seite auf g liegen 
und ¢, in ihrem Inneren, dagegen c, im AuBeren enthalten, folgt, daB g sowohl €, als auch 
€, trifft. Denken wir uns g ,,orientiert‘‘, so gibt es also auf g einen letzten gemeinsamen 
Punkt c’ bzw. c’” von g mit €, bzw. €,. €, und ©, seien so numeriert, daB c’ vor c’’ auf dem 
orientierten g liegt. Dann gibt es auf dem orientierten g hinter c’ einen ersten gemeinsamen 
Punkt c* von g mit €,. p liege zwischen c’ und c* auf g. Dann ist p ein innerer Punkt von €. 
9* 
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(2.5) und (4.1): [(2” U 8, 1” U Ss,p.)=0 und 17" UV 8, T” U S5,p2)=0 
und wegen /"(7", p,) = 1 daher nach (2.6) rif, P2) = 1. Also gibt es innerhalb T 
i 


einen p, und p, verbindenden Streckenzug Z, der € wegen YF ¢ A(T) nicht 


trifft und folglich nach (5.1) in J(€) liegt. SchlieBlich behaupten wir: 

(5.4) Hat man eine geschlossene Jordankurve €, so gibt es in jeder Umgebung 
(= offenes Intervall von R) U = U(c) eines jeden Punktes c ¢ € zwei Punkte 
p,q « U—E€ mit I(C, p) + I(G, q). 

Beweis: Es sei d ein von c verschiedener Punkt auf €. Dann betrachten wir 
zwei Umgebungen U’= U’(c) und U’"’"= U” (d) mit U’ ¢C U meer U'nNU"=09. 
Da € kompakt ist, gibt es eine aus offenen Intervallen 5,,...,3, von R 


bestehende Uberdeckung von € mit 3,= VU’, 3,= U" und c,d¢ = 3,. Zu 


dieser Uberdeckung von € gibt es nach (3.4) eine Zerlegung G,, . . -,€, von € 
und eine eet gy Kette F,= 1(T,),A=1,...,1, mit ©, ¢ F, und F, ¢ 3, 
A= Il, , l. Nach passender Numerierung von G,, ..., €, diirfen wir c a €, 


annehmen. Es sei d¢€,. Aus c¢€93,, d€ 3,, 3,1 5,= O und c,d ¢ vu 3, 


folgt dann 3 < A, < 1— 1. Das zu der Kette F,, F,, F, nach (3.2) ighiunde 4 
das mit 7, bezeichnet sei, kann nach (3.3) in zwei offene Streckenziige S’ 
und 8” so para werden, daB 8’ -\ F,= © und 8S” 4 F,= O gilt. Die beiden 
gemeinsamen Endpunkte p, g von S’ und 8S” liegen daher nur auf 7',, d. h. auf 
keinem 7',, A= 2,...,1. Es folgt also p,q ¢ U(c)—€. Ware nun /(€, p) 
= I(€, g), so gabe es nach (5.2) bzw. (5.3) einen p und q verbindenden Strecken- 
zug S, der € nicht trifft"). Hierbei kann S offenbar so gewahlt werden, daB 
S, S’ und 8S” die Voraussetzung von (2.6’) erfiillen. Da sich mittels 
©, V@,uU---UG, bew. Cu---VE,vG nach (2.2’) P(SuUS',c) 
= I(S UV S8',d) und (SU 8",c) = '(S U 8", d) ergibt, wiirde nach (2.6’) 
I'(?,,c) =" (1,,d) folgen im Widerspruch zu [°(7;,c)=1, ['(1,d) = 0. 
Also gilt I(€, p) + I(G, g. 

Nach (5.1) bis (5.4) hat sich ergeben: 

(5.5) Jede geschlossene Jordankurve € zerlegt R—€ in zwei durch € ein- 
deutig bestimmte (nicht leere) elementfremde Gebiete I(€) und A(C), von denen 
I(€) beschrainkt, A(C) nicht beschrankt ist. Jeder Streckenzug, der einen Punkt 
von I(C) mit einem Punkt von A(C€) verbindet, trifft €. Der Rand von I(C) und 
der Rand von A (€) ist gleich ©. 


(Eingegangen am 15. Juli 1959) 





' 4) Der Beweis zeigt hier eine gewisse formale Ahnlichkeit mit einer SchluBweise von 
KeEr&kKJARTO, Vorlesungen iiber Topologie (Berlin 1923), S. 59 ff. 
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PoMMERENKE, C. 
Math. Annalen 139, 127—132 (1959) 


Uber die Kapazitit der Summe von Kontinuen 
Von 
CHRISTIAN PoMMERENKE in Gottingen 


1. Wenn § eine beschriankte abgeschlossene ebene Punktmenge ist, so 
bezeichne cap die Kapazitat von §. Man findet den Begriff der Kapazitat — 
auch genannt transfiniter Durchmesser — z. B. erklart in (2, Kap. VII]. Die 
Funktion f(z) = z + a)+ a,z~'+ --+~+ sei regular in 1 < |z| < oo. Es soll nun 
zuerst die Kapazitaét des Randes des Bildgebietes von |z| > 1 untersucht 
werden. Dariiber gilt der folgende Satz von Hayman [3, S. 155]: 

Wenn € die Menge der Werte ist, die w = f(z) in |z| > 1 nicht annimmit, 
so ist cap € <= 1, und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn { (z) schlicht ist. 

Hierzu soll nun ein Gegenstiick bewiesen werden. Unter dem Randbild R 
von |z| > 1 verstehe man die Menge der Haufungspunkte von /(z,) fiir alle 
Folgen z, mit |z,| > 1 und |z,|—~+1. Die Menge ® ist abgeschlossen und zu- 
sammenhangend. 

Satz 1: Die Funktion f(z) = z + ag+ - ++ sei regulir in 1 < |z| < co, und das 
Randbild R von |\z| > 1 sei beschriinkt. Dann ist 

capR [> 1, 
und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn f(z) schlicht ist. 

Zum Beweise von Satz 1 wird der folgende Hilfssatz benétigt, der ein 
Spezialfall eines Lemmas von Hens ist [3, 8S. 160]. 

Hilfssatz: Ls seien G und $ Gebiete, die den Punkt oo enthalten. Die Funktion 
yz) sei regulir im endlichen Teil von G. In co habe q(z) einen p-fachen Pol. 
Es gelte (z) € $ fiir z ¢ G. Wenn die Folge z,¢ G keinen Héufungspunk in G 
hat, so soll auch die Folge o(z,) < 9 keinen Haiufungspunkt in $ haben. Dann 
nimmt p(z) in G jeden Wert c € 9 genau p-mal an. 

Beweis: Es sei c € §. Dann gibt es in © nur endlich viele c-Stellen. Sonst 
ware namlich c = g(z,) fiir eine unendliche Folge verschiedener z,¢©, die 
wegen g(z) +c in G keinen Haufungspunkt hat. Daher existiert ein einfach 
geschlossener Weg GC, so daB alle c-Stellen von g(z) im AuBengebiet') von € 
liegen. Weil g(z) in co einen p-fachen Pol hat, gilt fiir die Anzahl N(c) der 
c-Stellen 





1 y’ (2) 
Ini J i —-0 == p—N(c). 
Daraus folgt, daB N (c) eine stetige Funktion ist. Nun ist N (c) eine ganze Zahl, 
und fiir geniigend groBe c ist N(c) = p. Also gilt N (c) = p. 


1) Unter dem AuBengebiet einer abgeschlossenen beschrankten Punktmenge % versteht 
man dasjenige der Kompl targebiete von 2, das den Punkt oo enthilt. 
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Beweis von Satz 1: 1. Es sei M die Menge aller ¢, fiir die entweder |¢| = 1 
oder /(¢) «XN gilt. Dann ist M abgeschlossen und beschrinkt. Denn es sei 
Ca > Cor Sn € M. Fiir |C,[ = 1 ist C,¢ M trivial. Im Falle |¢,| > 1 ist auch |¢,,| > 1 
fiir geniigend groBes n, und daher gilt /(¢,,) > /(¢,). Da R abgeschlossen ist, 
folgt aus /(¢,,) <R, daB f(f,) € R und also ¢,¢ M ist. Die Beschranktheit von M 
ergibt sich daraus, daB durch w = f(z) eine Umgebung von co wieder auf eine 
Umgebung von co abgebildet wird, jedoch R nach Voraussetzung beschrankt ist. 


2. Da M abgeschlossen und beschrankt ist, existiert das AuBengebiet G 
von IM. Entsprechend sei $ das AuBengebiet von R, und Q sei das Bildgebiet 
von G. Wegen oo € Q und o € § ist QH nicht leer. Wenn Qc § nicht 
erfiillt ware, so gibe es einen Randpunkt w* von §, fiir den w*«Q gilt, 
d. h. es ist w*= {(¢*) mit ¢* ¢ G, wahrend wegen /(¢*) = w*¢€R nach Defini- 
tion von M andererseits (* € M sein miiBte. Also gilt Qc H. 

3. Nun soll gezeigt werden, daB w = f(z) das Gebiet G eineindeutig auf 9 
abbildet. Es sei z, eine beliebige Folge mit z, ¢ G, die keinen Haufungspunkt 
in © hat. Man kann annehmen, daB z,, — € und /(z,) > w konvergieren. Dann 
gilt € € M. Wenn |C| = } ist, so folgt |z,| > 1 und daher w ¢ RN. Wenn |~| > 1 ist, 
so gilt f(z,) > {(¢). Also ist {(¢) = w, und wegen € € M ist wieder w € R. Daher 
hat f(z,) in § keinen Haufungspunkt. Weiter folgt aus z ¢ G, daB f(z) € H ist, 
wie in Teil 2 bewiesen wurde. Aus dem Hilfssatz ergibt sich daher die Be- 
hauptung. 

4. Da& eine zusammenhangende Menge ist, muB das AuBengebiet § von R 
einfach zusammenhangend sein. Das gleiche gilt dann fiir das eineindeutige 
Bild G von 9. Daher existiert eine Funktion g(s), die |s| > 1 konform auf G 
abbildet und g(s) = xs + ---, x > 0 erfiillt. Da G ganz in |z| > 1 enthalten ist, 
gilt x => 1, und dabei ist x = 1 nur dann, wenn © mit |z| > | identisch ist. Die 
Funktion : 


F(s) = f(g(s)) = x8 +- 


bildet |s| > 1 konform auf § ab. Daher ist capR = x = 1. Im Falle x = 1 
ist G das ganze Gebiet |z| > 1. Wegen der Schlichtheit in G ist also f(z) in 
\z| > 1 schlicht. Umgekehrt ist trivialerweise capR = 1, wenn f(z) in |z| > 1 
schlicht ist. Damit ist Satz 1 bewiesen. fe 

2. Es seien € und § zwei Kontinuen, d.h. abgeschlossene beschrankte 
zusammenhangende Punktmengen. Man bezeichnet als ihre (Minkowskische) 
Summe € + § die Menge der Punkte a + b, wo a und 6 jeweils ganz € bzw. F 
durchlauien?). Weiter definiert man fiir eine beliebige komplexe Zahl q als q€ 
die Menge der Punkte ga mit a ¢ €. Dabei ist zu beachten, dab € + € = 2€ 
im allgemeinen nur fiir konvexe Mengen richtig ist. 

Bei der Addition konvexer Kontinuen addieren sich die Umfangs und die 
Breiten in jeder gegebenen Richtung. Dagegen addieren sich die Flachen- 
inhalte nicht. 





*) Man vergleiche z. B. [1] oder [4]. 
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Die konvexe Hiille der Summe zweier Kontinuen ist gleich der Summe ihrer 
konvexen Hiillen. Daraus folgt, daB sich bei der Addition beliebiger Kontinuen 
die Umfange der konvexen Hiillen addieren. 

Satz 2: Fiir die Minkowskische Summe € + F von zwei Kontinuen € und F 
gilt 

cap(€ + F) Sj} cap€ + capF . 

Beweis: Es seien f(z)=az+--- und g(z)= 6z+--- die schlichten 
Funktionen, die |z| > 1 konform auf die AuBengebiete von € und § abbilden. 
Das Randbild von |z| > 1 bei der Abbildung 


w= f(z) + (2) = (a + B)z +> 
sei R. Nach Satz | ist also capR = a + PB. 

Weiter sei c € R. Dann gibt es eine Folge z, mit |z,| > 1 und |z,| > 1, so daB 
f(z) + g(%) > ¢ strebt. Man kann annehmen, daB /(z,,) und g(z,,) konvergieren. 
Ihre Grenzwerte seien a und b. Da die Funktionen f(z) und g(z) schlicht sind, 
ergibt sich aus |z,,| > 1, daB a ¢ € und b € F ist. Ausc = a + b folgt Rc E + F, 
also 

cap(€ + F) j} capN =>} a + P = cap€ + capF. 


Dieser Satz sagt also aus, daB cap€ ein konkaves Funktional ist. Fir 
0s AS 1 ist namlich 


cap(A€ + (1 — A)F) S} capAE + cap(l — AF 
= Acap€ + (1— A) capG. 
In dieser Hinsicht verhalt sich also die Kapazitét genauso wie die Wurzel aus 
dem Flacheninhalt. 

3. Es sei € ein Kontinuum. Als die durch Zentralsymmetrisierung aus € 
hervorgegangene Menge definiert man €*= } €+}(—1)€, dh. €€ 
besteht aus allen Punkten c = } (c,—c¢,) mit c,¢ €, c,¢ €. Die Menge €* ist 
zentralsymmetrisch. Wenn bereits € zentralsymmetrisch war, so gilt €c €*, 
wobei jedoch € = €* im allgemeinen nur fiir konvexe Mengen erfiillt ist. Bei 
der Zentralsymmetrisierung bleiben invariant die Breite, der Durchmesser und 
der Umfang der konvexen Hiille. Aus Satz 2 folgt sofort 

Satz 3: Das Kontinuum € gehe bei Zentralsymmetrisierung in €* iiber. Dann 
gilt cap€ <= cap€*. 

Man kann leicht eine — nicht sehr scharfe — obere Abschatzung von cap €* 
gewinnen. Sei JL, der Umfang der konvexen Hiille von €. Der Umfang der 
konvexen Hiille 2 von €* ist wieder Ly. Also gilt [6, § 4]. 

L, < 9,173 cap€ < 2m - 1,460 cap€ 
und 
2acapQs L,. 
Daher ist 
cap €* <cap 2 < 1,460 cap€. 
Wenn man speziell fiir € den Dreistern [6, §7] nimmt, so ergibt sich 
fiir diesen cap 2 ~ 1,265 cap&. 
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Wenn & ein konvexes Kontinuum des Umfanges L ist, dann folgt*) 


2a capR* <= L< 8capR, 
also 
capR* < 1,274 capR. 


Fir das gleichseitige Dreieck erhalt man capR* ~ 1,091 cap. 

Mit Hilfe von Satz 3 soll nun ein vereinfachter Beweis eines Satzes gegeben 
werden, den ich friiher bewiesen habe [6, § 6]. 

Satz 4: Unter allen Kontinuen € gegebener Kapazitét, die bei der Trans- 
formation W = e®*4/"w in sich iibergehen, hat minimale Breite das regelmipige | 
n-Eck, wenn n gerade ist, und das regelmaBige 2n-Eck, wenn n ungerade ist. 

Beweis: Es sei €* das Kontinuum, das durch Zentralsymmetrisierung 
aus € hervorgeht. Nach Satz 3 ist dann cap€*> cap€. Da €* wieder die 
gleiche Breite B wie € hat, ist €* in einem zu 0 symmetrischen Streifen © der 
Breite B enthalten. Weiter geht €* durch die Transformationen W = e®*4/"w 
und w* = —w in sich iiber, also durch die Transformation W* = e?**/"w, wenn n 
gerade ist, und durch W* = e?*‘/2"w, wenn n ungerade ist. Mithin ist €* auch 
in den Streifen enthalten, die aus @ durch die Transformationen W* hervor- 
gehen. Der Durchschnitt D dieser Streifen ist ein regelmaBiges n-Eck bzw. 
2n-Eck der Breite B. Aus D > €* folgt capD = capE*=> cap€. Da E€ und D 
beide die Breite B haben, ergibt sich hieraus die Behauptung des Satzes. | 

4. Als eine weitere Anwendung von Satz 2 méchte ich einen neuen Beweis | 
eines Satzes von POLya und ScuirFer [5] geben. 

Satz 5: Sei R ein konvexes Kontinuum des Umfanges L. Dann ist 


Ls 8capR. 


Beweis: Es geniigt, den Satz fiir ein beliebiges konvexes Vieleck zu be- 
weisen. Jedes solches konvexe Vieleck R l4Bt sich nun darstellen in der Form 
[4, S. 35] 

RKR=R,+-°°°+8,, 


wo 8, Dreiecke oder Strecken sind. Es sei L, der Umfang von &,. Im Beweis | 
von Potya und Scuirrer wird L, < 8 cap&, fiir ein Dreieck oder eine Strecke 
R, mittels einer expliziten Formel verifiziert (im Falle der Strecke steht 

sogar das Gleichheitszeichen). Aus Satz 2 folgt daher 


™m m 
L= JL,58 J capR,< 8 cap. 
pel wel 
In der soeben zitierten Arbeit von Poétya und Scuirrer [5] wurde die 
Vermutung ausgesprochen, daB von allen Polygonen mit héchstens n Seiten 
und gegebener Kapazitaét das regelmaBige n-Eck den kleinsten Umfang hat. ( 
Ich méchte das nun fiir den Spezialfall eines gleichwinkligen n-Ecks beweisen. 


3) Man vergleiche [5] oder auch Satz 5 der vorliegenden Arbeit. 
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Satz 6: Sei D ein gleichwinkliges n-Eck des Umfanges L. Dann ist 


eS 
Loos at (5+ +) r(i+ =)" cap ; 
Wenn G ein regelmaPiges n-Eck ist, steht das Gleichheitszeichen. 


Beweis: Es sei 
2x 2x 


Dann folgt aus Satz 2, daB capQ = cap ist. Da D gleichwinklig ist, sind die 
Seiten von e®***/"J zu denen von J parallel. Daher ist auch Q ein n-Eck (und 
nicht nur ein n?-Eck!). Weiter geht Q bei der Transformation W = e®*/"w in 
sich tiber, ist also ein regelmaBiges n-Eck. Der Umfang von Q ist wieder L. 
Man kann mit Hilfe der Schwarz-Christoffelschen Formel nachweisen, daB 








L= rat r(ts)r(i +t) "capa 


ist. Daraus ergibt sich schlieBlich wegen capQ = capD die Behauptung. 

5. Wenn € ein Kontinuum der Kapazitaét 1 ist, so sei f(z) = z+ a+ 
- a,z~'+4 +++ die Funktion, die |z| > 1 konform auf das AuBengebiet von € 
abbildet. Durch w = f(z) wird |z| =r (r > 1) auf eine einfach geschlossene 
Kurve €(r) abgebildet. Dann gilt folgender Satz (die untere Abschatzung ist 
klassisch) : 

Satz 7: Sei € ein Kontinuum mit cap € = 1. Dann ist fiirr > 1 


r—2+4< min |w—el<r—1. 
TF  wEEiN, cE 
Bemerkung: In der unteren Abschitzung steht das Gleichheitszeichen, 
wenn € eine Strecke der Lange 4 ist, in der oberen, wenn € ein Kreis vom 
Radius | ist. 
Beweis: a) Fiir c € € ist die Funktion 


") 9) = (C-—et=C +e 
regular und schlicht in |¢| < 1. Daher gilt 
: ry < - _ Il 


Fiir w < €(r), d. h. w = f(z), |z| = r ergeben (1) und (2) 


jw —c| >r—2+—. 
r 
b) Angenommen, es ware 
(3) jw—ce| >d>r—1 
fiir alle w < €(r), c€ €. Wenn R;: |w| = 6 ist, so betrachte man die Summe 
€,= € + R;. Nach Definition besteht €, aus allen Punkten c ~ oet®, c © &, 
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0 < e < 4, # reell. Nach (3) ist dann €, ~ €(r) leer, also €, im abgeschlossenen 
Innern von €(r) enthalten. Daraus folgt cap€,< cap€(r) = r. Aus Satz 2 
ergibt sich im Widerspruch dazu 


cap€,=> cap€ + capR,= 1+ 46>r. 
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The Multiplication Formula for the Gamma Function 
and E-Function Series 
By 
T. M. MacRopert in Glasgow 


1, Introductory 
The multiplication formula for the gamma function is 


“trea r(e+t)...r(e+7* =), 





(1) ['(mz) = (22)¢#" m 


where m is a positive integer. 
From it, if r is a positive integer, the formulae 


r (7) r (077)  . (44S) 








m 

7 -r(£)r(2t2) ...7(et2—Yertein, 
r(sS)r(+—)...0°(44* SS) 

” =r(2)r(***)...r(t#t2—)Cmyja—an, 


can easily be derived. Here 
(4) (a;r)=a(a+1)...(a+r—1), (a;0)=1. 

In § 2 these formulae will be employed to sum various series of Z-functions. 
The following known formulae will also be required. 

The Barnes integral for the Z-functions [1, p. 374] is 


1 I(t) MT (a,—) 
(5) E(p; &,: 93 Qs: 2) = ay Web " 








ed, 


where |ampz| < 2 and the integral is taken up the 7-axis, with loops, when 
necessary, to ensure that the origin lies to the left and the points «,,a,,...,a, 
to the right of the contour. Zero and negative integral values of the «’s and 9's 
are excluded, and the «’s must not differ by integral values. When p< q + 1 
the contour is bent to the left at each end. When p= q + 1 the formula is 
valid for jampz|< } (p—gq + 1)z. 
Dixon’s theorem [1, p. 362] is 
a, B, yk 
9 A y 

_ Pat 1) F(a— pt ijl(a—y+ lh a«—fp—y+)) 

— LPa+)rga—B+ YUTGe—7t+ YTe—b—y+))’ 
where R(« — 28 —2y) > —2. 


(6) 
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Dougall’s first theorem [1, p. 371] is 


a we babs 1, B, > é, &, —n; ') 
mm tsa,a—fP+la—y+lea—6é6+lea—e+la+n+l 
(7) _ (a+ 1s) (a—B—y + lin) (a—y—6 + 1m) (@—6—B + 1m) 





~ (a— B+ 150) (a— y + 15m) (2 —46 + 15) (2—B—y—4+ 150)’ 
where » is a positive integer and 
1+2a=B+y+d+e—n. 


Dougall’s second theorem [1, p. 372] is 


p(@tet lB Ys 6; ') 
8 ( ja,a—B+la—y+lea—d+1 
(8) Pa— B+) Pa—y +1) Ma—6+ 1) Ma—fp—y—841) 





where R(a — B — y— 6) > —1. 
Note formula (6) can be deduced from (8) by putting 6 = } « 
Saalschiitz’s theorem [1, p. 360] is 


(9) petiole )= P(q) P(a—o + 1) P(bB—o + I T(y—o+ 1) 
@.6 Pi—oT(e—a)Te—p)Te—y ”’ 
where 90 + c= a+ 8+ y + 1 and one of the parameters a, f, y is a negative 
integer. 
The three following a aa [1, pp. 363, 364, 368] were given by WHIPPLE. 
If R(y—a—f)>—}, 


Pee y3 
a+ B+ }4,2y ; 
_— Fwy t+ pPret+ B+ H)llyv—e2—B+Hp) 
— Pat hy T(b+ i) Ply—a+) Tiy—8+4) * 





(10) 





If R(y) > 0 


2a,1—2a, y;1 
F( Rapa a 
" ____— Ya (20) P(2 y — 20 + 1) = 
a+ oe) Ma—et+ vt 4) Tle—at+4) My—e—e+))° 
If R(a —2B—2y) > —2, 
agatl, 8B, ¥; j= pe ear 
fa,a—BLla—y+l1 (a+ 1) (a— B—y+1) 
A formula due to Kummer [1, p. 362] is 
F(® B; Ys bes ee 
a—B+1 Pa+1Piga—p+l)’ 
where R(f) < 1. It can be derived from (12) by putting y = } « 
Finally [2] 
F(® B, Y3 ) = Ae os Bee eo ee 
a+ B+ thyt+s 


(11) 








(2) F( 


(13) 








(14) 


~ Pat) ra—p—yt+ )T(a—y—84 I) T(a—6—B+)) ” 


Paty Pb+ a) P(y—at+h) P(y—B+4) * 
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2. E-Function Series 
Firstly, if m and n are positive integers, |ampz|< 2 and R(« + 9 + a) > 2, 














m** Elim ne 
nao w!I'(a+ n) A(m; 9 —n), A(m; o — Nn), 0, . - «+ Oe 
(15) _ garete-s A(2m; a+ @ + ¢—2), a,..., a: 2-92 
Pq) mt-t [aire dimen dima eth dtm xt oth 
where A(m; «) represents the set of parameters 
a a+l1 a+m—l 
~ thor we. = . 
For, from (5) and (3) the series is equal to 
5 1 1 P(e) IT (a,— C) #(1 — @ + mo; n) (1—o + me; n) dt 
nwo miata) Oat fT r(tt*—2)@ r(*t*-)nre—-o 
u=0 m w=0 


and, on interchanging the order of integration and summation, this becomes 





ees aa | PO) MT (a,—t) #1 at 
I'(a) 2x1 im—1 o+u > 
afi r(2=*—2)lre—o 


where 


fate Stree s rt), 
The symbol J7 indicates that the product involving 9 is to be multiplied 


e¢ 
by a similar product with o in place of 9. Now, by Gauss’s theorem, 


P(a) (a+ e@+o—2—2ml) 
P(a+ @—1—m~) P(a+ o—1— mf)’ 


and, from (1), this is equal to 


I= 








F(a) gerere-s-eme "G7" p(Stete—2tt —t) 


t-0 2m 


Tr (y)m™~* IT {7 r(stenite wate ¢)} 


2.7 w= m 





Hence, on applying (5), formula (15) is obtained. 
Next, if m and n are positive integers, |ampz| < 2 and R(2a + 28—3k)> 2, 


ae) 5 
n=0 








(k; n) E P3 % _- :2 
ni A(m;a-+ n), A(m; B + n), A(m;a—k—n), A(m, B —k—n), | 
Qi -+ +> Oe 








_ Pek+)) itp A(2m;a+ B— $k—1), u,...,% 2 |. 
~ Tk Fa) (2 m) acs a — k), A(m; B — k), A(m; a — 4k), A(m; B—} bh), 
A(2m;a+ B—k— 1), 01... +5 Qe 


For, as before, the series is equal to 


1 / IC) TT («,—¢) #1 al 





2x 





m [ia {r(#=* —¢) r(*=S**—o)!] are—o 


a,~ u=-0 m 
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where 
an F(* k—a+1+ml,k—B+1+ mf; '). 


a—ml,B—mC 
But, from (6), J is equa! to 


_—_ FYEE+ 1) F(a — mo) F(B— me) F(a + B—FE—1—2me) 
TR + 1) Pa — | k— mb) P(P—}4 k— mo Pa + B—k—1—2mbd ’ 
and from this, on applying (1) and (5), the result is obtained. 
The following summation will be proved by using Dougall’s first theorem. 
If m and n are positive integers and if 1 + 2«a= B+ y+d+e+n, 











“o Yah @—s4+libe—et+l:haratim * 
B{ A(m; B + t), A(m;B—a—t):z | 
x A(m; 2— y+1+ 28), A(m; 1— y— dB) 
_ (a+ 15") (e—B—y+1;n) 
~ (a—8 + 15m) (a— B— y— 6+ 15m) 
E! A(m; B), A(m; B —u—n), A(m; B + 6— a), A(m;a—y—6+4+1+4n):z | ‘ 
E aim; a—y+1+n), A(m;1— y), A(m;2—y—4+ 1), A(m; B+ 6—a—n)f* 


y (—1)'*C (ax; t) (¢ a + 1; t) (6; t) (e; t) 


(17) 





For the series is equal to 


romi(" (Et*_ ¢)r(F—S** — ale 


1 





ss 1 rat, 
22% a r(s=vs lee —t)r parte. :)! 
where 
raP(“et 1, B— ml, y + mf, 6, &,—n; 1 ) 
- ja,a—B+1+ ml,a—y+1—ml,e—6+]la—e+la+n+l1)° 


Now, from (7), J is equal to 
(a+ 1; n) (a2 — B—y+1; n) (a— y—d+ 1—mf; 3 n)(a— B—6+1+ me;n) 

















(a—B+14 mf; n) (a— y+ 1 — mf; n) («x —6+ 1;n) (a — B— y— d+ 1;n)° 
But 
(a—B—6+1+me;n)_ (B+ 6—a—n—*m{;n) 
(a—B+1+mt;n)  (B—a—n—*mt;n) 
Hence J is equal to 
(a+ 1;n)(a— B—y+ 15) P(a— y—6+1+n—*mf) 
(2—6+ 1;n)(a— B—y—64+ 1;n) P(a— y—6+ 1—mf) 
(a — y+ 1—mf) I'(p + 6—a— mf) r'(pB—a—n—m) 





*Ta—y+l+n—mt) Tip+6—a—n—mt)  F(pB—a—mt) ° 
and, on applying (1) and (5), the result is obtained. 

Note 1. As the number of terms in the series is finite, the restriction 
lampz| < a can be removed by analytical continuation. 

Note 2. By generalising in the usual way any number of parameters «, 
and o, can be added. 





. 
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Again, using (8), it can be shown that, if m and n are positive integers, 
jampz| < 2 and R(a + B+ y— 2k) > 2, 


nae n! (4 k; m) 





x(— 1p (5 im) (FE+ 15m). 








22 
B |? A(m; a + n), A(m; a—k—n), A(m; B+ n), | 
|. A(m; B —k—n), A(m; y + n), A(m; ¥— k—N), 0 -- +s Oe 


rit) o-2t+t at+p+y—2k-2} 
“Th+p-? ™ (3) % 


(18) 





A(m; a — k), A(m; B — k), A(m;y — B, Am: a+ P—k—1), 
| A(2m; B+ y—k—1), A(2m; y + a—k—1), g,... > Qe 


For the series is equal to 
Eye _POMM(a,—o) #1 dt re 
8 fo DEP ESS) 0 area 


. B|{- A(3m;a+ B+ y— 2k—2),a,... «'y Hy 2 ($2 } 





a, By LS 
where 


I=F k¢k+1,l—a+k+ mi,1—B+k+ mil—y+k+ me;1 
( $k,a— ml, B— ml, y— me ), 
and, from (8), this is equal to 


P'(a — mf) PB — mo) I'(y — mo) F(a + B+ y —2k —2— 3ml) 
e+ 1) Pat p— k—1—2ml) I'(B+ y—k—1— 2mo) I'(y + a—k—1—2mf)° 
The result then follows on applying (1) and (5). 
The two following summations can be established by using formula (9). 
If m and n are positive integers 








vn m** A(m; a+ t) 
(19) t=0 "TF RH ka; i 2 A(m;a—t)* 
= (—1)"m2" I'(k) P'(k + 1) { A(m; « — k), A(m; a+ k+n) <a 





Pk +n) Tik+ 142)” | A(msa+h, Aim;a—k—n) *4 


For the series is equal to 
l a—ml,1—a-+ ml, —n;1) 
aa [POP( 1+hi—k—a )# aC. 
Now, from (9), the generalised hypergeometric function is equal to 
rul+khI(a+ k+n—m) P(l—a+ k+n+ mf) I(k) 


Pk +n) Pl—at+ k+ mi) Pla + k—mtp Pt ks an)’ 
and 
Pl—a+k+n4- m€) I'(a — k—m) 


~ - =z (—-1)* 5; ‘ =. 
T(t —a+ E+ mo) l(a — k-—n— mf) 


Hence, on applying (1) and (5), the result is obtained. 
Here again the restriction jampz|< 2 can be removed by analytical 
continuation, and an arbitrary number of paranicters x, and 9, can be added. 
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Similarly, if m and n are positive integers, 

= A(m; a —t) 

ve - f)m—2t ; ; 

eles) ( k+n;t)m {ee :a| 
=8{ Smet k), A(m; a—n), A(m;a—k-+n) _ 
oa A(m; a — k), A(m; a+ n), A(m; a+ k—n) :a}. 

Next, if mand n are positive integers, |ampz| < 2, and R(y — «— f)>— 4, 

<> (2a; n) (2 B; n) A(m; y + M), &,..+, Giz 

(21) ~ ni 2*(a+ B+ ha neta) 


— FWPa+ B+H pF f[Alm y), Alm; y + 4), Alm; y—a— B+ 9), Oy, -- «Oy? 2) 
Pat+s)P(B+ 4)  lA(2m;2y), A(m; y—a + §,) 4(m; y— B+ ¥), Ore - ++ Odd * 


For the series is equal to 
m—1 y a u 
roar (73* ape ¢) I T(a,—¢) 


(20) 











1 








—— : 2Idt 
2nt aml (2y+0 , 
ui r( rt —t)1Te—2 
where 
at 2a, 2B, y— ml; 1 
1=F( oy p+ 27 det)” 


and the result follows from (10), (1) and (5). 
Again, if m and n are positive integers, if |ampz| < 2 and if R(y) > 0, 





= (2a; nm) (1 — 2a; n) H A(m; y + N), %,..., @y22 
(22) ~, n! (20; n) 2* ad shatter ile 24 Wiel, c-ccad 


on I'(e) Te + 4) B| A(m; 7), @y, + +5 hpi z hb hay 
I(a+ oe) P4—a+e)” (Alm; a—ot y+ §), 4(m; y—a—et 1), Oy---1 00) 
For the series is equal to 


m—l y+ u 
rear (72+ ~ ¢) NT (a,—¢) 








1 








3st — 2Ide 
2% m1 4. (2y—2e+1+v 4 
a r| gt —t)1T@.—2) 
where 
2a,1—2a,y—m;1 


But from (11) this is equal to 
21-ty+2m0q (20) (2 y — 20 + 1 — 2m) 
P(a+ e) Pe—a+)Fla—et y+ 4—m)l(y—a—e+1—m)’ 
and the result then follows from (1) and (5). 
Again, if m and n are positive integers, if jampz|<a and if 
R(a—2B—2y) > —2, 








A(m;a— B+ its. d@ua—yti+ oe. 


~ (— 1 (a; n) (fa + 1; 2) Pt, :2 
~ m! (4 a; m) m 
A(m;1— B—n), A(m; 1 — y— 7), 0),--- 5 
(23) (m B—n), A(m y—N), @ e, 





rq@ym**t opie :2tm2 
A (m;1— B), A(m; 1 — y), 
A(2m;a— B— y+ 1), O.---5 





= Tlat+ 1) 227 








The Gamma Function and Z-Function Series 


For the series is equal to 


a fo PO) M1 T(a,—lC)2e Ide 
a—Ft its 1—fp+u 
2 [w {r( —t)r( 





i —)\lare—o 
where 
a ga+ il, B+ ml,y+meo;—1 
i= F( $a,a— B+ 1—ml,a—y+ ers. 
and the result follows from (12), (1) and (5). 
Next, if m and n are positive integers, |ampz| < 2 and R(f) < 1, 


= 5”) Fp; ay: A(m;a—B+1+n), A(m;1— B—n), 0,,...,0¢:2} 

(24) "=° 
_ Fu a+)) be p ipsa 2 | 

I'(a+ 1) A (m; 1 — B), A (m; $a — B+.1), O1, ~~ + Ooh ” 
This follows from (13), (1) and (5). 
Finally, if m and n are positive integers, and if |jampz| < 2, 

___ (a3 n) (B; n) B [A (mY + Mr ter. +o 22 ) 
nao M(a+ B+ Ein) ~ (A (m3 7+ $+ 2), O1r-- ++ Op) 
_ F@re+sb+p) Ween bt Od tediinty ood 
~ Pat HQrp+yh © | Am; y—a+ §), 4 (m3 y— B+ Dre-- 
This can be proved by means of (14), (1) and (5). 


(25) 
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Riemannsche Flachen von hyperbolischem Typus 
im euklidischen Raum 


Von 


Heinz Huser in Basel 


1. Problem und Ergebnisse 


1.1. Wenn /(z, y) eine fiir alle reellen Wertepaare (zx, y) definierte Funktion 
ist, so ist 
(1) z= f(x, y) 
die Gleichung einer Flache § im euklidischen (zx, y, z)-Raum, welche schlicht 
iiber der ganzen (x, y)-Ebene liegt; eine solche Flache soll im folgenden kurz 
Schlicht‘ genannt werden. Wir sagen, die schlichte Fliche § gehére zur 
Klasse C", 1 < n < oo, wenn f in der ganzen (2, y)-Ebene n-mal stetig diffe- 
renzierhar ist. 

Wenn § ¢ C",n = 2, so induziert die euklidische Metrik des (x, y, z)-Raumes 
auf § eine Differentialgeometrie mit dem Bogenelement ds* = d x? + dy? + (d/)?, 
und damit in natiirlicher Weise auch eine konforme Struktur, vermége welcher 
& zu einer Riemannschen Flache wird. Diese offene, einfach zusammenhangende 
Flache ist nach dem Riemannschen Abbildungssatz entweder von para- 
bolischem oder von hyperbolischem Typus, i.e. sie kann entweder auf die 
komplexe z-Ebene oder auf den Einheitskreis dieser Ebene konform abgebildet 
werden. In den wenigen bekannten Fiillen, wo sich diese konforme Abbildung 
explizit angeben laBt, z. B. bei Rotationsflichen, ist der Typus der schlichten 
Flache immer parabolisch. LoEwNER hat die Frage aufgeworfen, ob tiberhaupt 
schlichte Flichen von hyperbolischem Typus existieren!). Diese Frage wurde 
vor einiger Zeit von OssERMAN®) durch Konstruktion solcher Flachen be- 
antwortet. In der vorliegenden Arbeit soll durch ein ganz einfaches Verfahren 
eine neue Klasse schlichter Flichen von hyperbolischem Typus angegeben 
werden. Die zu konstruierenden Fliachen gehéren zur Klasse C™, und ihre 
Gestalt ist besonders anschaulich. 

1.2. Fihrt man in der (z, y)-Ebene Polarkoordinaten 0, g in tblicher 
Weise ein, so laBt sich die schlichte Flache (1) durch ihren Ortsvektor r(0, ¢) 
im (x, y, z)-Raum folgendermaBen darstellen: 


(2) & :xr(lo. y) = (oe cosg, osing, gle, y)),e@ 290, 


1) Vgl. R. Fixx: On a problem of type, with applications to elliptic partial differential 
equations. J. Rational Mech. Anal. 3, 789—799 (1954). 

*) OsserMAN, R.: A hyperbolic surface in 3-space. Proc. Amer. math. Soc. 7, 54—58 
(1956). — Riemann surfaces of class A. Trans. Amer. math. Soc. 82, 217—245 (1956). 
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wobei g(0, y) = {(@ cose, o sing) in der Variablen die Periode 27 besitzt. 
Wir wollen jetzt eine Klasse von Funktionen g(o0, y) angeben, fiir welche die 
zugehdérigen Flachen (2) schlichte Flachen der Klasse C™ sind. 

Dazu betrachten wir die Klasse 2 der Funktionen w(t) mit folgenden 
Eigenschaften : \ 


(3) w(t) ist in (—oo, oo) unendlich oft differenzierbar , 


wit) -{ 0 far t ¢ (0, 1) 


(4) >0O fiir t € (0,1). 


Die wohl einfachste derartige Funktion kann etwa folgendermaBen konstruiert 
werden: Seit Caucuy ist bekannt, daB die Funktion 


: 0 fir?#=< 0 

(5) ve et fir t > 0 

in (—oo, oo) unendlich oft differenzierbar ist. Daher ist 
(6) Wo(t) = x(t) > x(1 — t) 


eine Funktion der Klasse 2. 
Es sei nun w € 22, {n,};_ ; eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen und 


(7) g(e, ~) - 5 w(e— k) sinn, @ , 

also 

(8) g(o,g)=0 fir OS 051 

(9) glo, y) = ol(o—k)sinn,g fir La ksgsk+1. 


g(o, p) besitzt in der Variablen @ die Periode 22. Auf Grund der Eigenschaften 
(3) und (4) von @ ist klar, daB g(o, g) nach den Variablen o, ¢ tiberall unendlich 
oft differenzierbar ist. Daraus ergibt sich wegen (8), daB g(o, y) auch nach den 
Variablen z = 9 cosy, y= go sing in der ganzen (z, y)-Ebene unendlich oft 
differenzierbar ist. Folglich ist die zu g(o, ~) gehdrige Flache (2) eine schlichte 
Flache der Klasse C™; sie ist abhaingig von der Wahl von w ¢€ 2 und von der 
Folge {n,} und soll daher mit  [w, {n,}] bezeichnet werden. Nach (9) ist sie in 
iibersichtlicher Weise aus ringférmigen Bestandteilen aufgebaut, deren Gestalt 
man sich anschaulich sehr leicht klarmachen kann. 
Es werde jetzt gesetzt 


1 
log(1 + pa(t)) 


rolt) dt, p>0d. 


(10) I(p, w) = 
0 
Dann gilt der 


Satz A: Wenn die Reihe ¥ k-'I(k-'n,, w) konvergiert, so ist die Fliache 
k=1 
F[e, {n,}] von hyperbolischem Typus. 
Aus diesem Satz geht sofort hervor, daB es zu jedem w ¢ 2 unendlich viele 
Folgen {n,} gibt, fiir welche §[w, {n,}] hyperbolisch ist. In der Tat: Sei {c,})° 
10* 
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eine Folge positiver Zahlen derart, daB 3” k-'c, konvergiert. Da offensichtlich 
k=1 
lim I(p, w) = 0,80 kann man zu jedem Index k = 1 eine solche natiirliche 
p+ oc 
Zahl n, wahlen, daB I(k-'n,, w) < c,. Die zur so gewahiten Folge {n,} gehdrige 
Flache § [w, {n,}] ist dann nach Satz A hyperbolisch. 
In 3.3 wird gezeigt, daB I(p, wy) = O(1/log p) fiir p > + co. Daher folgt aus 
Satz A als Korollar der 
Satz B: Wenn lim k-!n,= 00 und die Reihe 
k— @ 
“Ft k log Teel 
konvergiert, so ist § (wo, {n,}] von hyperbolischem T ypus. 
Es ist also z. B. § [mw , {2*}] sicher hyperbolisch. 


2. Beweis von Satz A 
2.1. Wir betrachten folgende Gebiete auf F = F[w, {n,}]: 
= {r(e, 9) |9S e<}} 
={rlo,g)|1<o<m+1}, m21. 
Die Folge {%,,}{ schépft offenbar das Gebiet F —F, aus*). Es sei y ein er- 


zeugender Zyklus der zyklischen Homologiegruppe von § — Fp, und es sei O 
eine auf  — %, exakte reelle Differentialform, welche die Bedingung 


(1) 





(2) f 0| =2x 

? 1 
erfiillt. O erscheint im (0, y)-Koordinatensystem in der Gestalt 
(3) O = Plo, y) de + Qe.~)dy, e>1, 
wobei 


P(o, gy + 2x) = Plo, 7), Vo. p + 22) = Vo, y), P,= Q, - 


Um aus dieser Darstellung von @ die Norm, i. e. das Dirichlet-Integral, von 9 
beziiglich der Gebiete G,,C &— GF, berechnen zu kénnen, benétigen wir die 
Darstellung der metrischen Differentialform ds* von F im (0, y)-Koordinaten- 
system. Aus 1.2 (2) folgt sofort 


= |dz\*= Edo*+ 2Fdodg+ Gdg¢ 
E=1+9@,F =9,9,,.¢=0+ 93. 
Fiir die Norm von @ beziiglich G,, ergibt sich dann: 


(4) 


m+1 


© tethn ff ER GEEBE EM coay, 





*) 3. = abgeschlossene Hiille von §,. 
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2.2. Es gibt eine konforme Abbildung 7, der Riemannschen Flache G,, 

auf einen Kreisring 
Ry = {w | 1 < fol < eM} 
der komplexen w-Ebene. Dabei ist die positive Zahl y,,, der Modul von §,, 
eindeutig bestimmt. Der Parallelstreifen 
S,, = {z=2+iy|0<z<yp,} 
der komplexen z-Ebene wird durch die konforme Abbildung 
w= A(z) = e* 
zur universellen Uberlagerungsfliche des Kreisringes %,,; die zugehdrige 
zyklische Gruppe von Decktransformationen wird erzeugt von der Translation 
(6) z>z+2ni. 
Vermdége der konformen Abbildung 
To 0A: Gn > Fm 

ist jetzt S,, konforme universelle Uberlagerungsflache von G,, mit der erzeu- 


genden Decktransformation (6). Die metrische Differentialform ds? von § 
erscheint daher im Streifen ©,, in folgender Gestalt: 


ds*= E,.d2z*+ 2F,,dxrdy + G,,dy’, 
) E,,=Gn, F,=9, £,,(z,y + 22) = E,,(z, y). 
Die exakte Differentialform © erscheint im Streifen @,, in der Gestalt 
0 = P,, (x, y) dz + Q,,(x, y) dy 
P(X, ¥ + 2%) = P(X, ¥)> QOm(Z, ¥ + 2%) = Qn (2, y) - 
Da die Translation (6) erzeugende Decktransformation ist, so folgt aus (2) 


(8) 


2x 
(9) [One way =e [ O=2ne',e,e= £1, 0<2< Up- 
6 y 


Aus (7) und (8) ergibt sich nun eine zweite Darstellung der Norm von @ be- 
ziiglich F,, : 





tm «228 tm «222% 
E,, @, — 2F . Pn Qn + Gn Pe 
1o18.- [ / yE.0.— Ft dzdy= [ | (e+ Pideay. 
0 0 0 
Somit gilt 
Mm «O22 
1018.2 f [ Gazay. 
6 66 
Daraus folgt 


/ 
(10) 27 im |Z, 2 ( 
0 
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Wegen (9) ist aber 


Hm 22 


[ f Q,, (x, y)dady = 27 fee’ , g = sh 
6 6 

Somit folgt aus (10) 

a Mm & (1/22) JOlz. . 


Diese Ungleichung gilt fir alle m = 1 und jede auf §—{, exakte reelle 
Differentialform 0, welche die Bedingung (2) erfiillt. 

2.3. O = dq ist eine solche Differentialform! GemaB (3), (4) und (5) ergibt 
sich fiir dieses 0: 


m+1 22 


Je E 1+9e 
, i 6 oii ja Ve+e+es . 
y Py. l+9 Pt 
1 Vesgs ? 


Daraus folgt nach 1.2 (9) 
k+1 22 


1 + (@’(9 — &) sin? n, p 
» =: — —- 
115, < 2 E | J Vk? + nj w* (9 — b) cos* m, “ee 


also mit 
C., = 1 + Max (w’ (t))? , 


O<t<1 
(12) |Ol%,<C, S ~ ef Fetes cos?*n, gy) ‘*dod@. 


Wir werden in 3.1 zeigen, daB 


1 22 


(13) f [ (k2 + n?m?(0) cos?n gy) "*'dodg < 2 j2 ak“"I(k-* n, w) , 


0 0 


wobei I(p, w) die in 1.2 (10) definierte Funktion ist. Aus (11), (12) und (13) 
ergibt sich jetzt: 


m 
(14) Bm < 2 Coe ko I(k-'n,,w), m21. 


Wenn nun die =a, s ‘wre 1n,, @) konvergiert, so sind also die Moduln y,, 


der Ringgebiete F,, beochrinkt. Da aber diese Gebiete die Fliche § — F, aus- 
schépfen, so kann dann & offenbar nicht von parabolischem Typus sein. Damit 
ist Satz A bewiesen. 
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3. Beweis von zwei Hilfssiitzen 


3.1. Hiljssatz: Fiir natiirliche k, n gilt 
1 22 


f (k? + n®w?(o) cos*ng)~ "dod < 2 y22k"I(k-'n, w) , 
6 0 


wobei I (p, w) die in 1.2 (10) definierte Funktion ist. 
3.2. Beweis: Es ist 


1 22 1 
© [ fe mate) contng)—"edoay — | Jie) de 
0 
mit 
2" 
J(Q)= [ (2+ ntor(g) costng)-"dg, 0<e <1. 
0 


Durch Zerlegung des Integrationsintervalles (0, 22) und naheliegende Substitu- 
tionen ergibt sich sofort 
n/2 


J (9) = af (k? + n®w*(g) sin? y)~*"dq. 
0 


Wegen sing = 2 ¢/z in (0, 2/2) folgt weiter 
n/2 nw/k 


(2) J(e)s4 | (2+ n2e*(0) (2 y/2)?)~ "dy = 7 [ (1 + a%)~ ‘sda 
0 b 


(Man beachte, daB w(o) > 0 fir 0 < 9 < 1.) Wegen 


(+ 2)"‘*s y2 (1+2)) fir 220 
folgt aus (2) 
a“ nok i 
2/2 x dx = 2\2a log(1 + k-'nw/(o)) 


J (@) = ‘nw (0) F 1 +2 nwo) 


und daher 


1 1 
fr@ do <2\22k> ea de =2)2 1k1 (kn, w), 
0 0 


womit wegen (1) die Behauptung bewiesen ist. 
3.3. Hilfssatz: I(p,@ ) = O(\/logp) fir p— + oo. 
3.4. Beweis: Nach 1.2 (10) gilt fiir 0 <e« <}/, 


€ 1 1—e\ 

* FF \ log (1 + pa (t)) aan 

@ J won| | + J+f aon dt=1,4+ I+ Iy. 
0 l-e .e 


Wegen 


dog (1 + 2) 
zx 


1 fir x>0 
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ergeben sich fiir J,, J, die Abschaitzungen 
(4) Ii<e, In<e. 
Aus 1.2 (5) und (6) folgt sofort 


Min «@,(t)>e**, 
exstsl-—e 


Max @,(t)<e-*. 
O<ts1 


Daraus ergibt sich 

(5) I, < e*/*p-! log(1 + e~*p). 

Aus (3), (4), (5) folgt jetzt 

(6) I (p, wo) < 2e + e/*p- log(1 + e-*p) fir p>0,0<e<}/,. 


Sobald p gréBer ist als ein gewisses p,>1, gilt 0 < 2/logp'*<4/,. Daher 
liefert (6) fiir p > p, und e = 2/log p's 


I(p, w») < 8/logp + p~*log(1 + e~*p) = O(lflogp) fir p++. 


(Bingegangen am 5. August 1959) 
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An Example Concerning Polynomial Convexity 
By 
Joun WeRMER®* in Providence, Rhode Island 


Let K be a compact set in the space C* of n complex variables. The poly- 
nomially convex hull of K, written h(K), is defined to be the set of points z 
in C* which satisfy 

|P(z)|< max|P(y)| for all polynomials P. 


Let F be i . eaten of the closed unit disk D: |z| < 1 into C* with the 
following properties: F(z) is the point (/,(z), ...,/,(z)) where the /, are func- 
tions analytic on D and 

1. The /,; together separate points on D. 

2. At each point of D at least one /, is locally schlicht. 

Let F(D) denote the image of D under F. Then we have 

Theorem 1: F(D) equals its polynomially convex hull. 

This result is a direct consequence of results proved in [1]. It is essentially 
proved as Lemma 3.5 in [1]. 

One may now ask whether the analogue of Theorem | holds if the disk is 
replaced by the bicylinder B: |z| < 1, |w| < 1. The answer is no, as the following 
example shows. 

Let ® be the map of the closed bicylinder B into C* defined as follows: 
P(z, w) = (z, zw, zw*— w). Let K denote the image of B under ®. We assert: 

Theorem 2: @ is non-singular in the sense that 

3. If x, y are distinct points of B, D(x) + Dy). 

4. D has rank 2 at each point of B. 

h(K) is the union of K with the open disk: {(z, 1, 0) | |z| < 1}. 

Lemma 1: Fix an integer k > 0. Fix e > 0. Then there exists a polynomial 
P with 

\(g — 1) — P(z) (g—1)**"|<e forallz with |z|<1. 


Proof'):. Consider the Banach space C of continuous functions on |z| = 1 
and the subspace C’ of C consisting of functions P(z) (z—1)**', P a poly- 
nomial. Our Lemma asserts that z— 1 is in the closure of C’. If not, there is 
some bounded linear functional on C, say L, with 


L(P(z) (z— 1)**1) =0 for all polynomials P, and L(z—1)+0. 
*) This work was done with the partial support of NSF Grant G-5866 


1) Although this Lemma is a consequence of known results, we give the following direct 
proof. % 
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Let R now be an arbitrary polynomial. Taylor’s expansion for R gives 
N 


N 
L(R)= ¥ 5 RO) L(e—1y) = ¥ C,RO(). 
v=o " v= 


Then C,= 0, v>k+ 1, and C, + 0. Let p be the largest index with C, + 0. 
Then we have p= 1, and 


R (1) = Cy} L(R) 5 0,051 RO (1) 
and so ty 
|R(1)| s KS max |R (z)| , K a constant , 
for all polynomials R. But this oth true. Hence the Lemma holds. 
Lemma 2: Fix ¢ > 0 and k. Then there is a polynomial P such that for all 


pairs of complex numbers (a, b) satisfying: |a| < 1, |b| < ja — 1}, 


eo —b*+1 P(a) <e. 
Proof: Choose P for the given ¢ as in the last Lemma. Then 
beth | : | l 
ena — O*** Pla) = [bl*** | a — P@) Ss 
<s |a— 1|**? aaa — Pla) = |(a— 1) — (a— 1)*** P(a)| <e. 


Lemma 3: Let © be a complex number + 0. Then there exists a polynomial 
in two variables Q such that 


|Q(1, S)| > max|Q(a, b)| over {(a, ) | jal <1, |b] < ja—1)}. 


Proof: Consider the solid ball S defined by: ja + 1|?+ |6/?s 4. If ja] < 1, 
\b| < ja— 1|, then, with a = a, + tag, b = b, + iby, we have 
bj + b3 < (a,— 1)? + a} = a} + af — 2a,+ 1 
and so 
ja + 1|?+ |b|?= af + 2a,+ 1 + af + |b]? 2(a? + a3) + 254. 
Hence (a, 6) lies in S. On the other hand, (1, G) with © + 0 lies outside S. 
Hence we can clearly find a polynomial Q with |Q(1, G)| > max|Q| over S. 
This Q then fulfills the assertion of the Lemma. 

Definition: A denotes the closed algebra of functions on B generated by z, 
zw, zw*— w, i.e. the class of functions on B which are uniform limits of poly- 
nomials in these three functions. 

Lemma 4: For every integer k > 0, M% contains (zw — 1)w**?. 

Proof: Fix ¢ > 0 and let P be the corresponding polynomial of Lemma 2. 
Let (z,w) be in B and zw—1+0. Then |zw| <1, |(zw—1)w| Ss |zw—1]. 
Hence by choice of P 

a's e+ 2 | 
ee — ((zw — 1)w)**} P(zw) <e 


i.e. 


|(zw — 1) wt +1 — (zw — 1)w)**+! P(zw)| < e. 





ye 2 


eee oa Oe teed bed feel 
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Clearly this inequality also holds for zw — 1 = 0 if (z, w) « B. Hence 
(zw — 1)w**! is approximable uniformly on B by polynomials in zw and 
(zw — 1)w and hence is in Q. 

Lemma 5: Let (a,b,c) lie in h(K). Then there exists a bounded linear 
functional m on 2% with m(fg) = m(f) m(g) for all /, g in 2% such that m(z) = a, 
m(zw) = b and m(zw*— w) = c. 

Proof: We define m[R(z, zw, zw*— w)] as R(a, b,c), for all polynomials R. 
Since (a, b,c) is in h(K), m has bound 1 on such functions. Hence we can 
extend m to all of 2 by continuity, and observe that m has the desired pro- 
perties. 

Proof of Theorem 2: We first show that the map @ is non-singular. 

Let (a, b) and (a’, b’) be distinct points of B. If O(a, b) = D(a’, b’), then 
a =a’. Alsoab = a'b’= ab’. But b + b’. Hence a = 0. Now ab?— b = a’ b’*—0’. 
Hence b = b’. This is a contradiction. Hence ®(a, b) + D(a’, b’). So (3) holds. 
Next 


az @ @z @ 

BS. fo b. 298 4 i 

2 02 =" + er ete : ; 
Oe; 8. oud” pee. 2 ew! w) te © eine 
dw dw ) LOD Sheet 


Hence at each point of B one of the two determinants + 0. So (4) holds. 

Let D, denote the open disk: |z,| << 1 on the plane z: z,= 1, z,= 0. To prove 
the theorem we must show A(K) = Ku Dy. 

Let (a, 6, c) lie in A(K). By Lemma 5, there is a multiplicative and linear 
functional m on 2 taking the functions z, zw, (zw — 1)w into a, b, c respectively. 
Let a + 0, b + 1. We claim (a, b, c) is in K. 


Put z,= a, and wy= — . Since 
a 


z((zw — 1)w) = (ew—1)-zw, 
Zq* m((zw — 1)w) = (zyw—— 1) (zw), and so 
m((zw — 1) + w) = (zpwo— 1) wy 
m(z) = 2, m(zw) = Zp, |29| S 1. 
Put Q,= (zw— 1)w**!. Q, is in 2% by Lemma 4. 
Now ((zw — 1)w)**!= Q, (zw — 1). 
Hence ((z)w 9— 1)w9)**?= m(Q,) (zpwo— 1)* 
and so (zw )— 1)wk+! = m(Q,). 
Since 6 + 1, z,w y— 1 + 0, and so 
if |w,| > 1, we can then choose & so large that 
[ZoWo— 1] - |wo|**? > 2. 
But |m(Q,)| S | Qxl = max (Gal = 2. 
Hence |w,| < 1. : 
Thus (29, wy) is in B. Also D(zo, we) = (Zp, Zp, (ZoWo— 1) wy) = (a, 5, €). 
Hence (a, b, c) is in K as asserted. 
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Let next a= 0. By the preceding identities, then, b= 0 or 6—1=0. 
Assume first b = 1. If c + 0, Lemma 3 gives a polynomial Q with 


|Q(1, c)| > max|Q(zw, (zw — 1)w)| 
B 


since for (z,w) in B, |zw| < 1 and |(zw— 1)w| < |jzw— 1]. Hence (a, b, c) is 
not in h(K). Therefore c = 0, and so (a, b, c) is in Dg. 

We next see what happens when 6 = 0. Then (a, b, c) = (0, 0, c). We have, 
k=0: 

ck+1— m(Q,) (6 — 1)*= (—1)*m(Q,), whence 
|e**3| = |m(Q,)| S |] Qxl| = 2. 
Hence |c| < 1. It follows that (0,—c) is in B and ®(0,—c) = (0,0,c). So 
(a, b, c) € K. 

Finally we consider the case: a + 0 and 6 = 1. Then c = 0 and so (a, b, c) 
lies on the plane z. Also ja| <1. If |a| < 1, (a,b,c) is in Dy. If ja| = 1, 
(a, b, c) < K. In summary, then: if (a, 6, c) is in A(K), then (a, 5, c) isin K U Dy. 

On the other hand, x meets K in the circle |z,| = 1, z.= 1, z3= 0, which 
is the ‘image under @ of {(e*®, e~**)|0 <0 < 27} in B. By the maximum 
principle, which is valid on a, then, D,c h(K). Obviously, also, Kc h(K). 
Thus A(K) = KU Dg, and Theorem 2 is proved. 

Note: If |z| < 1, then (z, 1, 0) is not in K, for else there is (a, 6) in B with 
P(a, b) = (z, 1, 0), and so a = z, ab = 1 whence |b| > 1, which is false. Thus the 
hull of K is bigger than K. 

We may wonder why an example of the type just given cannot exist for 
the disk. The reason is that an analytic image F(D) of the disk D which meets 
an analytic plane z in a simple closed curve J" must lie entirely on z and fill 
the interior of J’, whereas, as we have just seen, an analytic image of the 
bicylinder can meet an analytic plane z in a simple closed curve, without 
meeting its interior. 

Finally, we point out that we do not know an example of a non-singular 
map ¥ of the bicylinder B into C? where the hull of ¥(B) is larger than B. 
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Uber einige Grundeigenschaften der Bogen 
ohne (n —2, k)-Sekanten im projektiven P, (n < k) 


Von 


Orro Haupt in Erlangen 


Einleitung 


I. Durch Einfiihrung des Begriffes der ,,strengen Konvexitat‘‘ von Kurven 
(und Bogen) im projektiven n-dimensionalen Raum P,, ist es Herrn M. Bar- 
NER [1]') gelungen, den Satz von MoHRMANN [12] oder auch — wenn man 
will — den Vierscheitelsatz auf allgemeinere Kurven im P, auszudehnen und 
diese Erweiterung fiir den P, bei beliebigem n(2= 2) zu verallgemeinern. 

Ein Bogen Bc P, heiBt dabei streng konvex, wenn irgend n — 1 Punkte 
von B, die auch gruppenweise ,,benachbart‘’ sein (d.h. zusammenfallen) 
diirfen, in (mindestens) einer Hyperebene liegen, die genau diese Punkte mit 
B gemeinsam hat'*). Derartige Hyperebenen sollen sich in stetiger Abhangig- 
keit von den zugehérigen n — 1 Punkten wahlen lassen (vgl. [1], 8S. 196). 

Der von M. BaRNER zugrunde gelegte Kurvenbegriff ist der in der 
Differentialgeometrie iibliche: Es wird die Kurve C gegeben durch 
a(t) = (a(t), . . ., 2,4, (t)), wobei z,(t), y= 1,..., + 1, eine reelle, in einem 
abgeschlossenen Intervall n-mal stetig differenzierbare Funktion ist, die nebst 
ihren n ersten Ableitungen periodisch ist (mit etwa der Periode 27; fiir Bogen 
fallt die Periodizitatsbedingung weg). — Die einzigen Singularitaten, die bei 
streng konvexen Kurven auftreten kénnen, sind stationire Schmiegebenen 
héchster Dimension (vgl. [1], S. 196). 

II. Der in die Definition der streng konvexen Kurven eingehende Differen- 
zierbarkeitsbegriff und damit auch die Definition der Singularitaten griindet 
sich auf Begriffe der Analysis; und demgemaB beweist BARNER seine Satze 
unter Heranziehung auch von Hilfsmitteln aus der Analysis. Demgegeniiber 
wird durch die von BaRNER (vgl. [1], 8S. 207) angegebene ordnungsgeometrische 
Formulierung seiner Satze die Frage nahegelegt, ob entsprechende Satze 
direkt infinitesimalgeometrisch (also ganz ohne Heranziehung analytischer 


1) Ziffern in eckiger Klammer im Text verweisen auf die Literaturangaben am Ende 
der Arbeit. Andere Verweise (z. B. ,,Vgl. Nr. 2.1‘) beziehen sich auf die gegenwartige 
Arbeit. 

18) Im Falle n = 3 verwendet Herr L6BELL bei seiner Verallgemeinerung des Vier- 
scheitelsatzes auf Kurven im euklidischen Raum fiir das Tangentenbild ¢ der betrachteten 
Raumkurve die Bedingung (vgl. [11], 8. 142, Kursivgedrucktes), daB es durch jedes 
Punktepaar von ¢ eine Ebene gibt, die ¢ in zwei durch sie getrennte Teile zerlegt. Dabei 
wird iibrigens nur die Stetigkeit des Kriimmungsradius gefordert. 
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Hilfsmittel) formuliert und bewiesen werden kénnen. Dies ist in der Tat 
mdglich. 

Zur Rechtfertigung einer direkt-geometrischen Betrachtung gegeniiber der 
klassisch-differentialgeometrischen lieBe sich im vorliegenden Falle anfihren, 
daB bei Betrachtungen der ersteren Art Erganzungen der Barnerschen Satze 
resultieren (vgl. [7], S. 113)*). Zugleich erweist sich die Bedingung der strengen 
Konvexitat (bzw. ihre direkt-geometrische Verallgemeinerung) fiir die Giltig- 
keit der in Rede stehenden Satze in einem gewissen Sinne als notwendig. 

Ill. Die in Ziff. II. erwahnte direkt-geometrische Verallgemeinerung des 
Begriffes der strengen Konvexitat, die im folgenden als ,,Freiheit im strengen 
Sinne von (n — 2, n + m)-Sekanten“ bezeichnet sei, stellt eine Verscharfung 
der ,,Freiheit von (n — 2, n + m)-Sekanten“ dar (vgl. Nr. 1.5.1). Diese letztere 
Eigenschaft spielt aber eine wesentliche Rolle in dem folgenden Satz von 
J. HsELMSLEV [10]: Eine ,,gew6hnlich differenzierbare‘‘ Kurve im P,, welche 
frei ist von (n — 2, n + m)-Sekanten und deren Punkte sémtlich den Ordnungs- 
wert n besitzen, ist (sogar) global vom Ordnungswert n. Hier taucht die Frage 
auf, inwieweit der Hjelmslevsche Satz auch fiir nicht gewohnlich differenzier- 
bare Kurven (bei beliebigem n = 3) giiltig bleibt (fiir n = 3 vgl. [6)). 

IV. Die vorliegende Mitteilung dient als Grundlage fiir die (in anschlieBen- 
den Noten zu gebende) Behandlung der in Ziff. II. und III. aufgeworfenen 
Fragen. Dementsprechend werden in § 1 die benétigten Definitionen und Hilfs- 
sitze zusammengestellt, wahrend in § 2 solche Eigenschaften der Bogen (und 
Kurven) ohne (n — 2,» + m)-Sekanten, auch im strengen Sinne, bewiesen 
werden, die fiir unsere spiteren Zwecke wichtig, aber auch an und fir sich von 
Interesse sind. Und zwar wird hier von zusiétzlichen Annahmen iiber lokale 
Ordnungswerte (beziiglich der Hyperebenen) noch abgesehen; solche An- 
nahmen werden erst in einer folgenden Mitteilung eine Rolle spielen. 


§ 1. Allgemeine Vorbemerkungen 


1.1. Wir bezeichnen: Mit P, den projektiven, n-dimensionalen Raum®), 
wobei n = —1 und P_, die leere Menge % ist; ferner als t-Ebene L,, wobei 





*) Zu den in [7], S. 113, angegebenen Saétzen kommt noch der folgende, spaiter zu 
beweisende, hinzu: Bogen bzw. Kurven im P,, deren Ordnungswerte unendlich, endlich 
oder beschrankt und dann mindestens gleich nt + 1 sind, besitzen mindestens t bzw. t + 1 
singulare Punkte (1 < ¢, 2 < n). Insbesondere besitzt ein Bogen, dessen Punkte bis auf die 
Begrenzungspunkte vom Ordnungswert n sind, selbst den Ordnungswert n. Dabei sollen 
die Bogen bzw. Kurven im strengen Sinne frei sein von (n — 2, n + m)-Sekanten, aber 
ohne Differenzierbarkeitsbedingungen zu geniigen. 

) Dabei ist P, erklart als die Menge aller (n + 1)-tupel (x,) = (x,,..., 2,41) reeller 
Zahlen x, mit der Festsetzung (z,) = (oz,) fiir 9 + 0 und Z |z,| > 0. Die Topologie im P,, 
ist so erklart: Eine Umgebung U von (z;) € P,, entspricht einem Produkt U, x --- x U,4, 
von Umgebungen U, von x; auf der Zahlgeraden. Bei dieser Topologie ist P, rational 
(d. h. P,, besitzt eine abzahlbare Basis) und kompakt (im Sinne von Boursakt, d. h. P, 
ist ein bikompakter Hausdorffraum). Folglich ist P,, metrisierbar. —_ Unter dem Limes 
einer Folge von Kompakten wird im Text der topologische Limes verstanden (der hier 
gleich dem metrischen Limes ist). 
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—1 sts n, jeden projektiven, t-dimensionalen Unterraum von P,; es ist 
L,,= P,. Die (n — 1)-Ebenen heiBen auch Hyperebenen. — Der Raum aller 
t-Ebenen sei R,*). 

Zu jeder Menge Mc P,,5) gibt es t-Ebenen L, mit Mc L,; das kleinste der- 
artige t werde mit r(M) und als Rang von M bezeichnet (—1 < r(M) < n). 
Der Durchschnitt aller L,, fiir welche M c L,, ist eine r'-Ebene, die durch M 
eindeutig bestimmt und fiir die r’= r(M) ist; diese r’-Ebene heiBe auch die 
lineare Hiille L({M) von M. Ist r(M) = n— 1, so heiBe M héchstens hypereben. 
Es ist *) L(M) = L(M) = L(M) und r(M) = r(M) = r(M). Ferner gilt 


r(MUN)=r(M)+7r(N)—r(MnQN); 


insbesondere ist also r(M\UN)=r(M)+r(N)—1 genau dann, wenn 
MnN=8. 

Anmerkung. r(M) hat die Eigenschaften einer geometrischen Ordnung’) 
iiber dem Verband aller Teilmengen von P.,,. 


1.1.1. Die Gesamtheit aller (n — 1)-Ebenen, in denen ein festes L,, etwa Lf, 
enthalten ist, 0 < t < n — 2, heiBe ein t- Biischel (von (n — 1)-Ebenen) mit der 
Achse A = L¥. 


1.1.2. Wird eine (n— 1)-Ebene H, in P,, als uneigentlich ausgezeichnet 
(n = 1), so heiBe jede Menge Mc P,, mit M7 H, = © beschriinkt (beziiglich H,). 
Ist die (n — 1)-Ebene Z nicht enthalten in H,, so wird P,— A, durch L in 
zwei offene, von L begrenzte n-Halbebenen (Halbraume) beziiglich H,, zerlegt. 
Entsprechend werden die durch ein L,_, mit L,_,c L, bestimmten t-Halb- 
ebenen in (von) L, beziiglich H,, (oder L, > H,) erklart, falls L, und L,_, nicht 
in H,, enthalten sind. 


1.2. Es sei h ein System von (n — 1)-Ebenen des P,, z. B. b = R,_,. Wir 
erkliren den Ordnungswert ord(M) = ord(M; b) der Menge M c P,, (beziiglichb) 
folgendermaBen: Ist die Machtigkeit w(M 7-H) von Mr\H unendlich fir 
mindestens ein H € b, so werde ord(M) als unendlich bezeichnet. Andernfalls 
heiBe ord (M) endlich, wenn die (samtlich endlichen) w(M 7 H) keine endliche 
obere Schranke besitzen ; hingegen werde gesetzt ord(M) = max(w(Mr\ H);H¢b) 
und heiBe beschrénkt, falls dieses Maximum existiert (und endlich ist). Bei 
endlichem oder beschranktem ord(M) enthalt M keine héchstens hyperebene 
unendliche Teilmengen, vorausgesetzt, daB h = R,,_,. Abkiirzung fir Ordnungs- 
wert ist OW; fails nicht anders bemerkt, ist b = R,,_, genommen, also gleich der 
Gesamtheit aller H yperebenen. 


*) Der Raum R, ist ebenfalls rational und kompakt. Es ist 2, , homéomorph zu P.,. 

5) Das Zeichen C wird im Text im Sinne von C verwendet; es bedeutet also MC K, 
daB M echte oder unechte Teilmenge der Menge K ist. Fiir die aus Punkten p,, py, . . . 
gebildete Menge wird das Zeichen {p,, pg, . . .} verwendet. 

*) Mit M bzw. M wird die (in P,) abgeschlossene Hiille bzw. der (in P,,) offene Kern der 
Menge M bezeichnet. 
7) Betr. einen allgemeinen Begriff der geometrischen Ordnung vgl. [4]. 
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Unter dem Ordnungswert ord(p; M) = ord(p; M;) eines Punktes p ¢ M 
beziiglich ) wird verstanden min (ord (U); fiir alle Umgebungen U von p in M), 
falls dieses Minimum existiert (d.h. endlich ist); ferner heiBe ord(p; M) 
= ord(p; M;6) endlich bzw. unendlich, wenn ord(U) fiir jedes hinreichend 
kleine U endlich aber nicht beschrankt bzw. unendlich ist. 


1.3. Unter einem Bogen B bzw. einer Kurve C verstehen wir jedes topo- 
logische Bild einer abgeschlossenen Strecke bzw. einer 1-dimensionalen Sphare 
(Kreisperipherie). Fiir einen Bogen B wird als Anfangs- bzw. Endpunkt von B 
bezeichnet das Bild des ersten bzw. letzten Punktes der (orientierten) Urbild- 
strecke ; gemeinsame Bezeichnung fiir Anfangs- und Endpunkt ist Begrenzungs- 
punkt. 


Verabredung: Als gemeinsame Bezeichnung fir B und C benutzen wir 
,,Bogen B’** oder kurz B’. 


Die einseitigen, genauer die vorderen bzw. hinteren Umgebungen eines 
Punktes p ¢ B’ werden erklart als die Bilder der einseitigen, genauer der 
vorderen bzw. hinteren Umgebungen des Urbildpunktes p* von p auf der 
orientierten Urbildstrecke bzw. auf der wrientierten Urbildsphare; eine vordere 
Umgebung des Urbildes von p auf dem orientierten Urbild von B’ bestehe 
dabei aus den Punkten einer, p* als Begrenzungspunkt besitzenden (halb- 
offenen), Strecke, deren Punkte (auBer p*) im Sinne der Orientierung dem 
Urbild von p nachfolgen. Als hintere bzw. vordere Umgebung des Anfangs- 
bzw. des Endpunktes wird die leere Menge erklart. — Die Umgebungen von p 
auf B’ sind demgem4B erklart als die Vereinigungen von vorderen und hinteren 
Umgebungen von p. 


Ist S abgeschlossene bzw. offene Teilstrecke bzw. Teilbogen des Urbildes 
von B bzw. von C, so heiBe das Bild 7 von S abgeschlossener bzw. offener 
Teilbogen von B’ und die Bilder der Begrenzungspunkte bzw. des Anfangs- 
oder Endpunktes von S heiBen wieder Begrenzungs- bzw. Anfangs- oder End- 
punkt von 7’. Umgebungen sind also (auf B’) offene Teilbogen. Als den zu T 
gehérigen offenen Teilbogen T bezeichnen wir den auf B’ offenen Kern von 7’; 
sind 6, die von den Begrenzungspunkten von B’ verschiedenen Begrenzungs- 
punkte von 7’, so ist 7 = T — U {6,}. 

Enthalt B’ keinen héchstens hyperebenen Teilbogen, so sagen wir, es sei B’ 
lokal rangmazximal. Ist ord (B’) = ord(B’; R,,_,) endlich oder beschrinkt, so ist B’ 
lokal rangmazximal. — Die Eigenschaft eines Bogens lokal rangmaximal 
bzw. von beschranktem Ordnungswert zu sein ist erblich (d.h. sie kommt 
jedem Teilbogen zu). 


Punkte p ¢ B’ mit ord(p; B’) = ord(p; B’; R,_,) = n heiBen regular ; nicht- 
regulare Punkte heiBen singulér (beziiglich R,,). — Besitzt sowohl eine 
vordere als eine hintere Umgebung (soweit sie nicht leer ist) von p ¢ B’ den 
Ordnungswert n, so heiBe p elementar; ein elementarer Punkt kann sowohl 
regular als singulir sein (der Ordnungswert eines elementaren Punktes ist 
héchstens gieich 27). 
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Bogen und Kurven, deren Punkte simtlich regulir sind, heiBen selbst 
regular. Ferner heiBe B’ stiickweise reguliér, wenn B’ Vereinigung von endlich 
vielen abgeschlossenen, regularen Bogen ist, die bis auf héchstens Begrenzungs- 
punkte paarweise fremd sind. Wir bemerken dazu: 


I. Ein abgeschlossener, stiickweise regulérer Bogen B’ ist von beschriinktem 
Ordnungswert (und folglich insbesondere lokal rangmaximal). 


Beweis. Es sei zunachst B’ regular. Wegen B’= B’ ist B’ bikompakt, also 
iiberdeckbar mit endlich vielen, in B’ offenen Teilbogen U,, so daB ord(U,) = n, 
o=1,...,r. Aus ord(B’) = Lord(U,) folgt die Behauptung, und ebenso 
auch fiir stiickweise regulires B’. 


Il. Ein abgeschlossener Bogen B’ ist stiickweise regulir genau dann, wenn 
jeder seiner Punkte elementar ist. 


Beweis. Nur dann: Folgt aus der Definition. — Dann: Jeder Punkt von B’ 
ist auf B’ innerer Punkt eines abgeschlossenen Teilbogens, der Vereinigung 
héchstens zweier abgeschlossener, bis auf einen gemeinsamen Begrenzungspunkt 
fremder Bogen 7 vom OW n ist. Daher ist B’ tiberdeckt von endlich vielen 
solchen Bogen 7’. 


Anmerkung. Sind die Ordnungswerte der abgeschlossenen Teilbogen eines 
offenen Bogens B’ gleichmaBig beschrankt, etwa nicht gréBer als m, so ist 
auch ord(B’) < m. (Demgegeniiber kann ord(B’) unendlich sein sogar dann, 
wenn jeder Punkt von B’ regular ist. Beispiel: Es sei B’ in der Ebene gegeben 
durch Polarkoordinaten ¢, r mit y(1) = —oo, g(a) = a: (a— 1) und r(1) = 0, 
r(x) = exp(@(«)),0 < a < 1.) Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des Reduktions- 
satzes in Nr. 1.3.1. 


1.3.1. Es sei B’ von endlichem oder von beschrinktem Ordnungswert. 
Ferner sei H eine (n — 1)-Ebene, p ¢ B’7\ H und U’ bzw. U” eine vordere 
bzw. hintere Umgebung von p auf B’. Beziiglich H und beziiglich einer, zu p 
fremden, als uneigentlich ausgezeichneten (n — 1)-Ebene H, sind dann nur 
folgende beiden Fille méglich: Bei hinreichend kleinen U’, U”’ liegen U’— {p} 
und U’’— {p} entweder in verschiedenen offenen, durch H begrenzten n-Halb- 
raumen oder im gleichen n-Halbraum; je nachdem heibe p Schnitt- oder 
Stiitzpunkt von B’ mit (auf) H. (Die Eigenschaft, Schnitt- oder Stiitzpunkt zu 
sein, ist unabhangig von der Wahl von H,; es muB nur p€ P,— H,, sein.) 
Es gilt nun der 


Reduktionssatz. Vor. (1) Es sei B’ von endlichem oder von beschriinktem 
Ordnungswert. — (2) Es sei H eine (n — 1)-Ebene, fiir welche B’ ~\ H die Michtig- 
keit k = 1 besitzt. (Weil k endlich ist, existiert eine zu B’ -\ H fremde (n — 1)- 
Ebene H,,.) 


Behauptung. In beliebiger Nachbarschaft von H (in R,,_,) gibt es solche 
(n — 1)-Ebenen H’, fiir die B’7\ H’ nur Schnittpunkte enthdlt, und zwar min- 
destens k. Es gibt sogar in beliebiger Nachbarschaft von H eine (in R,_,) offene 
Menge 0 von (n —1)-Ebenen derart, daB B’ r\ H"’ fiir jedes H" € 0 die gleiche 
Math. Ann. 139 ll 
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Michtigkeit k'’ > k besitzt und nur Schnittpunkte enthdlt, ferner daB mindestens 
k dieser Schnitipunkte zu B’ r\ H beliebig benachbart sind. 


Anmerkung. Man beachte, daB unter den anfanglich, d. h. in B’ ~ H vor- 
handenen k Punkten sowohl Stiitz- als etwaige Begrenzungspunkte von B’ 
auftreten kénnen. 


Beweis. Folgt etwa aus [8], Nr. 2.3), sowie durch Schliisse, wie sie z. B. in 
[5], Nr. 1.23, Beweis, verwendet werden. 


1.4. Es sei B’ ein Bogen oder eine Kurve im P,, ferner sei p € B’ und n = 2. 
Wir erklaren: Die vordere bzw. hintere (—1)- oder 0-Tangentialebene in p 
an B’ sei v T_,(p) = 8 bzw. h T_,(p) = @ oder v T,(p) = {p} baw. hT,(p) = {p}; 
ist schon v T',(p) bzw. AT',(p) definiert fir —1 < r < t, wobei 1 < t < n, dann 
wird — unter der Voraussetzung, daB die v7',(p) bzw. die hT,(p) fiir r<t 
existieren — als die vordere bzw. hintere t-Tangentialebene v T ,(p) bzw. h T ,(p) 
in p an B erklart: v7,(p) = limL(vT,_,(p) U{p,}) fir p,>p, wenn 
Py< U,— Un vT,_;(p) ist und U, eine vordere Umgebung von p auf B’ be- 
zeichnet ; entsprechend sei A7',(p) = lim L(h T,_,(p) U {p,}) fiir p,—> p, wenn 
Pr U,— U, VAT ,_,(p) ist und U, eine hintere Umgebung von p auf B’ (die 
Existenz der Limiten ist dabei vorausgesetzt). — Existiert also v7',(p) mit 
l<r, so (definitionsgema8) auch v7 ,(p) fir —1 < s S r—1; und ent- 
sprechend fiir A 7',(p). 


Falls p,¢ U,— U,r\ vT,_,(p) ist, werden in L = L(vT,_,(p) U {p,}) durch 
vT,_,(p) zwei in L offene t-Halbebenen (beziiglich eines uneigentlichen H, 
mit U,¢ P,— H,) begrenzt, deren eine p, enthalt. Existiert der Limes dieser 
letzteren t-Halbebenen fiir p,— p (mit p,¢ U,— U,\ vT,_,(p)), so wird dieser 
Limes als die (offene) vordere t-Tangentialhalbebene vTh,(p) an B’ in p be- 
zeichnet ; dagegen wird als (offene) hintere t- Tangentialhalbebene h T h,(p) an B’ 
in p bezeichnet, falls t = 1 (mod2) bzw. falls t = 0 (mod2), der Limes (falls er 
existiert) der p, nicht enthaltenden bzw. der p, enthaltenden, durch h 7',_, (p) 
begrenzten offenen t-Halbebenen von L(hT,_,(p) U {p,}) fir p,> p mit 
Pr& U,— U,AAT,_,(p). AuBerdem sei gesetzt vTh_,(p) = hTh_,(p)=9 
und v Tho(p) = h Tho(p) = {p}. 


Die vordere bzw. hintere n-Tangentialhalbebene (-halbraum) v Th, (p) 
bzw. h Th,,(p) in p an B’ werde so erklart: Es existiere v T,,_,(p) bzw. h T,,_, (p) 
sowie eine vordere bzw. hintere Umgebung V bzw. H von p auf B’, fiir die 
(V — {p}) 0 vT,_,(p) = 9 baw. (H — {p}) 0 AT, -,(p) = 9 ist. Dann definieren 
wir als v Th, (p) denjenigen, von v7’, _,(p) begrenzten offenen n-Halbraum, in 
welchem V — {p} enthalten ist. Hingegen soll h Th,,(p) derjenige, von h T,, _, (p) 
begrenzte offene n-Halbraum sein, in dem H — {p} nicht liegt bzw. liegt, je 
nachdem n = 1 (mod 2) bzw. n = 0 (mod 2) (vgl. [13], Nr.1.4, 8.513). (Es geniigt 
iibrigens, daB ein V bzw. H existiert, welches fremd ist zu einem der von 


5) In [8] ist der Ordnungswert als beschrankt vorausgesetzt. Indes gilt der im wesent- 
lichen auf einem Induktionsschlu8 beruhende Beweis auch fiir den Fall endlicher Ordnung. 
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vT,-,(p) bzw. von AT,,_,(p) begrenzten offenen n-Halbraume und daB fiir 
kein V bzw. H gilt VC vT,_,(p) bzw. HCAT,_,(p).) 

Es heiBe nun B’ vorn bzw. hinten differenzierbar in p € B’, wenn die v Th, (p) 
bzw. die hTh,(p) fir alle t=—1,...,n—1, existieren. Weiter heiBe B’ 
gewohnlich differenzierbar in p ¢ B’ oder es heiBe der Punkt p (auf B’) ge- 
wohnlich differenzierbar, wenn folgendes gilt: Ist p Begrenzungspunkt (An- 
fangs- oder Endpunkt) von B’, so existieren simtliche v Th,(p) bzw. h Th,(p), 
t=—1,...,n— 1; ist aber p innerer Punkt von B’, so existieren alle h Th,(p) 
und vTh,(p) und es gilt hTh,(p) = vTh,(p), t=—1,...,n—1. — Der 
Bogen bzw. die Kurve B’ heiBt gewohnlich differenzierbar, wenn B’ in jedem 
Punkt gewodhnlich differenzierbar ist. 


Anmerkung. Beispielsweise ist B’ in jedem Punkt, der endlichen Ordnungs- 
wert besitzt, vorn und hinten differenzierbar (in den etwaigen Begrenzungs- 
punkten nur vorn bzw. nur hinten); in diesem Falle existiert tibrigens auch die 
vordere und (oder) hintere n-Tangentialhalbebene (vgl. [13], S. 519/20). 


1.4.1. Neben den Tangential(halb)ebenen sind vor allem noch bendtigt 
gewisse Schmiegebenen, namlich Paratingenten (im Sinne von Herrn Bov- 
LIGAND) von B’. Dabei wird fir —1 < r S n—1 eine r-Ebene L, als 
(r, k)-Paratingente P,(p; k) an B’ in p bezeichnet, wenn folgendes gilt: Es ist 
r+1s k und es existiert eine feste Umgebung U von p auf B’ sowie eine mit 
ico gegen P,(p;k) konvergierende Folge von r-Ebenen L‘ derart, daB 
Li r\ U genau k Punkte enthalt (fiir jedes i) und daB diese mit i + oo gegen p 
konvergieren, ferner daB fiir jede Folge von r-Ebenen M/ mit P,(p; k) 
= lim M? (fiir j + co) und mit genau k’, gegen p konvergierende, Punkte enthal- 
tendem M/ -\ U gilt: k’ < k. Statt P,(p;r + 1) schreiben wir gelegentlich kiir- 
zer P,(p) und sprechen von einer r- Paratingente. Unter P,(p; 1) = Po(p) soll die 
,,einfach zihlende‘‘ 0-Ebene {p} verstanden werden. 

Durch die Machtigkeit des Durchschnittes von B’ mit den r-Ebenen bei 
festem r (mit 1 < r< n—1) wird eine geometrische Ordnung beziiglich 
R, (vgl. Nr. 1.1) erklart (vgl. [4]). Dabei gilt der 

Satz. Vor. Es sei ord(p; B’; R,) = k beschrinkt (r + 1 S k). 

Behauptung. (1) Es existiert mindestens eine (r, k)-Paratingente an B’ in p. — 
(2) Ist die r-Ebene L,, mit p « L,, Limes von r-Ebenen Li, s = 1,2,... , derart, 
da eine monoton auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen U, von p 
auf B’ existiert mit*) w(U,- Li) > r+ 1, 80 ist L, eine (r, k’)-Paratingente 
mit r+1< k's k. Insbesondere ist die vordere bzw. hintere r-Tangentialebene 
an B' in p eine (r, k’)- Paratingente in p an B’. 

Beweis. Betr. Behauptung (1). Es sei ((U,)) eine Folge von Umgebungen 


von p auf B’ mit U,,,c U, und {p} = n. U, (die U, ziehen sich also monoton 
a 


*) Es bedeutet w(M) die Machtigkeit von M. Vgl. Nr. 1.2. — Im Falle der vorderen 
oder hinteren r-Tangentialebenen hat man es mit vorderen bzw. hinteren Umgebungen 
zu tun. 


11* 
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auf pzusammen). Wegen ord (p; B’; R,) = kkannord(U,; R,) = k angenommen 
werden und gibt es r-Ebenen M,, s = 1,2,... , mit o(U, M,) = k; wegen 
U,.,¢ U, ist dann w(U,- M,) = k fiir s < t. Es existiert nun eine Teilfolge 
((M;)) von ((M,)), welche gegen eine r-Ebene L, konvergiert und fiir welche 
o(U,0 Mj=k, wenn s=1,2,..., und t2q(s)>s. Wegen ord(p; B’;R,)=k 
ist andererseits w(U, 7 Mj’) < k fiir irgendeine (konvergente) Folge von 
r-Ebenen M;’, fiir welche U, > M;’ genau k’, gegen p konvergierende Punkte 
enthalt, also k’=< k. Aus {p} = N U, und der Definition in Nr. 1.4.1 foigt 
daher, daB L, eine (r, k)-Paratingente in p an B’ ist. 

Betr. Behauptung (2). Wir beweisen 

(I) das folgende (mengenalgebraische) 


Lemma. Vor. (1) Es sei @ eine (beliebige) Menge. Ferner seien ((U,)) und 
((M,)) unendliche Folgen von (nicht-leeren) Teilmengen von G, wobei U,,,c U,, 
s=1,2,... .— (2) Es gebe ganze Zahlen a,b mit 0 < a < w(U,% M,) <b 
fiir jedes s und schlieBlich alle ¢ (d. h. fiir h(s) < t, wobei etwa s < h(s)). 


Behauptung. Es existieren ganze Zahlen s’> 1 und ganze Zahlen a’ mit 
a = a’ & b sowie zu diesen s’,a’ eine (unendliche) Teilfolge ((M/)) von ((M,)) 
mit w(U, 7 M/) = a’ fiir jedes s = s’ und jedes t = q(s). 


Beweis des Lemmas. (a) Es gibt eine kleinste ganze Zahl a, mit a S a, Sb 
derart, daB zu a, eine (unendliche) Teilfolge ((7,,)) von ((M,)) gehért mit 
w(U, > M,,) = a, fiir jedes t. Weiter gibt es ein kleinstes a,, zu dem eine Teil- 
folge ((M,,)) von ((M,,)) gehért mit w(U,- M,,) = a, fiir jedes t; wegen 
U,Cc U, ist dabei a, < a,. Allgemein: Ist w(U,- M,,) = a, fiir ein gewisses s 
und jedes t= 1, so existiert ein kleinstes a,,,< a, und eine Teilfolge 
((M,+;,,)) von ((M,,)) mit o(U,,, 0 M,4,, 1) = 4,4, fiir jedes t. — (2) Wegen 
@ = 4,4, S @, gibt es ein kleinstes s’ derart, daB a, = a,= a’ fiir jedes s 2 8’. 
Nach Definition von s’ gibt es dann zu keinem s mit s’ < s eine (unendliche) 
Teilfolge ((.M7’)) von ((M,,)) mit w(U, - M;’) < a’ fiir jedes t. Bei gegebenem s 
mit s’ < s ist daher w(U,™ My,) <a’ nur fiir endlich viele t, d.h. es ist 
o(U,0 My,) = a’ fir t = q(s). Setzt man also M; = M,,, so geniigen ((M;)), 
((U,)) und a’ der Behauptung des Lemmas. 


(II) Es seien die U, wie in Behauptung (2) des Satzes erklart und es sei 
Li = M, gesetzt. Wegen U,,,¢c U, ist r+ 1s o(U,OM,) sk fir t2 s. 
Fir a= r+ 1,6=k und h(s) = s sind daher die Vor. des Lemmas (Ziff. (1)) 
erfiillt. Daher existiert (mindestens) ein a’ mit r+ 1 S a’ S k sowie ein s’ = 1 
und dazu eine Teilfolge ((M7)) von ((M,)) derart, daB w(U,- Mj) =a’ fir 
s’ = s und t = q(s) = s’= q(s’); auBerdem ist L,= lim Mj. Bei festem ((U,)) 
und ((M,)) besitzt die Menge aller derartigen a’ ein Maximum a” = a” (((U,)), 
((M,))) mit r+ 1S a” < k; und ebenso besitzt die Menge dieser a”’ fiir alle 
((U,)) mit festem U,= U und fiir alle zugehérigen ((M,)) mit L, = lim M, ein 
Maximum a). Es ist dann L, eine (r, ag)-Paratingente in p an B’ (r+ 1<a,<k). 
— Betr. vT,(p). Es sei also ((U,)) eine Folge von vorderen Umgebungen von 
p auf B’, die sich monoton auf p zusammenzieht. Es existiere v7',(p). 
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DefinitionsgemaB gibt es r-Ebenen L({x,,} U (v7',_,(p))), die mit s + co gegen 
vT,(p) konvergieren, wobei 2,,¢ U,, also p= limz,,. Durch Wiederholung 


dieses Schlusses der Reihe nach fir v 7',_,(p), vT,.(p), .. ., erhalt man eine 
Folge von r-Ebenen M, mit v T',(p) = lim M, sowie mitr + 1 < w(U, M,) sk 
firs = 1,2,...,undt = hA(s). Damit erweisen sich die Vor. fiir die Anwendung 


von Behauptung (2) als erfiillt. 
1.4.2. Es gelten nun folgende, im wesentlichen bekannte Satze. 
1. Satz. Vor. Es sei B’ Cc P,, vom Ordnungswert n (2 < n). 


Behauptung. (1) In jedem Punkt p ¢ B’ existieren die vorderen und hinteren 
t- Tangentialebenen v T ,(p), h T',(p) und t-Tangentialhalbebenen v T h,(p), h T hp) 
fiir jedes t mit —1 Stn (in Begrenzungspunkten nur die vorderen bzw. 
hinteren). — (2) Es ist B’ gewohnlich differenzierbar in jedem Punkt mit Aus- 
nahme von (héchstens) abzihlbar vielen. — (3) Es sei B’ in p « B’ gewohnlich 
differenzierbar. Dann existiert fiir jedes t mit —l1 = t= n—1 genau eine 
(t, k)-Paratingente P,(p;k) an B’ in p, und zwar ist dabei k=t+ 1, also 
P,(p) = P,(p; k) = P,(p;t + 1) und P,(p) = vT,(p) = hT;(p), also gleich der 
t-Tangentialebene in pan B’. 


Zusatz. Ist ord(B’) = n und ist B’ in p gewohnlich differenzierbar, so hat 
P,(p) mit B’ héchstens dann einen von p verschiedenen Punkt gemeinsam, 
wenn p Begrenzungspunkt von B’ ist, und dann héchstens den anderen Be- 
grenzungspunkt; daher ist P,(p) > (B’— {p}) = 6 (—1 Ss tS n—1)). 


Beweis Betr. Behauptung. (1) Vgl. Nr. 1.4, Anmerkung. — Betr. Behauptung. 
(2) Vgl. [9], S. 74 oder [14], 8. 581, Einl. — Betr. Behauptung. (3) Die Einzig- 
keit folgt aus [14], 8. 592, Nr. 2.6..DaB nur (t, ¢ + 1)-Paratingenten existieren, 
folgt wegen t + 1 = k daraus, daB eine t-Ebene fiir ¢ = n — 2 (die ja erst durch 
t + 1 Punkte bestimmt ist), mit B’ nicht mehr als ¢ + 1 Punkte gemeinsam 
haben kann; denn andernfalls gibt es (n —1)-Ebenen, die mit B’ mehr als 
n Punkte gemeinsam haben. DaB P,(p) = vT',(p) = A7',(p) ist, folgt aus [14], 
8. 588, Nr. 2.3. — Betr. Zusatz vgl. [13], 8. 523, Nr. 2.9. 


2. Satz. Vor. Es sei p innerer Punkt von B’, also p« B’, und elementar; 
auferdem sei B’ gewohnlich differenzierbar in p. 


Behauptung. (1) Es ist p vom Ordnungswert n oder n + 1. — (2) Es ist T,(p) 
die einzige (v, k)-Paratingente in p an B’; dabei ist v+ 1S ki ¥+2 und 
y=0,1,...,n—1. — (3) Folgende drei Aussagen sind gleichwertig: (a) Es 
besitzt p den Ordnungswert n; (b) es ist v Th, (p) = hTh,(p); (c) Zs wird B’ von 
T,-1(p) in p gestiitzt bzw. geschnitten, je nachdem n = 0 (mod 2) bzw.n = 1 (mod 2) 
ist. 

Zusatz. Zu Behauptung (1). Ist B’ stiickweise regular und gewodhnlich 
differenzierbar, so besitzt jeder singulire Punkt den Ordnungswert n + 1. — 
Zu Behauptung (2). Ist p elementar, so sind die (v, k)-Paratingenten in p an B’ 
genau dann eindeutig bestimmt fiir y = 0,1, ...,— 1, wenn B’ in p gewohn- 
lich differenzierbar ist. — Zu Behauptung (3) (c). Ist B’ in p gewdhnlich 
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differenzierbar und ord(p; B’)= n+ 1, so wird B’ in p von T,,_,(p) ge- 
schnitten bzw. gestiitzt, je nachdem n = 0 (mod2) bzw. n = 1 (mod2). 


Beweis. Betr. Behauptung (1) und (3). Vgl. [14], Nr. 1.1, 8.582, und [13], 
Nr. 2.7, 8. 521. — Betr. Behauptung (2). Nach [14], Nr. 2.6 gibt es genau eine 
y-dimensionale Paratingente P. Wegen ord(p; B’)< n+1 muB P eine 
(v, k)-Paratingente sein mit y + 1 < k < » + 2. — Betr. Zusatz. Folgt aus [14], 
Nr. 1.1 und Nr. 2.6. 


1.5. Eine r-Ebene S werde als (r, k)-Sekante von B’ bezeichnet, 0 <r <n—1, 
wobei r+1< & sein soll, wenn ,,k ev. gruppenweise zusammenfallende 
Punkte“ von B’ auf S liegen; das ar heiBen, wenn folgendes gilt: Es ist 


S= L(u U Py, (2,5 k)) und B’n S = u tt }sowie k= kj +--+ + kj mit] <t, 
Os ks ke —1 und 2, + a, firt + u  (sbesondere sind also die x, eindeutig 
bestimmt). Besitzt B’ in p keine (n — 2, n + m)-Paratingente mit 0 < m, so 
existiert in p an B’ mindestens eine (n — 2, n — 1)-Paratingente; denn irgend 
n—1 zu p beliebig benachbarte Punkte von B’ liegen auf einer (n — 2)-Ebene 
[{vgl. auch Nr. 2.1, Satz, Behauptung (2) (a)]. Ist der Perens der (n — 2)- 
Ebene F mit B’ unendlich, so wird F ebenfalls zu den (n — 2, n + m)-Sekanten 
gerechnet (mit m 2 0). 


Anmerkung. Der vorstehenden Definition zufolge kann eine (r, k)-Sekante 
zugleich auch (r, k’’)-Sekante sein mit k < k’’. [Beispiel: In der Ebene P, sei 
die Gerade L, gleichzeitig Tangente 7',(p’) bzw. 7',(p"’) im inneren Punkt p’ 
bzw. p” eines (stetig) differenzierbaren konvexen Teilbogens B’ bzw. B’ von B 
(p’ + p’’). Wegen L = L({p’} U {p"}) = L(T, (p’) v {p"}) = LIT (p') v Ty (p")) 
ist dann L, gleichzeitig (1, 2)- und (1, 3)- und (1, 4)-Sekante.] Man kann diese 
Mehrdeutigkeit von k dadurch beseitigen, daB man in der Definition der 
(r, k)-Sekante die k, und k, als maximal postuliert. Da wir es aber kiinftig nur 
mit (r,r + 1)-Sekanten zu tun haben werden (r < n — 2), kénnen wir auf ein 
solches zusatzliches Postulat verzichten. 


Aus der vorstehenden Definition folgt 

Satz. Vor. Es sei P,= P,,(z,), T= 1,...,t, eine (k,, k,+ 1)-Paratingente 
an den Bogen BSc P,,. Fiir S= L( U P,) soll gelten: B'r\ S = u {x,}. Es sei 
gesetztq=t—1l+k+-+-+++ kh. 


Behauptung. Es ist S eine (q, q + 1)-Sekante genau dann, wenn die P,,..., P, 
, linear unabhingig* sind, d. h. wenn r(S) = q ist. 


Bemerkung. Sind die P,,..., P, linear unabhingig, so gilt P,- P,;= 9, 
insbesondere also P, -\ {x,} = 8 fiir t + mu. 


Beweis. Nach Vor. ist q+ 1=t+ k,+ -+++ hk. — Betr. Nur dann. Ist 
r(S) <q, so ist S eine (q— p,q + 1)-Sekante mit p = 1. — Betr. Dann. Ist 
r(S)=4q, so ist S eine (g,q + 1)-Sekante. — Betr. Bemerkung. Falls etwa 
Pi) P, + 2G ist, gilt r(S) < ky+ +--+ k+t—2<g¢. 
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1.5.1. Besitzt B’ nur (n—2,n—1)-Sekanten, so heiBe B’ frei von 

(n — 2, + m)-Sekanten (mit m = 0), kiirzer auch frei von n-Sekanten oder 

n-Sek.frei. Weiter heiBe B’ im strengen Sinne frei von (n — 2, n + m)-Sekanten, 

kirzer str. n-Sek.frei, wenn folgendes gilt: B’ ist (a) n-Sek.frei und (b) zu jeder 
t 


(n — 2,n — 1)-Sekante S = ( U Pi, (2,3 k) an B’ existiert (mindestens) eine 


(n — 1)-Ebene H(S), die mit B’ nur die ,,mit ihrer Vielfachheit k; gezihlten“ 
Punkte x, gemeinsam, d. h. H(S) soll folgende Eigenschaften besitzen: Es ist 
Sc H(S) und in H(S) liegen nur solche Paratingenten P,(x; k’) (mit r+ 1k’) 
fiir die x gleich einem der x, und dann r < k, sowie k’ < k, ist [vgl. dazu 
Nr. 2.1, Satz, Behauptung (2)]. — Insbesondere folgt aus (a) und (b), daB 
B’ -\ H(S) = B’ oS und daB H(S) keine (n — 1, k)-Sekante mit k = n ist. 


1.6. Beispiel. Fir n= 2 ist jeder, durch y= /(x) darstellbare Bogen 
str. n-Sek.frei, wenn / (stetig und) dehnungsbeschrankt ist, d.h. einer Lip- 
schitzbedingung geniigt. Denn alsdann ist jede (nm — 2, t)-Sekante S null- 
dimensional, nimlich einpunktig mit Sc B’; und jeder Punkt von B'S 
zahit nur einfach, so daB t = n — 1 = 1 ist, also B’ n-Sek.frei. AuBerdem hat 
jede Parallele zur y-Achse mit B’ héchstens einen Punkt gemeinsam und ist 
keine (1, &)-Paratingente, weil nach Vor. die Derivierten von / beschrinkt sind. 


Anmerkung. Jeder im Sinne von M. Barner streng-konvexe Bogen B’ ist 
speziell im strengen Sinne frei von (n — 2, +-m)-Sekanten und iiberdies 
gewohnlich differenzierbar, aber nicht umgekehrt (vgl. [7], Nr. 2.1, 8. 114). 


§ 2. Von (nm — 2, nm + m)-Sekanten freie Bogen und Kurven 
und ihre Zentralprojektion 


In diesem Paragraphen werden Hilfsmittel fiir den Beweis von spiteren 
Satzen zusammengestellt. Es handelt sich dabei zunaichst um Bogen und 
Kurven, die frei sind von (n — 2, n + m)-Sekanten, sodann auch um solche, 
die im strengen Sinne frei sind von (n — 2, n + m)-Sekanten (m = 0). 


2.1. Wir zeigen zunichst: 
Satz. Vor. Es sei B’C P,, frei von (n — 2, n + m)-Sekanten (m = 0; n = 2). 


Behauptung (1) (a). Jeder Teilbogen von B' ist ebenfalls frei von 
(n — 2,n + m)-Sekanten. — (1) (b). Fiir jedes q’ mit OS 7’ = n—2 sind 
je q’ + 1 Punkte von B’ linear unabhiingig. Jede q'-Ebene hat mit B’ héchstens 
q' + 1 Punkte gemeinsam (wobei also q’ + 1 S n— 1). Insbesondere enthilt B’ 
keine Teilbogen T vom Rang r(T) S n—2. — (2) (a). Fiir jede (r, k)-Para- 
tingente P,(p;k) von B’ mitO S<rain—2undr+1lckistk=r — 1, also 
P,(p;k) eine (r,r + 1)-Paratingente. Speziell ist jede (etwa existierende) 
r-Tangentialebene T,(p) eine (r,r + 1)-Paratingente. Ubrigens existiert in 
jedem Punkt p von B' mindestens eine (r, r + 1)-Paratingente (0 < r < n—2).— 
(2) (b). Jede (r, k)-Sekante S von B’ mit 02 r-— n—2 und r-1= k ist 
eine (r,r + 1)-Sekante (es ist also k=r +1). Je zwei Paratingenten P,,(p’), 
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P,(p’’) mit p’ + p” me nginn 6 8% 0s w, 0 S e, sind linear unab- 
hiingig. Insbesondere ist also P,,(p') -\ P,(p") = 9 fiir p’ + p” sowie B’r\ P, (x) 
= {x} fiir jedes x € B’ und jedes P,(x) mit 0 Sqsan-2. 

Zusiitze. (1) Der Satz gilt insbesondere fiir solche B’, die im strengen Sinne 
frei von (n — 2, n + m)-Sekanten sind. — (2) Betr. Behawptung (1) (b). Es kann 
B’ Teilbogen 7 mit r(7) = n—1 enthalten. Beispiel mit r(B’) = n—1: In 
Nr. 1.6 wahle man die Lipschitzfunktion / als konstant. 


Beweis Betr. (1) (a). Erblichkeit der n-Sek.Freiheit. — Betr. (1) (b). Zu- 
nachst ist r(7’) > n — 1 fiir jeden Teilbogen 7 von B’; denn andernfalls gibt 
es eine 7’ enthaltende (n — 2)-Ebene, die also unendlich viele Punkte mit B’ 
gemeinsam hat, und daher definitionsgemaB (n — 2, n + m)-Sekante von B’ 
ist mit m = 0. — Fir q’ < 1 ist nichts zu beweisen. Es gebe also ein q’ mit 
25 q <S n—2 und q’ + 1 verschiedene Punkte x,¢ B’ derart, daB die z,, 
linear abhangig sind, etwa abhangig von den linear unabhangigen z,,..., x, 
mit 2<s<q’. Dann gibt es weitere t=n—1—s Punkte y,¢ B’, 
n—1—q' St < n—83, derart, daB die n—1 Punkte z,,..., 2, y,.... 4% 
linear unabhangig sind; denn andernfalls ist B’ in einer (n — 2)-Ebene L’ ent- 
halten, also r(B’) < n— 2, entgegen dem eingangs Bemerkten. Daher wird 
durch die 2,,..., 2, ¥;,..., Ye eindeutig eine (n — 2)-Ebene D bestimmt, 
in der alle x,, . . ., Xq’41, Yy, - - -» Ye liegen. Weil B’ n-Sek.frei ist, kann B’ ~ D 


nur endlich viele Punkte enthalten (vgl. Nr. 1.5), so daB B’ > D = vu {aj} mit 
ni=q'+1+tsj. Beachtet man, daB {xj} = Po(xj; ki) eine (0, k;)-Para- 
tingente mit k; = 1 ist, so gilt D= L (u Py (x; k)) mit B’ 7 D= u {xj}; 
es ist daher D eine (n — 2, k)-Sekante, mit n Sj < k= ki +--+ + kj, also 
eine (n—2,n + m)-Sekante entgegen der Vor. — Hat eine q’-Ebene mit 


0 <= q S n—2 mehr als 7’ + 1 Punkte mit B’ gemeinsam, so gibt es, wie die 
vorstehende Uberlegung zeigt, eine (n — 2, n + m)-Sekante. 


Betr. (2) (a). Ist p € B’ und U eine Umgebung von p auf B’, so gilt nach 
Behauptung (1) (b): Je r + 1 Punkte von U sind linear unabhangig, wenn 
0 <= rs n—2, und die r-Ebene durch solche r + 1 Punkte von U hat mit B’ 
keine weiteren Punkte gemeinsam. Daher gibt es nur (r, k)-Paratingenten mit 
k=r+1 [und zwar mindestens eine fiir jedes p< B’ (val. Nr. 1.4.1)]. 


Betr. (2)(b). Es sei S= L(u U Paced) mit B’n S= U {x,} sowie mit 


k=t+kht+-:-+k2r+1 and 0=< rs n—2 eine (r, k)-Sekante. GemaB 

Behauptung (1) (b) ist ¢ < r + 1 und es lassen sich der Reihe nach Punkte 

Yr, - + +s Um< B’, m = n— 2—r, bestimmen, fiir welche 
r((Su{y}u---Uf{y})J=r+ mu, w=l,...,m, 


und somit S’ = L(S u tm} ueeeyu {Ym}) eine (n — 2)-Ebene ist. Es gilt nun 
t 
Bn’ = ( U {2})U (o U ‘n)e ( U {e)) , wobei 0 = s und [gemaB 
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Behauptung (1) (b)] ¢+ m+ 8s < n—1 ist. Mithin ist 


s= 1((U, Py(z)) U( O, Po(y) (0, Pote)) 


eine (n —2, k’)-Sekante, wobei k’ => k + m + 8s =k+ n—2—r+-s. Nach Vor. ist 
aber k’=n—1, also n—12>k+n—2—r+s oder r+1—sz2k2r+1 und 
mithin s = 0 sowie k= r+ 1; w.z.z. w. 

Beliebige Paratingenten P,(p'), P,(p’’) mit p’ + p’”’ und t +s < n—2 sind 
linear unabhangig, d.h. fir S= L(P,(p’) U P,(p’’)) ist r= r(S)=t+8+1 
(vgl. Nr. 1.5). In der Tat: In jedem Falle ist r < ¢ + s + 1 (vgl. Nr. 1.1) und 
By S = {p'} ~ {v"} U {uy} U >= Ufy,} mit 25 2+ 7 <m—I [gemab Be. 
hauptung (1) (b)). Dann ist S = L(P,(p’) U P,(p") U Poly) U -** U Poly,)) 
eine (r, k)-Sekante mit k = t + s + 2 + j. Nach dem oben Bewiesenen ist aber 
k=r+1, dahrr+1lst+80+2=k-—j<2or+1 oder k—j=r+ 1 
=t+8e+2=r+1—j, alboj=0 undr=t+ 8+ 1; w.z. z. w. Wegen 
k=r+1,r=t+s+1 ist S eine (¢+8+1,t 8 + 2)-Sekante. Das iibrige 
folgt aus Nr. 1.5, Bemerkung. 


2.1.1. Verschirfen wir die Voraussetzung in Nr. 2.1, Satz, dahin, daB B’ 
sogar im strengen Sinne n-Sek.frei sein soll, so gilt iiberdies 


Satz. Vor. Es sei B’ im strengen Sinne frei von (n — 2, n 4- m)-Sekanten mit 
0s m und 2 =n. 


Behauptung (1) (a). Ist B’ ein Bogen B, so ist B beschriinkt |d.h. fremd zu 
(mindestens) einer (n — 1)-Ebene H,,|. — (1) (b). Ist B’ eine Eurve C, so ist 
jeder von C verschiedene, abgeschlossene Teilbogen von C beschréinkt, also C Ver- 
einigung zweier abgeschlossener Bogen, deren jeder beschrénkt ist. — (2). Es sei B’ 
von endlichem oder beschriinktem Ordnungswert (beziiglich der (n — 1)-Ebenen) 
und p kein Begrenzungspunkt von B’; ferner sei H eine (n — 1)-Ebene, in der 
eine Paratingente P = P,,_.,(p) liegt, wihrend H selbst keine Paratingente 
P,,-;(p: k) ist mit n <= k (da B’ str. n-Sek.frei ist, gibt es zu P solche H, wobei 
B' > H = {p}). Von einem derartigen H wird B’ in p gestiitzt oder geschnitten. 
je nachdem n= 1 (mod2) oder n = 0 (mod2). — (3). Ist B’ eine Kurve von 
beschriinktem Ordnungswert, so ist ord(C) = n + 1 (mod2) und ord(C) = n ~ 1. 


Anmerkung. Ist C eine str. n-Sek.freie Kurve von beschranktem Ordnungs- 
wert, so ist C nicht beschrinkt. wenn nx - 0 (mod2). |Denn es ist dann 
ord (C) 1 (mod 2). } 


Beweis. Betr. Behauptung (1) (a). Es seien p’. p” die Begrenzungspunkte 
von B. Ferner sei die (xn —-2)-Ebene P’ baw. P” eine (vw -— 2. n— 1)-Para- 
tingente in p’ bzw. in p” an B |solche P,P” existieren (vgl. Nr.1.4.1)). 
GemaB Nr. 2.1, Satz. Behauptung (2)(b).ist BoP’ {p’}und BO PY. fp’), 
ferner sind die P’. P” (n—- 2. — 1)-Sekanten. Nach Vor. existieren daher 
(n—1i)-Ebenen H’, H” mit P’o H’, P’ CH" and mit Bo H’~ {p’}, 
Bro HM" = {p"}. Wegen p’ = p” ist also H’ + H" sowie r(D) - »-—2 und 
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BoD=8 fir D=H'r\H". Daher liegt B in einem der beiden ab- 
geschlossenen, durch H’ \) H” berandeten Dieder, etwa in A = A. Es gibt 
(n—1)-Ebenen H mit H~ A= D. Wegen Br D=9% und Br A= B ist 
somit Bo H = 9%. — Betr. Behauptung (1) (b). Ist B’ = C und sind p’, p” 
verschiedene Punkte von C, so folgt (1) (b) aus (1) (a). 

Betr. Behauptung (2). DefinitionsgemaB (vgl. Nr.1.4.1) ist P,_.,(p) 
= lim Li_,; dabei ist Li_, eine (n — 2)-Ebene, die mit einer (festen) Um- 
gebung U von p auf B’ genau (n — 1) Punkte gemeinsam hat, welch letztere 
mit t-> co gegen p konvergieren. Da B’ str. n-Sek.frei ist, existieren (n — 1)- 
Ebenen H mit P,_,(p)C H und BY H= Bn P,_,(p) = {p}, in denen 
iiberdies kein P,,_,(z;k) enthalten ist (nm < k) (vgl. Nr. 1.5.1). Zu jedem 
solchen H existieren (n — 1)-Ebenen H‘ mit H = lim H fiir i > oo und derart, 
daB Li,_.c H‘ fiir jedes i. Fir schlieBlich alle i ist®* aber U ~\ Hi= Ur Li_,; 
denn andernfalls gibt es eine Teilfolge ((i,;)) von ((i)) mit i; > co fiir j + co und 
derart, daB U  (H'— L'_,) einen Punkt y, enthalt, der mit joo gegen 
einen Punkt y konvergiert; wegen y € U7 H = B'r\ HC {p} ist y = p, so daB 
H ein P,,_,(p; &) ist mit k > n entgegen der Definition von H. AuBerdem 
existiert fiir schlieBlich jedes i eine zu H* (in R,_,) beliebig benachbarte 
(mn — 1)-Ebene G* derart, daB U > G‘ mindestens n— 1 Punkte gemeinsam 
hat (vgl. Nr. 1.4.1), die mit i + co gegen p konvergieren, aber auch ®*) nicht mehr 
Punkte; denn andernfalls erweist sich wieder H als ein P,,_,(p; k). Die Punkte 
von U r\ Gt kénnen dabei sémtlich als Schnittpunkte angenommen werden 
(vgl. Nr. 1.3.1). Nun folgt die Behauptung durch bekannte Schliisse. 


Betr. Behauptung (3). Weil C von beschrianktem Ordnungswert, etwa 
ord (C) = w, und somit lokal rangmaximal ist, gibt es (n — 1)-Ebenen H derart, 
daB H+\C genau w Punkte enthalt, wobei n < w; gemaB Nr. 1.3.1 gibt es 
daher zu H beliebig benachbarte (n — 1)-Ebenen H’ derart, daB die w Punkte 


%,--+,%» von Cr\ H’ samtlich Schnittpunkte sind. Unter den 2,,..., 7, 
sind je n — 1, also etwa 2, ..., 2, , linear unabhangig [gemaB Nr. 2.1, Satz, 


Behauptung (1) (b)]. Es ist dann S = L({z,} U-+- U {x,_,}) eine (n—2, n—1)- 
Sekante und C 1 S = {x} U-++ U {x,_,} (Nr. 2.1, Satz, Behauptung (2) (b)]. 
Nach Vor. gibt es eine (n — 1)-Ebene T mit S= Sn T und CA T=CnOS 
derart, daB 7 nicht (n — 1, k)-Sekante ist (n < k); somit ist H’ + 7, also 
r(H’ 7 T) = n—2. Mithin gibt es eine Umgebung u von T (im R,,_,) derart, 
daB keine (n — 1)-Ebene 7” € u mit C mehr als n — 1 Punkte gemeinsam ; denn 
andernfalls ist J' eine (n—1,k)-Sekante. GemaB des Reduktionssatzes 
(Nr. 1.3.1) gibt es also zu 7’ beliebig benachbarte (n — 1)-Ebenen H”’, die mit C 
genau n—1 Punkte gemeinsam gaben, welche simtlich Schnittpunkte sind; 
dabei kann C > H” -\ H’ = % angenommen werden. Nun 1aBt sich H’’ durch 
stetige Drehung um H”’ -\ H’ in H’ iiberfiihren und dabei kann sich — weil C 
keine Begrenzungspunkte, aber beschrankten Ordnungswert besitzt — die 
Anzahl der Schnittpunkte immer nur um eine gerade Anzahl andern (vgl. ,,Auf- 
lésung von Stiitzpunkten“ in [2]). Somit ist w= n + 1 (mod2). 


%2) Bei hinreichend kleinem U. 
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2.2. Wir betrachten jetzt das Verhalten bei Zentralprojektion, zunachst von 
Bogen ohne (n — 2, n + m)-Sekanten. Es gilt hier der 


Satz. Vor. (1) Es sei n => 3 und B’c P,, lokal rangmaximal sowie frei von 
(n — 2, n + m)-Sekanten (0 = m). — (2) Es sei f die Zentralprojektion aus p ¢ B’ 
in eine (n — 1)-Ebene E, in der p nicht liegt. — (3) Falls p Begrenzungspunkt 
bzw. innerer Punkt von B’ ist, existiere vTh,(p) oder hTh,(p) bzw. v Th,(p) 
und hTh,(p) mit vTh,(p) = hTh,(p). — Es sei fy(p) = BE -\ T,(p) festgesetzt. 


Behauptung (1). Die durch f induzierte Abbildung {, von B’ auf {(B’) ist 
topologisch. — (la). Mit B’ ist auch {(B’) lokal rangmaximal (aber nicht not- 
wendig umgekehrt ). 

(2).2°) Besitzt B’ den Ordnungswert t mit t > n bzw. mit t = n, so besitzt f(B’) 
héchstens den Ordnungswert t — 1 bzw. genau den Ordnungswert n — 1. — Ist B’ 
stiickweise reguliir, so auch {(B’). Ist p(¢ B’) ein elementarer Punkt auf B’, 
so ist auch f p(p) elementar auf {(B’). 


(3). Hs ist {(B’) frei von (n —3, n— 1 + m)-Sekanten (m = 0). 


(4). Es sei x « B’ — {p}. Dann folgt fiirk=1,...,n—2 aus der Existenz 
z. B. der vorderen k-Tangentialebene v T;,.(x) an B' in x die der vorderen k-Tan- 
gentialebene v T (fp (x)) an f(B’) in f p(x); und zwar gilt {(vT,(x))=vT,(f,(2)). 
— (4a). Hingegen folgt fiir k = 1,...,n— 1 aus der Existenz z. B. der vorderen 
k-Tangentialebene vT,.(p) an B’ in p, die der vorderen (k — 1)-Tangentialebene 
vT,-,(fp(p)); und zwar ist f(vT,(p)) = v Ty-,(f(P)). 

(5). Uberdies folgt aus der gewohnlichen Differenzierbarkeit von B’ in y € B’ 
die gewohnliche Differenzierbarkeit von {(B’) in fp(y). 

Zusatz. Wird in der Voraussetzung (1) des Satzes fiir B’ sogar die Fretheit 
im strengen Sinne von (n — 2, n + m)-Sekanten gefordert, so ist auch /(B’) im 
strengen Sinne frei von (n — 3, n— 1 + m)-Sekanten (0 S m). 


Bemerkung. Weil die Projektion /, von B’ auf /(B’) ein-eindeutig ist, gilt 


-1 
(TAM) = f(T) f(M) sowie T > M = fp (f(T) f(M)) fiir jeden Teilbogen T 
von B’ und solche projektive Unterraume M von P,,, in denen das Projektions- 
zentrum p liegt. 

Beweis. Betr. Behauptung (1). Es ist {gz ein-eindeutig. Denn gemaB Nr. 2.1, 
Satz, Behauptung (2) (b), ist zunachst B’ > 7',(p) = {p} und folglich die Zu- 
ordnung zwischen p und /,(p) ein-eindeutig. GemaB Nr. 2.1, Satz, Behauptung 
(1) (b), liegen ferner keine zwei, von p verschiedene Punkte von B’ mit p in 
einer Geraden, so daB also auch z und /,(x) fiir jedes x ¢ B’— {p} einander 
ein-eindeutig entsprechen. AuBerdem ist {gz stetig (und folglich umkehrbar 
stetig). 

Betr. Behauptung (2). Bekanntlich (vgl. [13], Nr. 2.2, 8.519) folgt aus 
ord (B’) = t, daB ord({(B’)) < t—1. Ist t = n, so liegt wegen r(B’) = n jeder 


1°) Diese Behauptung (2) gilt auch fiir lokal rangmaximale Bogen, die nicht frei von 
(n — 2,n + m)-Sekanten sind. 
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Punkt von B’, also insbesondere p, auf (n — 1)-Ebenen, die mit B’ noch genau 
n—1 weitere Punkte gemeinsam haben; daher gilt ord(/(B’)) = n — 1, also 
ord (/(B’)) = n— 1. — Ist ord(7) = » fiir einen Teilbogen von B’, dem p 
nicht angehért, so gilt ord(/(7')) < n. Aber jeder Bogen 7” Cc E mit ord(7”)=n 
ist stiickweise regulir (vgl. [3], 8.141). Somit folgt aus der stiickweisen 
Regularitét von B’, die von {(B’). 

Betr. Behauptung (3). Wir schreiben B statt B’ und zeigen: 


(A). Je r + 1 Punkte von /(B) sind linear unabhangig, falls 0 < r < n—3 
ist. Und jede r-Ebene (in Z) hat mit /(B) héchstens (r + 1) Punkte gemeinsam. 


Es seien naimlich die Punkte 2, = /p{x,) € /(B) mit x,¢ B, o=1,..., r+, 
linear abhangig von ¢ unter ihnen, etwa von 2j,..., 2, wobei 1 S t S r ist. 


Zuniichst seien die x,+fp(p), o=1,...,7+1, also 2,+p. Dann ist 
t 


M=L (} U (u, {x3)) wegen der linearen Unabhangigkeit der zx, eine 
t-Ebene, in der simtliche 2; liegen, also auch samtliche z,. Folglich ist M eine 
(t, r + 2)-Sekante von B mit t < r + 1 im Widerspruch zu Nr. 2.1, Satz, Be- 
hauptung (2) (b). Ist hingegen etwa xj = fp(p), also x,= p, so erweist sich ent- 
sprechend M = L(T7,(p) U {x_} U-*- U {2;}) als (t, r + 2)-Sekante von B mit 
t+1<r+ 2. — Ebenso ergibt sich der zweite Teil der Behauptung (A). 


(B). Fir 0 < r < n—3 ist jede (r, k)-Paratingente P’= P,(fy(x); k) mit 
r+1< kin2z’=f,(x) an/(B) = B eine (r, r + 1)-Paratingente, also k=r+ 1. 


In der Tat: Definitionsgema&B existiert eine Umgebung U’ von 2’ auf /(B) 
und eine gegen P’ konvergierende Folge von r-Ebenen Lic E mit 
U' n\ Li = {xj} U+-++ U {ay}, wobei x, ¢ {(B). Wegen (A) ist aber k= r+ 1 
und somit k=r+ 1. Ebenso ergibt sich fiir jede in der Paratingenten- 
definition (Nr. 1.4.1) erwahnte Folge ((M?)) mit w(U’r Mi)=k'’, daB 
k’ = r+ 1=k. Daher ist P’ eine (r, r + 1)-Paratingente. 


(C). Im Falle p + x ist jeder (r,r + 1)-Paratingente P,({y(x)) in fp(x) an 
f{(B) eine (r,r + 1)-Paratingente P,(x) an B in x zugeordnet, so daB f(P,(x)) 
= P,(fp(x)). Im Fallé p= x hingegen ist jedem P,(fy(p)) eine (r + 1, r + 2)- 
Paratingente P,,,(p) an B in p zugeordnet, so dap {(P,.:(p)) = P-(fn(p))- 
Dabei ist stets 0 < r < n— 3 vorausgesetzt. 

Beweis. GemaB (B) gibt es nur (r, r + 1)-Paratingenten an /(B) in 2’ = f(z). 
Es sei P’= P,(fp(x)) = lim Lj, wobei L; eine r-Ebene ist und zu P’ eine Um- 
gebung U’ von 2’ auf {(B) existiert mit U’ Li = Qj = {xj;} U-+ + U {2h 44} 
und mit 2’= lim 2j,. Wegen der linearen Unabhangigkeit. der ;,, 


io 


o=1,...,r+ 1, ist dabei Lj = L(Q;). — Zuniichst sei x + p. Ist x{,=fp(xi,) 
mit z,,¢ B und wird gesetzt Q;= {2,,;} U-+- U{%;,4,}, so ist L,= L(Q,) fir 
schlieBlich alle i eine, p nicht enthaltende r-Ebene M, in P,. Durch Auswahl 
aus den L, erhilt man eine Folge von r-Ebenen M,, die gegen eine r-Ebene L 
konvergiert. Ist U auf B das Urbild von U’ auf /(B), so enthalt U ~\ M, genau 
r + 1 Punkte, die mit 7 - oo gegen x konvergieren. Daher ist L eine (r, r + 1)- 
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Paratingente in z an B. Und auBerdem ist /(L) = P’, wie behauptet. — Es sei 
jetzt x = p. O.B.d.A. kann 2j, + /,(p) angenommen werden; ist namlich etwa 
x{,;= fy(p) und wird zj, durch ein zu ihm auf B’ hinreichend benachbartes 2;', 
ersetzt, so ist die durch die (linear unabhingigen) 2{}, zj9,..., zj ,4, auf- 
gespannte r-Ebene Lj’ (in £) zu Lj beliebig benachbart, konvergiert gegen P’ 
und hat mit U’ genau r + 1 Punkte gemeinsam, die gegen f,(p) konvergieren. 
Es sei also 2j,+/p(p) fir alle t,o. Wir betrachten die (r+ 1)-Ebenen 
L,= L({p} vu {x} U+ ++ U {24 -4,}); sie konvergieren gegen L = L({p}  P’). 
Weil die z,, gegen p konvergieren, ist somit L eine (r + 1, r + 2)-Paratingente 
an Bin p mit {(L) = P 


(D). Jede (r, k)-Sekante S’= L(u U P,) an {(B), wobei P} eine (k,, ki)- 
Paratingente an /(B) bezeichnet, ist eine (r,r + 1)-Sekante, 0 < r < n—3. 
In der Tat: GemaB Lit. (A) bzw. (B) ist ky = k,+ 1, also P, = Py, (fp(x,)) 
eine k,-Paratingente. Daher gilt k = k,+---+ k,+t. Nun sei, je nachdem 
x, + p oder x,= p ist, P,,(z,) oder P,,,,(z,) eine dem P’ gemaB (C) zu- 
geordnete k,- oder (k,+ 1)-Paratingente an B in x,. Zunéichst sei x, + p fir 
jedes t. Wir setzen S = L(S’ U {p}), so daB f(S) = S’. Wegen P,=f(P,,(z,)) 


ist S= L ((u. U P,, (2, )) U {p}) Da 8’ als (r, k)-Sekante pe er ist, gilt 


definitionsgem4B neben r+1S & auch {(B)n S’ = U {inl}: Wegen 

{(B) 0 S’= {(B) 1 f(8) = {(Bx 8) und wegen der Ein-eindeutigkeit von f/f, 
t 

folgt Br S = ( U {2,}) U{p}. Daher ist S eine, p enthaltende, (s,s + 1)- 


Sekante, wobei s+ 1=k,+-+:-+kh+t+1=k+1. Aus S’= (8) folgt 
Ce. OS te 1, ee he ee + A; M.S. 8, 9. ee 


etwa x,== p, so tritt L (Pa. sa (p) U (u U , Pule))) an Stelle von S, wahrend die 
iibrigen Schliisse ungeandert verlaufen wie im Falle, daB x, + p fiir jedes t ist. 

Betr. Behawptung (4) und (4a). [Die beim Beweis von Behauptung (3) ver- 
einbarte Bezeichnung B fiir B’ wird jetzt nicht mehr benutzt.] GemaB Nr. 2.1, 
Satz, Behauptung (2) (b), liegt p in keinem 7,(z), r=0,...,n—2, falls 
x ¢ B’— {p}; fir x + p folgt somit die Behauptung betr. /(v7,(z)) aus [13], 
S. 513, L.1. Ist hingegen x = p, so folgt die Behauptung aus [13], S. 514, II, 1. 

Betr. Behauptung (5). Folgt auf Grund der im Beweis betr. Behauptung (4) 
und (4a) gemachten Bemerkung aus [13], 8. 514, I, 3 und S. 516, IT, 4. 

t 


Betr. Zusatz. Es sei S’ = 7 P,,(fp(z,)) eine (n — 3,n—2)-Sekante von 
{(B’). Zuniichst sei x, + p fiir jedes t. Dem P/ = P,,(fp(x,)) ist gemiB dem 
beim Beweis von Behauptung (3), (C), Gezeigten eine k,-Paratingente 
P,= P,,(z,) an B’ in x, mit P; = f(P,) zageordnet. Wie beim Beweis von 

: t 
Behauptung (3), (D), gezeigt, ist S= L ((u P,,(2,)) U {p}) eine (n—2, n—1)- 
Sekante an B’. Soll nun B’ str. n-Sek.frei sein, so existiert eine, S enthaltende 
(n — 1)-Ebene H, welche nur solche Paratingenten P,(z) an B’ enthalt fir die 
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entweder x = p und dann r = 0 ist oder x = 2, undr <= k,. Wegen p ¢ H wird 
H vermége Projektion aus p abgebildet auf eine (nm — 2)-Ebene H’c E mit 
folgender Eigenschaft: Es ist S’c H’; liegt in H’ eine (r. r + 1)-.’aratingente 
Pi(a') an {(B’), so ist x’ = fy(x,) und r S k,. Denn andernfalls entspricht 
[gemaB Beweis betr. Behauptung (3), (C)] dem P/(2x’) eine in H gelegene 
(r,r + 1)-Paratingente P,(2) fiir die entweder x + 2x, fiir jedes t oder x = 2, 
und k, < r, im Widerspruch zur Definition von H. — Ist hingegen etwa x,= p, 
so schlieBt man entsprechend, indem man P,(z,) durch P,,.,(p) ersetzt 
[vgl. den Beweis betr. Behauptung (3), (D)]. 


Anmerkung. Jede (r,r + 1)-Sekante S’ an /(B’) ist Projektion einer 
(r,r + 1)- bzw. einer (r + 1, r + 2)-Sekante S an B’, ie nachdem fp(p) « E—S' 
oder {,(p) « S’; dabei entsprechen verschiedenen S’ verschiedene S. Insbeson- 
dere ist jede (r,r + 1)-Paratingente P’ an /(B’) Projektion einer (r, r + 1)- 
bzw. (r + 1, r 4 2)-Paratingente an B’. 


Der Beweis dieser Anmerkung ist im Beweis betr. Behauptung (3), (C) und 
(D), sowie im Beweis des Zusatzes enthalten. 


2.2.1. Wir haben jetzt das Verhalten insbesondere von gewissen (n — 1)- 
und n-Halbebenen in P, bei Zentralprojektion zu untersuchen. Aussagen 
hieriiber enthalt der folgende 


Satz. Vor. (1) Es sei B ein Bogen (und keine Kurve) in P,,,n = 2, und B sei 
in a € B gewohnlich differenzierbar. — (2) Es sei B frei von (n—2,n + m)- 
Sekanten (m = 0). — (3) Bei der Zentralprojektion f aus a in die, a nicht- 
enthaltende (n — 1)-Ebene E sei fp(a) = T,(a) oO E gesetzt. 


Behauptung (1) Es sei R’ ein beliebiger, T,(a) enthaltender (in P,,) offener 
konvexer Kegel mit a als Spitze. Dann gibt es zu R’ (beliebig kleine) konvexe 
Umgebungen U von a in P,, derart, daB (B— {a})™\ Um R'= (B—{a})n U. 


(II) Es bezeichne B(a) den abgeschlossenen, im Sinne von B orientierten 
Teilbogen von B, der a als Anfangspunkt besitzt, also jeden vor a gelegenen 
Punkt von B enthalt; auBerdem setzen wir B*= B(a) — {a}. Ist nun f{(B(a)) 
beschrinkt in E und wird eine zu {(B(a)) fremde (n — 2)-Ebene G, in £ als 
uneigentlich in E ausgezeichnet, so gilt: 

(II 1) Es gibt eine G, enthaltende (n — 1)-Ebene F,, (in P,,) und zu F,, eine 
Umgebung W von a auf B derart, daB {(B(a) U W) 0 G, = 9 = (Bla) U W) FP, 
Speziell ist dann B(a)-\ F,= 9%. Somit gilt: Ist {(B(a)) beschrinkt (in E), 
so ist B(a) beschrénkt (in P.,,). 

(112) Es werde jetzt F,, [vgl. Ziff. (I1 1)] als wneigentliche (n — 1)-Ebene 
in P,, ausgezeichnet. 

Dann gilt fg(a) = Em Th,(a), wobei Th,(a) = vTh,(a) = hTh,(a) ist. 

Ist ferner H eine (zu B* nicht fremde) (n — 1)-Ebene durch a, so werden 


in P,, (beziiglich F,,) zwei offene, durch H begrenzte n-Halbebenen H* und H™ 
bestimmt; ebenso werden durch M = E\ H in E (beziiglich G,) zwei offene 
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(n — 1)-Halbebenen M*, M~ bestimmt; und zwar gilt bei passender Wahl 
von + und — die Beziehung: M*= £7 H* und M = EH. Mit dieser 
Festsetzung gilt dann weiter: Es ist {(B(a)~\ H*)={(B(a))~\ H* ={(B(a))> M* 
und {(B(a) \ H’) = {(B(a)) 0 =: {(B(a))\ M”; ebenso ist {(B(a)  H*) 
= {(B(a)) > H* usw. Auch bleiben die Relationen richtig, wenn man in ihnen 
B(a) durch T ersetzt, wobei 7' ein beliebiger (offener oder abgeschlossener) 
Teilbogen von B(a) ist. 


(113) Ersetzt man einerseits P, durch den (n — 1)-dimensionalen (pro- 
jektiven) Raum H und andererseits H durch eine in H enthaltene, a ent- 
haltende (n — 2)-Ebene L mit B*-\ L + 9, so ibernehmen H -+ F, bzw. H 1 G, 
die Rolle der uneigentlichen (n — 2)- bzw. (x — 3)-Ebene in H bzw. in H ~ E. 
Man erhalt also [entsprechend zu Ziff.(IL2)] /(B(a)\ L*)=/{(B(a))o(L° o£), 
wobei L* eine offene, durch L begrenzte (n — 1)-Halbebene von H (beziiglich 
H “ F,,) bezeichnet usw. 


(114) Zs gilt {(B(a)nvTh,(x))=f(Bla)) eT h, (f_(2z)) fiir x=1,..., n—2, 
und {(B(a)\ eT h,(a)) = f(Bla)) eT h,_, (f(a) fiir x=1..... n—l (soweit die 
v Th,(x) existieren). 


Zusatz. Ist B sogar im strengen Sinne frei von (n — 2, n + m)-Sekanten, so 
sind B und /(B) von selbst beschrankt [vgl. Nr. 2.1.1, Satz, Behauptung(1) (a) 


sowie Nr. 2.2, Satz, Zusatz]. 


Beweis. Betr. Behauptung (1). Folgt aus der Existenz der 1-Tangential- 
ebene in a an B [vgl. Vor. (1)]. — Betr. Behauptung (II 1). Die (n — 1)-Ebene 
F = L(G, — {a}) in P, enthalt weder 7',(a) noch Punkte von B*. Ist daher U 
eine hinreichend kleine konvexe Umgebung von a in P,, und 6 ¢ B*r\ U, so ist 
B(b) \ F = 9. wihrend B*r-\ U ganz ineinem der beiden, von F ~\ U begrenzten 
offenen Halbraume von U liegt. Bei hinreichend kleinem U gibt es daher 
(zu F beliebig benachbarte) (n — 1)-Ebenen F,,, in denen G,, enthalten ist und 
zu denen sowohl B(b) als B*-\ U fremd sind. Weil B(a) abgeschlossen ist, 
existiert daher WC Wc Br U mit der behaupteten Eigenschaft. 


Betr. Behauptung (11 2). Wegen der Beschrinktheit von /(B(a)) gibt es in Z 
einen beschrankten, offenen [(n — 1)-dimensionalen] konvexen Korper K’ mit 
{(B(a))c K’ (und R' > G,= 9). Es sei K der (in P,) offene (n-dimensionale) 
konvexe Halbkegel (beziiglich F,,) mit a als Spitze und mit K ™ £ = K’. Dann 
ist Th,(a) ~ K + 9%, also Th,(a)C K und daher E > Th, (a) = fp(a). Weiter ist 
K—KoH bew. K'— K' > M Vereinigung zwoeier offener, konvexer Kérper 
K*, K in P,— F, bzw. K"*, K" in E—G,,. Es sind also K’* und K’” be- 
schrankt (beziiglich G,): bei passender Wahl von + und — ist /(A*) = K’* 
sowie {(B(a) ~ K*) = {(B(a)) > K"*. Wegen B*c K und {(B*)c K’ gilt aber 
Ba) K*= Bia) H* und f{(B(a)) > K” = {(B(a)) > MM’. Entsprechend 
fir K” usw. — Betr. Behauptung (II 3) und (11 4). Dies folgt aus Behauptung 
(II 2) bzw. aus bekannten Satzen (vgl. [13], 8.513, I, 1. bzw. 8. 515, II, 2. 
mit den anschlieBenden Ausfihrungen (S.515)) unter Riicksicht auf die 
gewohnliche Differenzierbarkeit von B in a. 













Orro Haupt: Bogen ohne (n — 2, k)-Sekanten im P, 
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The Analytic Approximation of Differentiable Mappings* 
By 
H. L. Roypen in Stanford (Cal.) 


The purpose of the present paper is to give some theorems concerning the 
possibility of approximating differentiable mappings by real analytic mappings 
which share some of the properties of the original mapping. In the first section 
we give some theorems on the approximation of differentiable functions by 
analytic ones in certain regions bounded by spheres, while in the remaining two 
sections we give some applications and extensions. 

It has recently been shown by Mazur [4] that a homeomorphism of S*~-! 
into £* which can be extended to be a homeomorphism on a neighborhood of 
S*-! can (under an additional hypothesis which does not concern us here) be 
extended to a homeomorphism into E* of the closed ball B bounded by S*-". 
Morse [7] has succeeded in extending this result to the differentiable case as 
follows : 

Theorem (Morse): Let g be a C* diffeomorphism of S*-! into Z*. Then 
there is a homeomorphism @ of the closed ball B into £* which agrees with » 
on S*-! and is a O* diffeomorphism on the punctured ball B,= {x :0< |2|< 1}. 

In the second section of this paper we show that the homeomorphism ® 
can always be taken to be analytic in the interior of B, and if @ is analytic 
on S"-1 we may take @ to be analytic on all of B,. 

An example of MrLNor shows that in general we can not expect to find an 
extension ® which is a diffeomorphism on B. Mrunor also gives an example of 
an analytic manifold which is homeomorphic but not diffeomorphic to 8’. 
In other words there are two inequivalent differentiable structures on the 
topological seven-sphere. This example naturally poses the question of whether 
or not a differentiable manifold can carry two inequivalent analytic structures. 
In the third section we answer this question in the negative and also show 
that the homotopy classes of mappings of one manifold into another are the 
same whether we consider all continuous mappings or restrict ourselves to 
analytic mappings and that the regular homotopy (or isotopy) classes of 
mappings are the same whether we consider all regular differentiable mappings 
or restrict ourselves to regular analytic mappings. 

1. The analytic approximation of differentiable functions. We denote points 
in the n-dimensional Euclidean space E" by x = (z',..., 2") and define the 
norm of z by |z|*= 2 (2*)*. A function is called real analytic or simply analytic 


*) This paper was written while the author held a Senior Postdoctoral Fellowship from 
the U. S. National Science Foundation. 
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on a set X in £* if it is the restriction to X of a function which is analytic in 
some open set containing X. This is of course equivalent to the requirement 
that in the neighborhood of each point of X the function be represented by a 
convergent power series in the coordinates. If X is an analytic manifold 
analytically embedded in E”, then one verifies that a function on X is analytic 
in our sense if and only if it is everywhere locally analytic in terms of the local 
analytic coordinates on X. 
For 0 < R < 1, we define the following sets in E*: 


S= {z: |z| = 1} = S*-! 
Sp= {x: |2| = RB} 
Dra= {x: R< |x| < 1} = 8*-'x(R, 1) 
R= {z: R< |x| < 1} = S*-?x(R, 1) 
Da= {x: R< |x| < 1} = S*-'x[R, 1]. 


In order to give a unified formulation of a variety of slightly different theorems, 
lef us denote by D either the set Dp for 0 < R < 1 or the ball B = {x: |x| < 1}. 
In the former case we set D+ = Dj, D = Dp, and in the latter Dt = D = B. 

We consistently denote points in E"*! by (2, t) with 2 ¢ £" and ¢t¢ EF, 
and by an abuse of language we shall often write D, D*, etc., for the sets 
{(z, 0): 2¢€D, D*, etc.} in E"*!. We denote the partial derivatives with 
respect to 2‘ of a function F defined in Z* or E"*! by F;. We are now in a 
position to state two approximation theorems: 

Theorem 1: Let e be a positive continuous function on D and ®@ a 
continuous function on D which is C? in D. Then there is a function F = F (x,t) 
which is defined and continuous on D x [0, 1], of class C! on Dx [0,1], and 
analytic on D x (0, 1), such that F(x, 0) = ®(x) while |F (x, t) — O(x)| < (x), 
and |F, (x, t)—- ®,(x)| < e(z). 

Theorem 2: Let ¢ be a positive continuous function on D* and @ a con- 
tinuous function on D which is C? on D* and whose restriction to S is analytic. 
Then there is a function F = F(z,t) which is defined and continuous on 
Dx [0,1], of class C! on D+ x[0,1], and analytic on D* x (0,1), such that 
F(x,0)= D(x) and F(x, t)= O(x) for x¢ 8, while |F (zx, t)— @(x)| < e(x) 
and |F; (x, t) — ®;(x)| < e(zx). 

Before embarking on a proof we make several observations: The hypothesis 
that ® be continuous on D can easily be weakened to the requirement that ® 
be bounded on D. The hypotheses that ® be of class C? on various sets can also 
be weakefhed to the requirement that ® have Hélder continuous first deri- 
vatives. An easy modification of the method of proof used here shows that if 
we strengthen the hypothesis in Theorem | that ® « C? in D to ®« C* in D 
then we may assert that F < C*-! on Dx [0, 1). Unfortunately, the methcJ 
used here does not séem capable of producing a similar modification of Theo- 
rem 2. While Theorem | can also be proved by a variety of other methods such 
as analytic mollifiers or the Weierstrass approximation theorem, none of these 
methods seems to extend to a proof of Theorem 2. 
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For the sake of brevity we shall prove only the more difficult Theorem 2, 
and that only in the case D= Dp, 0< R< 1. The proof given consists of 
two components, one of which gives the analyticity of F oa S « (0, 1) and its 
character in a neighborhood of S x[0,1), while the other is concerned with 
getting F and its first derivatives to approximate ® to the required order 
near Sx. The repitition and recombination of slight modifications of these two 
components give easily the proofs of Theorem | and the case D= B. We 
begin by giving some preliminary lemmas. 

Lemma tl: Let u(x,t) be a harmonic function in the hemisphere 
{(z, t): |a—al?+ P< 6, t>0} and continuous on {(x,t):|r—al* 4 
- @< b*,t > O}, and suppose that the restriction u(x, 0) has Hélder continuous 
first derivatives in {x :|x—a|*< 6}. Then wu is of class C! in {(x,t): |x--a|* 4 
- P< bt > O}. 

This lemma is well known in potential theory. For much more general 
results of this character see [5]. 

Lemma 2: Let u(z, t) be harmonic in the region H =: {(x, t): |x|* + P< 1, 
0 < t<1/,} and continuous on H. Suppose that the restriction u(z, 0) is of 
class C? on D* and that the restriction of u to {(x, t): |2|/?+ ®= 1,0 st<"/,} 
is analytic. Set v(x, t) =- u[(1 —#)"*,t]. Then v is of class C' on D* x [0,*/,) 
and analytic on D* x (0, 4/,). 

Proof: In virtue of lemma | and the fact that wu is analytic in H, it is 
sufficient to prove that in some neighborhood U of {(x,t): 22+ ®-1,t20} 
we have v € C! on U 7H and analytic on U OH. 

Since u is analytic on {(z,t): |z/?}+f=1, O<t< 1/,}, there is by the 
Cauchy-Kowalewski theorem a function u, which agrees with wu on 
{(a, t): |z|?4 @= 1, 0s ts */,} and is harmonic (and hence also analytic) in 
some neighborhood U of {(z, t): |z|?+@=1, Ost<'/,}. Replacing u by 
u—u, and ® by ® — u,, we reduce the problem to the case in which u = 0 on 
{(z, t): |jzj?+ ®=1, O< t<1/,}. For |2|?+ > 1, define u by setting u(z, t) 

—r?-"u(r-* 2, r-*t), where r?= |2\?+ @. Then uw is harmonic (and hence 
analytic) in U 7\{(x, t): t > 0} and continuous in U - {(x, t) :t > 0}. Moreover, 
the boundary values of u at t= 0 are given by ®(x) for |z| <1, and by 
\x|?-"@(\2\-2 2x) for |x| => 1. Hence these boundary values have Hélder con- 
tinuous first derivatives, and it follows from lemma | that w is of class C! in 
U rn {(a, t):t > 0}. From this it follows that v is analytic in D* x (0, 1/,) and 
of class C! in D* x [0, 4/,), proving the lemma. 

Proof of Theorem 2: In virtue of the Tietze extension theorem we may 
assume that @ is defined and continuous in the ball {2 : |x| < 1}. Let /” denote 
the truncated hemisphere H = {(z, t): |z/?+ ®@< 1,0< t< 1/,}. On the bound- 
ary of H we define a function U by setting U (x, t) = ®[{a(1 — f*)"*]. Then U is 
continuous on the boundary of H, and so there is a continuous function u 
on H which agrees with U on the boundary of H and is harmonic in H. Since ® 
is of class C? in D* and its restriction to S is analytic, we see that the hypo- 
thesis of lemma 2 is satisfied by u. Consequently, the function v(z, t) 

=u [(1 —@)"*z, t] is of class C! in D+ x (0, #/,) and analytic in D* x (0, */,). 
12* 
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Let 6(0)= min e(z). Then 6 is a non-decreasing function on (R, 1] and 
es|2is1 
b(|z|) < e(z). 

Since v ¢ C! on D* x [0, 7/3), there is a positive number «() such that for 
es|zi|sl, and O<tsa(e), we have |v(x,t)—@(zx)| << d(0) and 
|v, (x, t) — B,;(x)| < 4/, 6(o). If we take a(o) to be the largest such positive 
number, then « is a non-decreasing function on (R, 1], and one verifies that we 
have 


(1) |v(x, t) — B(x)| < d(|z|) 
and 

(2) |v, (x, t) — B,(x)| < */, 6(|z}) 
if ¢< «(|z\). 


Let f(o) be the infimum of (|v,(z, t)| + 1)? as z and ¢ range over the values 
O0st<"/5, o<|z| <1. Since v¢C" in D*~ [0,1/,), 6 is a non-decreasing 
positive function of @ on (R, 1), and 


‘ 1 
(3) |v, (2, t)| = Fie) ‘ 


Let v(o) = min[«(g), */, B(e) d(e), */3). Then » is again a non-decreasing 
positive function on (R, 1]. Let ¢ be a function which is positive and analytic 
on (R, 1] and such that (0) < v(g). The existence of such a function follows 
from [1]. Let 


oO 
n(o)= f C(r)dr. 
R 


Then 

(4) 7‘ (e) S */2 Ble) 5(e) , 
(5) n(e) < (ge — R) a(e) < xo), 
and 

(6) n(o) S*/s(o— R) . 


Set F(x, t) = v[x, t n(|z|)). Since ¢(|z|) is continuous in Dx [0,1] and 
analytic and less than 4/, in D+ x [0,1], while v is continuous in D x [0, 1], of 
class C1 in D* x [0, 1), and analytic in D+ x (0, 1), it follows that F is continuous 
on D x [0, 1], of class C1 on D* x [0, 1], and analytic in Dt x (0, 1}. 

Now 

F(x, t) — ®(2)| < 8(|2|) < e(2) 
by (1) and (5), while 


[Pe (2x,t)—B,(x)|=|v4 x,t (|x) + t0¢n' (2) er —,(2)| < 49 ((2) + loa (2) 
by (2) and (5). But this last quantity is less than 6(|z|) by (3) and (4). Thus 
|F; (x, t) — ®,(x)| < 4(|2|) S e(x), 


proving the theorem. 
2. Analytie extensions of mappings. The purpose of the present section is to 
extend the Theorem of Morse to the analytic case. This is done in the corollaries 
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to Theorems 3 and 4 which state that the extension of g to a homeomorphism 
on B can be taken to be analytic in {x : 0 < |x| < 1} and if is analytic on 
S*-! the extension may be taken to be analytic in the punctured ball 
B,= {x:0< |z|< 1}. The theorems themselves state roughly that this 
analytic extension can be taken to be C' homotopic to any given C? diffeo- 
morphic extension. 

Before stating our theorems, we first prove a lemma which enables us to 
infer that certain differentiable mappings are homeomorphisms. As before we 
let D denote either the ball {x : |x| < 1} or the domain Dp= {x: R< |z| < 1} 
for 0 < R < 1. Let D denote the boundary of D. 

Lemma 3: Let ® be a homeomorphism of D into £*, and let ¥ be a con- 
tinuous mapping of D into £* which coincides with ® on the boundary of D 
and is of class C! with a non-vanishing Jacobian in D. Then ¥ is a homeo- 
morphism of D onto ®(D). 

Proof: Without loss of generality we may assume that the Jacobian of V 
is everywhere positive in D. Since the mappings ® and ¥ coincide on the 
boundary of D, they must have the same degree at each point z in Z* which 
is not in @(D). Since ® is a homeomorphism, it follows that the degree of V 
at a point z not in @(D) is 1 or 0 according to whether z is in ®(D) or not. 
The fact that the Jacobian of ¥ is positive implies that the degree of Y at 
x¢ @(D) is just the number of times the value z is assumed in D. Thus each 
value of x in ®(D) — @(D) is assumed exactly once in D, while each value 
of x not in ®(D) is not assumed in D. 

Suppose that there were a point z ¢ D and a point y € D such that ¥ (zx) 
= Y(y) = w. Since the Jacobian of Y does not vanish at z, there is a neigh- 
borhood O of x such that Y’(O) is an open set containing w. We may take O so 
small that Oc D. Since ¥ is continuous at y, we can find a neighborhood 0, of 
y such that O, \O = Gand ¥'(0,)c Y(O). Let z be a point of O, ~ D. Then the 
non-vanishing of the Jacobian of VY at z implies that there is a neighborhood O, 
contained in DO, such that (O,) is open. By the invariance of domain, 
®(D) can contain no open set, whence there must be a point in (O,) which 
is not in ¥(D). But such a point is the image under ¥ of a point in O and 
a point in O,, i.e. of two distinct points in D. This contradicts the fact that each 
point not in YD) is the image of at most one point in D. This proves the 
lemma. 

We state without proof the following elementary lemma: 

Lemma 4: There is a continuous function ¢,=¢,(A,m), defined on 
{(A, m):0< A,0< m} and depending only on n, such that if (a;;) and (6,;) 
are two n <n matrices with |det(a, ;)| > A, max|a,,| << m, and max |a, ,— b,,| < 

ij ij 


S &,(A, m), then det (0; ;) + 0. 
Theorem 3: Let ® be a homeomorphism of D into 2" which is a C? diffeo- 
morphism on D+ and whose restriction to S is analytic. Then there is a 
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mapping F defined and continuous on Dx [0,1], of class C! on D* x [0, 1). 
and analytic on D* x (0, 1), such that F(x, 0) = ®(x) and F(z, t) = ®(x) for 
x € 8S, while for each fixed t > 0 the restriction of F to Dxt is a homeo- 
morphism which is an analytic diffeomorphism on D* » t. 

Proof; Let the components of the mapping ® be @',..., O", and let e,, 
be the function of lemma 4. For each 2 « D* let A(x) be the Jacobian of ® and 
m(x) = max|@®'|. Then e, ||A (x)|, m(x)] is a continuous function of x inf D*, 


t 

and we can find a continuous function ¢ on D which vanishes on the inner 
boundary (if any) of D and such that ¢(x) < e,, [|A(x)|, m(x)]. By Theorem 2 
we may find n functions F‘ which are of class C! on D* x (0, 1], analytic on 
D* x (0, 1), and which coincide with ® on D* and on S x [0, 1]. Moreover, 
we may require that 

|F#(x, t) — Bi(x)| < e(x) 
and 

|Fi(a, t) — Di(x)| < e(x). 
From the first of these inequalities we conclude that the functions Fé coincide 


with the functions ® on the boundary D of D and that the mapping 
F = {F',..., F"} is continuous on D x [0, 1]. By lemma 4 the second of these 
inequalities implies that the Jacobian of F (with respect to the z’s) is non- 
vanishing in D+. Hence by lemma 3 the mapping F is a homeomorphism on D 
for each fixed t. Since its Jacobian does not vanish in D*, it must also be an 
analytic diffeomorphism on D*, proving the theorem. 

This theorem together with the Theorem of Morse gives us the following 
corollary : 

Corollary: Let ~ be an analytic diffeomorphism of S*~! into £*. Then there 
is a homeomorphism of the ball {x: |x| < 1} into EZ" which coincides with ¢ 
on S"~? and isan analytic diffeomorphism on the punctured ball {2 : 0 < |2|< 1}. 

By using Theorem | instead of Theorem 2, we may similarly prove the 
following theorem: 

Theorem 4: Let ® be a homeomorphism of D into E* which is a C* diffeo- 
morphism on D*. Then there is a mapping F which is defined and continuous 
on Dx [0,1], of class C! on D* x [0,1], and analytic on Dx (0, 1), such that 

"{x,0) = O(x) and F(x, t) = O(x) for x ¢ S, while for each fixed t > 0 the 
restriction of F to D xt is a homeomorphism which is a diffeomorphism on 
Dt xt. 

Corollary: Let g be a C? diffeomorphism of S"~! into £". Then there is a 
homeomorphism / of the ball {z: |z| < 1} into £" which is a diffeomorphism 
on the punctured ball {2:0 < 2 < 1} and analytic on the open punctured ball 
{x:0< |2|< 1}. 

3. Homotopy and isotopy via analytic mappings. Let M and N be two 
compact analytic manifolds. The purpose of the present section is to show 
that the homotopy classes of mappings of M into N are the same whether we 
consider all continuous mappings of M into N or only analytic ones, and that 
the isotopy classes of diffeomorphisms of M onto N are the same whether we 
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consider all differentiable mappings or only analytic ones. According to the 
Theorem of Morrey [6] every compact analytic manifold can be embedded 
in some Euclidean space E* and hence can be made to carry an analytic 
Riemannian metric tensor. Thus we may without loss of generality take M 
to be an analytic Riemannian manifold and take N to be analytically embedded 
in EX. We make the manifolds M x £! and M x E* into analytic Riemannian 
manifolds by taking the product of the metric tensor in M with the Euclidean 
one in £! or £?. By a harmonic function in an open set on any of these manifolds 
we mean a solution of the Laplace-Beltrami equation. It is well known that 
each harmonic function is analytic [8]. We begin with two lemmas concerning 
harmonic functions: 


Lemma 5: Let u be continuous on M [0,1] and harmonic in M ~ (0, 1). 
If u restricted to M x0 is of class C*, then u is of class C*~! on M x [0, 1). 
If u restricted to M x0 is analytic, then u is analytic on M x [0, 1). 


This lemma follows immediately from the results of [5] and the fact that 
M x [0,+/,) is a finite manifold with boundary (M x0) (M «'/,), while w is 
always analytic on M x'/,. 


Lemma 6: Let V be a Riemannian manifold, and u a function which is 
continuous on V x [0, €], harmonic in V x (0, ¢), and which vanishes on V «0. 
Then the function obtained by setting u(x,—t) = u(x,t) is harmonic in 
V x (—e, e). 

Proof: Let v be that harmonic function in V x(—e,¢) such that v(z, e) 

v(x,—e) = u(x, e). Since the mapping (2, t) > (x, —?) is an isometry, the 
function w defined by w(x, t) = w(x, —t) is harmonic in V x(-—-e, e). Since 
it has the same boundary values as v, it must coincide with v. Thus v(x, —t) 

v(x, t). From this it follows that v(x, 0) = 0, and so v is a harmonic function 
in V x (0, e) with the same boundary values as u. Hence v must coincide with u. 
This proves the lemma. 


Lemma 7: Let uw be continuous on M ~x [0,1] [0,1] and harmonic in 
M x (0, 1) x (0, 1). Let the restriction of u to M x0 x [0, 1] be analytic and the 
restriction of u to Mx{[0,1)x0 be of class C?. Then wu is of class C! on 
M x {0, 1) x [0, 1) and analytic on M x [0, 1) x (0, 1). 


Proof: It follows from the results of Morrery that wu is of class C! on 
M x (0,1) {[0, 1). Thus it suffices to prove the assertion about u for some 
set M x [0, e) x [0, 1) with e > 0. Since the restriction of u to M x0 [0, 1] is 
analytic, there is by the Cauchy-Kowalewski theorem a function u, harmonic 
in some set M x (—e, e) x (0, 1] and coinciding with wu on M x0 {0, 1). Thus 
without loss of generality we may assume that u= 0 on M x0 (0,1). 
Consequently, we may reflect w across M x0x{0,1] to obtain a function 
harmonic in M x (—e, e) x (0, 1). This shows that u is analytic on M x (—e,e) 
(0, 1) and since the restriction of u to M x (—e, e) x0 has Hélder continuous 
first derivatives, it follows again from [5] that wu is of class C' in M x(—e, e) x 
x [0, 1]. This proves the lemma. 
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Lemma 8: Let N be a compact analytic manifold embedded in Z”. Then for 
some ¢ >0, there is an analytic mapping G of the set U = {x: d(x, N) < e} 
onto N such that the restriction of G to N is the identity. 

Proof: If N is n-dimensional, then through each point of N there is a 
unique (N — n)-dimensional plane orthogonal to N, and if « is sufficiently 
small the discs on these planes of radius e and centered on N do not intersect. 
Thus each point in U lies in exactly one such disc, and for x ¢ U we let G(x) 
be the center of that disc on which z lies. Since U is locally the product of V 
and the (N — n)-dimensional ball of radius ¢, we may introduce locally in U 
analytic coordinates in terms of which G@ is Euclidean projection. Thus G is 
analytic in U, and we have trivially G(x) = z for x € N. 

Theorem 5: Let M and N be two compact analytic manifolds. Then every 
continuous mapping of M into N is homotopic to an analytic mapping. If two 
analytic mappings of M into N are homotopic (in the continuous sense), there 
is a homotopy between them which is analytic on M x [0, 1}. 

Proof: Let @ be an arbitrary continuous mapping of M into N. Since 
Nc E%, we may consider ¢ as a vector with components {g', . . ., p¥} which 
are real valued continuous functions on M. Let u‘= u‘(z, t) be that function 
which is continuous on M x [0,1] and agrees with g‘ on M x0 and Mx\1. 
Set wu = {ul,...,u%}. Then wu is a continuous mapping of M x [0, 1] into 2¥ 
and as t > 0, u(x, t) converges uniformly to g(x). Thus there is a t, << 0 such 
that for t < t, we have |u(x, t) — g(x)| < ¢, where e is the constant of lemma 8. 
Let G be the mapping given by lemma 8. Then the mapping F defined by 
F(x, t) = G[u(z, t)] is a continuous mapping of M x [0,t,] into N which is 
analytic on M x (0, t)] and agrees with g on M x0. If ¢ is of class C? on M, 
then u, and conseqyently F, is of class C' on M x (0, t,]. If, moreover, @ is 
regular (i.e. has a es a ead Jacobian) on M, there is a t, < t, such that 
for 0<t<t,, F is regular on M xt. Thus a regular C? mapping is regularly 
homotopic to a regular analytic mapping. 

Let f and g be two analytic mappings of M into N, and let ® be a homotopy 
between them, i.e. a continuous mapping of M x [0, 1] into N which coincides 
with f on M x0 and with g on M x1. Let the components of ® be {®*}, and let 
u‘ be that function which is continuous on M x[0,1]x(0, 1], harmonic in 
M x(0,1)x(0,1), and which coincides with ®‘ on Mx{[0,1]x0 and on 
M x [0,1] <1, with ff on M x0 x [0, 1] and with g‘ on M x1 x [0, 1). 

Set w= {ul,...,w%}. Then w agrees with f and g on Mx0xs and on 
M x18, respectively, and so by lemma 6 the mapping uw is analytic on 
M x [0,1] x (0,1). As s + 0, u(z, t, 8) converges uniformly to ®(z, t), whence 
there is a 8, such that |u(z, t, s) — O(z, t)| << « for OS 8s < 8, where « is the 
constant of lemma 8. Thus the function F = G o wu is a continuous mapping of 
M x0, 1] x (0, 84] into N which is analytic on M x (0; 1] x (0, 84) and agrees 
with f and g respectively. Thus F restricted to M x [0,1] x4, is the desired 
analytic homotopy between f and g. 

If ®¢ C? on Mx([0, 1], then u, and consequently F, is of class C’ on 
M x [0,1] x (0, 1]. Thus if @ is a regular C? homotopy of f into g, then there is 
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an 8, S 8 such that the Jacobian with respect to the variables on M of F 
does not vanish on M x [0,1]x<s,. Thus F restricted to M x [0,1] xs, is a 
regular homotopy. 

We have thus proved not only Theorem 5 but also the following theorem 
which complements some recent results of SMALE. 

Theorem 6: Let M and N be two compact analytic manifolds. Then every 
regular C? mapping of M into N is regularly C' homotopic to an analytic 
mapping of M into N. If two regular analytic mappings of M into N are 
regularly C? homotopic, then there is a regular homotopy between them which 
is analytic on M x [0, 1}. 

Since a regular differentiavle mapping of M into N which is homotopic to 
a homeomorphism of M onto N is itself a diffeomorphism of M onto N, we 
have the following theorem: 

Theorem 7: Let M and N be two compact analytic manifolds. Then every 
C? diffeomorphism of M onto N is C' isotopic to an analytic diffeomorphism 
of M onto N. If two analytic diffeomorphisms of M onto N are regularly C? 
isotopic, then there is a regular isotopy between them which is analytic on 
M x (0, 1). 

As a corollary of Theorem 7 we see that a C? manifold admits at most one 
analytic structure apart from equivalence. 

If we combine Theorem 7 with the Theorem of Wurrney [9], we obtain the 
fact that each n-dimensional analytic manifold can be analytically embedded 
in E?"*! (cf. [3]}). This does not of course constitute an independent proof of 
Morrey’s theorem on the analytic embedding of a compact analytic manifold 
in E%, since we made use of Morrey’s result to deduce the existence of an 
analytic Riemannian tensor on M. We do have, however, an independent 
proof of the weaker result of BocHNER [2] that every analytic Riemannian 
n-dimensional manifold can be analytically embedded in 2?"*!. 

I should like to point out that the extension of these theorems to open 
analytic manifolds presents no great difficulty, and I have dealt with the 
compact case largely for the sake of brevity. The extension of these theorems, 
however, to manifolds with boundary does not seem to me to be readily 
amenable to the methods used here. 
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Eine Bemerkung iiber Pliickersche Aquivalenzzahlen 
Von 


MANFRED HERRMANN in Halle 


Die Pliickerschen Aquivalente d, e eines singuliren Punktes S auf einer 
algebraischen Kurve der Ordnung o und der Klasse ¢ kanu man nach O. H. 
KELLER [2] als wirkliche Anzahlen auffassen, wenn man dazu die Theorie der 
Nachbarpunkte benutzt, wie sie ENriques [1] geschaffen hat. Unter d bzw. e 
werden in der erwahnten Arbeit [2] die Anzahl der Doppelpunkte einschlieBlich 
Spitzen, bzw. die Anzahl der Spitzen verstanden, die man sich in S vereinigt 
denken muB. Man erhalt folgende Resultate: 

(1) d= 2 | . } , wobei ¢ die Vielfachheiten aller mehrfachen (gewéhnlichen 
oder Nachbar-) Punkte durchlauft; und 

(2) e= 2” i, wo Summe 2” iiber alle Satelliten zu erstrecken ist und i die 
Vielfachheiten der Satelliten annimmt. 

In der vorliegenden Note soil versucht werden, mit Hilfe einiger von 
ZEUTHEN ([4]; {71}, {74}) angegebener Beziehungen auch die Aquivalenz- 
zahlen d’, e’ eines singularen Punktes S zu deuten. Hier sind d’ bzw. e’ die 
Anzahl der Doppeltangenten einschlieBlich Wendetangenten, bzw. die Anzahl 
der Wendetangenten, die man sich insgesamt in den einzelnen Tangenten- 
richtungen von S vereinigt zu denken hat. 

Es wird zunichst angenommen, da8 S nur aus solchen Zweigen Z, gebildet 
wird, die alle dieselbe Zweigtangente t haben. Dabei soll t nicht zugleich 
Tangente von weiteren Zweigen sein. Die charakteristischen Zahlen von Z, 
nennen wir k,, l,. 

Ferner sprechen wir im folgenden von den Nachbarpunkten auf der Tan- 
gente eines Zweiges Z,. Das sind bei k, > 1 und 1, + ¢,k, (1, darf gleich 1 sein) 
alle Nachbarpunkte von S (in bezug auf Z,) bis einschlieBlich zum ersten 
Knickpunkt (das ist ein Punkt, der eine kleinere Vielfachheit als der voran- 
gehende Nachbarpunkt besitzt; siehe [3], §55). Fir einen Zweig Z, mit 
l,= c,k,> 1 (k, darf auch gleich 1 sein) gibt es c, Nachbarpunkte der Vielfach- 
heit k, auf der Tangente. 

Es ist dann 


(3) d'= (2") + z(3) 


zu setzen, wobei i die Vielfachheiten aller mehrfachen Nachbarpunkte durch- 
lauft. 

Ferner gilt 
(4) = 274+ Li, 
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wo in der ersten Summe alle Satelliten, in der zweiten alle Nachbarpunkte 
der Zweige Z, auf der gemeinsamen Tangente ¢ beriicksichtigt werden (i durch- 
lauft jeweils die Vielfachheiten der betreffenden Punkte), in beiden Fallen mit 
Ausnahme der Nachfolger von S auf den verschiedenen Zweigen Z,. (Zum 
Begriff ,,.Nachbarpunkt bzw. ,,Nachfolger“ siehe [3], § 55.) 

Fiir einen beliebigen singularen Punkt S einer algebraischen Kurve er- 
geben sich die Pliickerschen Aquivalente d’, e’ im wesentlichen durch Sum- 
mationen aus den Zahlen (3) und (4). Lediglich der Summand (*.') aus For- 
mel 3 muB auf andere Weise gebildet werden [siehe (3, 2)]. 

Die Beziehung (3) folgt aus einer Betrachtung, wie sie ZEUTHEN angegeben 
hat ({4]; {74}, S. 119): 

Es kann danach der Beitrag, den ein singulérer Punkt S zu (¢ — 0) (¢ + o— 3) 
liefert, mit dem Anteil verglichen werden, den S auf Grund seiner Pliickerschen 
Aquivalente an diesem Ausdruck haben muB: Wir brauchen dort nur unsere 
Bezeichnungsweise — 

d = Anzahl der Doppelpunkte einschlieBlich Spitzen; 

d’ = Anzahl der Doppeltangenten einschlieBlich Wendetangenten — 
einzufihren und erhalten dann fiir die Differenz von d’ und d: 

2@’—d) = (SL- Tk). (L4+ Fb —I) 


oder 


(5) d'—d = wi ~ a 


k\ 
Da in (1) das erste Glied der Summe gleich ) ist, ergibt sich aus (1) und (5) 
die Beziehung (3). 
Zum Beweis von (4) setzen wir 
(6a) =u) € 
und nach Beriicksichtigung der Formeln ([{4], {69}): ¢,= k&,—1: el =1 


sowie der Relation (2) fiir e, 


(6b) e’ = ¥ {e, + (ec, —e,)} = ¥ {2'i, + (,—k,)}. 


2" i, ist die Summe der Vielfachheiten aller Satelliten auf dem Zweig Z,,. 
(Nach ZeuTHEN ((4]; {71}, S. 112) gilt fiir die Aquivalenzzahl eines mehr- 
fachen Punktes S, der aus mehreren sich beriihrenden Elementen gebildet 
wird: e = »' e,. Hieraus folgt sofort die dualistisch entsprechende Forn @l (6a).) 
Besteht zwischen den charakteristischen Zahlen k,,/, des Zweige. Z, die 
Beziehung 1, > k, > 1 und ist auBerdem I, + c,k,, also etwa l,= r,k,+ v, mit 
v, < k, sowie r, 2 1, dann existieren auf der Tangente r, Nachbarpunkte 
S,(o = 1,...,7,) der Vielfachheit k, und ein Nachfolger von S,, mit der Viel- 
fachheit v,. Samtliche tibrigen Nachbarpunkte von S (in bezug auf den Zweig Z,) 
bis zum letzten nicht freien (eiffachen) Nachbarpunkt sind Satelliten und 
werden daher bei e’ in 2” i, mitgezahlt. Fiir 1,— c,k, (c, = 1) gibt es c, Nachbar- 
punkte auf der Zweigtangente. 
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Ist k, >1,, etwa k,=q,l,+ p, mit g, => 1 und p, < I,*), so ist der erste 
Nachbarpunkt von S ein Knickpunkt ((3], § 55), und die iibrigen Nachfolger 
von S auf dem Zweig Z, sind simtlich Satelliten. Die Summe iiber die Viel- 
fachheiten dieser Satelliten betragt (g,— 1) 1,+ p,= k,—1,. Dieser Wert wird 
aber in (6b) von 2”i, abgezogen. 

Aus allen diesen Uberlegungen ergibt sich jetzt ohne weiteres die Be- 
ziehung (4). 

Wir wollen nun die Fille untersuchen, in denen der singulire Punkt S aus 
mehreren sich schneidenden oder beriihrenden Zweigen gebildet wird. Die ver- 
schiedenen Zweigtangenten ¢, in S sollen hier nicht zugleich Tangenten von 
weiteren Zweigen mit Mittelpunkten P, + S sein. Zu jedem A gebe es n Zweige 
Z,, (v= 1,2,..., = n(A)) mit gleicher Zweigtangente t,. 

dj, e, seien die Pliickerschen Aquivalente der einzelnen Zweigtangenten — 
jede fiir sich allein betrachtet. Durch Untersuchung des dualen Falles erhalt 
man fiir die Anzahl d’ der Doppeltangenten (einschlieBlich Wendetangenten) 
und die Anzahl e’ der Wendetangenten, die von S herriihren, sofort: 


(3,1) d’= J’ dj 
a 

und 

(4,1) e’= 5 e). 


a 


Ahnlich wie (3) lieBe sich auch (3,1) aus den Zeuthenschen Formeln 
in [4]: {74}, (4), (5) ableiten, wenn man nach (1) 


a= RM) 2 (8) 


setzen wiirde. Hier durchlauft i, fiir jedes oe A die Vielfachheiten aller mehr- 
fachen Nachbarpunkte desjenigen singularen Punktes, der aus den Zweigen 
Z,, (v=1,2,...,m=m(A)) gebildet wird. 

Sei nun eine Zweigtangente t, zugleich auch Tangente von n, Zweigen Z,, 
mit dem gemeinsamen Mittelpunkt S,,, ferner von n, Zweigen Z,, 
mit dem Mittelpunkt S,, (S,.+ S,,;) usw.; allgemein von n, Zweigen 
Z,, (v=1,2,...,m,=,(A)) mit gemeinsamem Mittelpunkt 8S,,. Dabei 
laufe 4 von | bis m = m(A). 

Es geniigt dann, die Pliickerschen Aquivalente dj, e; der Zweigtangenten t, 
fiir sich zu bestimmen. Die gesuchten Aquivalenzzahlen d', e’ erhalt man 
wieder durch Summenbildung. 

Die Anwendung der Zeuthenschen Formeln aus [4]: {74}, (4), (5) ergibt, 
wenn wir n= n, sowie S = S,, setzen und die erste Aquivalenzzahl?) des 
singuliren Punktes S,,, auf t, mit d,,, bezeichnen: 

(8) 2 (di—¥ day) = [ED bap]? — LE bane —Z 1S bal? + SE Bae 
“ ie) “oY a le J a oY 


1) Das Gleichheitszeichen tritt fiir k, = c,l, > 1 auf. In diesem Fall haben die Nach- 
folger von S auf Z, simtlich die Vielfachheit l,. 

*) Anzahl der Doppelpunkte einschlieBlich Spitzen, die man sich in S;, vereinigt 
denken muB. 





(9) 
Hi 
pu 


wo we 
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Nach (1) erhalt man iiberdies fir d,,,: 

kaye i 
: du= (ER) + (4) 
Hier durchlauft ¢,,, bei festen A, 4 die Vielfachheiten aller mehrfachen Nachbar- 


punkte von §,,,. 
Aus (8) und (9) folgt jetzt die Beziehung: 


ZLhy ‘, 
rs 4 ’ . Ap 
(3,2) ay —( i )+zz(¥). 
Fiir e; entnehmen wir dem dualen Fall (siehe [4]; {71}, S. 112) den Ausdruck: 
(4,2) eh = + = Cpe , 
a 


wo €},,» Wie in (4) zu deuten ist. 
Damit erhalt man fir die Aquivalente d’, e’, die von allen vorliegenden 
singularen Zweigen herrihren: 


(3,3) d’'= Sd; 


(4,3) e’ 


~M ~is 


eh» 


wobei dj, e, die Bedeutung von (3,2) und (4,2) haben. Hier durchlauft A, wie 
gesagt, die verschiedenen Tangentenrichtungen von S. 
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Charakterisierungen von Halbgruppen 
mit eindeutigen Halbprimfaktorzerlegungen* 
Von 


Bruno Bospacu in Kéln 


Einleitung 


Eine kommutative Halbgruppe mit Einselement e'), die das Gesetz: 
(*')a|b & b|a >a = be mit ee erfillt, ist nur unwesentlich allgemeiner als das 
Holoid, in dem scharfer gilt: (+) a|b & b|a + a= b. Sei daher H ein Holoid. 
Dann kann man die Frage stellen, unter welchen Zusatzbedingungen sich jedes 
a € H in noch zu prazisierender Weise eindeutig in ,,Primelemente“ zerlegen 
laBt. Die erzielten Ergebnisse stehen, kurz gesagt, in folgendem Zusammenhang 
miteinander: Das A-, B-, C-System von CLIFFORD [1 ] ist stets erfiillt, wenn die 
Bedingungen von SKOLEM [5] oder DuBRetL [2] gelten, und weiter folgen die 
von HinTZEN in [3] aufgestellten Postulate sowohl aus dem A-, B-, C-System als 
auch aus den Axiomen der A- und B-Menge von Fritz Kiet [4]. Ferner ist die 
von HINTZEN erzielte Zerlegung unter Voraussetzung der Bedingungen aus 
den Arbeiten [1], [2], [4], [5] gleichbedeutend mit den dort angegebenen Zer- 
legungen (vgl. [3]). Diese Tatsache ist in erster Linie auf die Formulierung des 
Begriffes Halbprimelement zuriickzufiihren. Nun sind die in [3] aufgestellten 
Axiomensysteme fiir die aus ihnen abgeleiteten Zerlegungen nicht notwendig, 
weshalb wir sie in Satz 1 zu charakteristischen Bedingungen abschwichen. 
Sodann stellen wir neben den Begriff Halbprimelement den Begriff Prim- 
element und fragen weiter: ,,Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend 
dafiir, daB sich jedes a ¢ H bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig dar- 
stellen lift als unverkiirzbares Halbprimfaktorprodukt, bzw. Primfaktorprodukt ’ 
Antwort auf diese beiden Fragen geben die Satze 2 und 3. Satz 2 wird sich als 
Verallgemeinerung von Satz 3 erweisen, Satz 3 als eine solche von Satz 1. 
Aus diesem Grunde diirfen wir sagen, daB jeder der drei Satze eine gemeinsame 
Verallgemeinerung der in [1]—{5] aufgefiihrten Zerlegungssitze darstellt. 
DaB die in dieser Note aufgestellten Bedingungssysteme vertraglich und 
unabhangig sind, wird im letzten Paragraphen nachgewiesen. 





§ 1. Die Begriffe (halb-)primkanonisch und (halb-) kanonisch 


Im folgenden sei H ein Holoid. Wir setzen fiir jedes a¢ H a®=e und 
nehmen weiter alle a ¢ H mit unter die Produkte und Potenzen auf. Wegen (*) 
liefert | eine Halbordnung in H, weshalb wir fiir a|b auch a < b, bzw. b = a 


*) 1. Mitteilung. Dissertation, Kéln 1959. 
') Ein solches kann ja jeder Halbgruppe adjungiert werden. 
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schreiben und a einen Vorganger von b, bzw. b einen Nachfolger von a nennen. 
Gilt a = b &a +b, so schreiben wir a < b und sagen, a sei echter Vorginger 
oder Teiler von b, bzw. b sei echter Nachfolger von a. 

Def. 1. p¢ H heipt Halbprimelement*), wenn eine der beiden dquivalenten 
Bedingungen (Bew. s. u.) gilt: 


(2) p=ab+p=aV p=b*) oder (Bf) a< p&b< pab<p. 
Es ist («) +» (8). Denn unter Voraussetzung von («) gilt: a< p+ap= p, 
also a< p&b< p-(ab)p=a(bp)=ap=p, d.h. ab= p und wegen 


a+p&b+pdannab< p. -—— Gilt (f), so folgtp =ab-a< pkbs pa 
=pVb=p. 


Ist p ein Halbprimelement, so ergibt sich: a,< p (vy = 1,2,...,n)-> J] a,< p 
vel 
und somit a,< p(y =1,2,...,n)>pJ]a,=p. 
vel 

Aus der Verbandstheorie tibernehmen wir die drei naichsten 5 
Definitionen. 

Def. 2. pe H heiBt Primelement, wenn gilt: p< ab—+p: r 
asVpasb. 

Fast unmittelbar aus Def. 2 und (*) folgt: p 9g 


(1) Jedes Primelement ist ein Halbprimelement. 

Die Umkehrung von (1) gilt nicht. Beispielsweise ist in 
Abb. 1 das Element r beziiglich  Halbprimelement trotz 
rs puqk&rtpk&req. — Das Einselement ist offenbar 
stets Primelement. 

Def. 3. Wir nennen ein n-tupel von (Halb-) Primelementen (p,, pe, . . ., Pp) 
= (p,) eine (Halb-) Primkrone, wenn gilt: p,< p,—> v = pu. 


e 
Fig. 1 


Def. 4. Ein Produkt IT a, heiBt wnverkiirzbar, wenn sich kein a, streichen 


v=l1 
laBt, ohne daB sich der Wert des Produktes dndert. 

Nach Def. 4 stellt jedes a ¢ H ein unverkiirzbares Produkt dar. Weiter 
besitzt jedes Hp-Element nur die triviale unverkiirzbare Hp-Faktorzerlegung 
p= p. SchlieBlich ist eine Hp-Faktorpotenz p" genau dann unverkiirzbar, 
wenn n = | ist oder wenn n = 2 und p'< p?--+< p" gilt. — Ersichtlich sind 
die Teilprodukte eines unverkiirzbaren Produktes ebenfalls unverkiirzbar. 

Def. 5. Wir nennen ein Holoid H (halb-) primkanonisch, wenn jedes a ¢ H 


eine bis auf die Reihenfolge der Potenzen eindeutige Darstellung als (Halb-) Prim- 
& 
jaktorpotenzprodukt J] pre besitzt mit unverkiirzbaren Potenzen phe und einer 


o=1 


o 


8 
(Halb-) Primkrone (p,, Po, . .., p,) als Basis. — Ist a = IT pre die in diesem 
1 


*) Wir werden im folgenden 6fters ,,halbprim“ durch hp und ,,prim‘ durch p abkiirzen. 
*) Vgl. [3], 8.2. Dort wird lediglich’(«) zur Definition herangezogen, wahrend die 
Aquivalenz von (a) und () in jener Arbeit nicht herausgestellt wird. Wir gebrauchen das 
Zeichen V fiir das ,,oder“ (im Sinne des lat. vel). 
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Sinne eindeutig bestimmte (Halb-) Primfaktorzerlegung von a ¢ H, so nennen 
& 
wir I] pre die (halb-) primkanonische Zerlegung von a. 


o=1 


Def. 6. Wir nennen ein Holoid H (halb-) kanonisch, wenn jedes a € H eine bis 
auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung als unverkiirzbares 


(Halb-) Primfaktorprodukt IT p, besitzt. 


vr=1 


Ist a = =I p, die in diesem Sinne eindeutig bestimmte (Halb-) Primfaktor- 
v=1 


zerlegung von a ¢ H, so nennen wir Hi Pe die (halb-) kanonische Zerlegung von a. 


Die Begriffe halbprimkanonisch (hpk), primkanonisch (pk), halbkanonisch 
(hk) und kanonisch (k) stehen in dem Zusammenhang: 


(2) (pk) + (hpk) > (hk); (pk) + (k) > (hk). 
Denn, ist a= J] p, ein unverkiirzbares Hp-Faktorprodukt, so laBt sich J7 p, 


v=1 v=1 

zu einem Potenzprodukt mit unverkiirzbaren Potenzen umordnen, deren Basis- 
elemente eine Hp-Krone bilden. Deshalb ist in hp-kanonischen Holoiden jede 
unverkiirzbare Hp-Faktorzerlegung eines a ¢ H genau die hp-kanonische Zer- 
legung dieses a. — Weiter l4Bt sich in p-kanonischen und kanonischen Holoiden 
jedes Hp-Element als P-Faktorprodukt darstellen, woraus folgt, daB in 
p-kanonischen und in kanonischen Holoiden jedes Hp-Element ein P-Element 
ist. Hieraus ergibt sich die Behauptung (2). 

In der vorliegenden Note sollen die halbprimkanonischen, die prim- 
kanonischen, die halbkanonischen und die kanonischen Holoide charakterisiert 
werden. 

§ 2. Die (halb-)primkanonischen Holoide 

Wir formulieren zunachst die hier entscheidenden Begriffe: 

Def. 7. Ist H ein Holoid und gilt t < a, sowie tt = a, so nennen wir 

(a) t einen Minimalpartner zu t in a, wenn gilt: 

(x) aus tt = tt’ folgt stets t' + t oder, was dasselbe ist (Bew. s. u.) 
(B) aus tt < tt’ folgt stets t' + t; 

(b) t einen Minimumpartner zu t in a, wenn gilt: aus tt = tt’ folgt stets t < t’; 

(c) # einen Infimalpartner zu t in a, wenn gilt: aus tt < tt’ folgt stets t < ¢’. 

Offenbar gilt (/)-> (a). Umgekehrt folgt unter Voraussetzung von (a) 
tt < tt’ & t’ <t-+ti=tt’ +t” + t. Es ist also (a)  (£). 

Def. 8. Wir nennen t ¢ H einen Minimalteiler von a ¢ H, in Zeichen t < a, 
wenn ein t < a existiert, zu demt Minimalpartner i in a ist. — Giltt xa & t +a, 
80 en wir t < a und sagen, t sei echter Minimalteiler von a. 

Ersetzen wir das Wort ,,Minimal‘‘ durch ,,Minimum“, bzw. ,,Infimal‘, 
so erhalten wir die Begriffe Minimumteiler, in Zeichen t ¢ a, bzw. Infimalteiler, 
in Zeichen ¢ < a. 

Offenbar gilt: 

(3) Jeder Infimalpartner zu t < a in a ist ein Minimumpartner zu t in a; 

jeder Minimumpartner zu t < a in a ist ein Minimalpartner zu t in a. 





also 
Min 
(3’) 
gilt 
We 
ae. 
jede 
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Ist ¢ S a, so gibt es wegen (*) héchstens einen Minimumpartner zu ¢ in a, 
also auch héchstens einen Infimalpartner zu ¢ in a; doch kann es mehrere 
Minimalpartner zu ¢ in a geben (vgl. Abb. 2: a, b zu c in s). Ferner gilt wegen (3): 


(3’) txa-tCa-txa-tza. 


Die Umkehrung von (3’) ist in keinem der drei Fille erfiillt. Beispielsweise 
gilt in Abb. 2 beziiglich U:dss&dxs;axskaGs; bcdk&bxd, — 
Wegen ae S ab+e=b und ea <= ehb>a<c b ist fir jedes 
a¢€ He zua und azu e Infimalpartner in a. Somit gelten fiir 
jedes a ¢ H die Beziehungen: 


(4) exak&eCcCakexa und 
axakaCakaxXa. 





Def. 9. Wir nennen a,b ¢ H minimaljremd, wenn aufer e 
kein Teiler von a Minimalteiler von b ist und aufer e kein e 
Teiler von b Minimalteiler von a ist. "~~ 

Ersetzen wir das Wort ,,minimal‘‘ durch ,,minimum“, bzw. ,,infimal‘, so 
erhalten wir die Begriffe minimumfremd, bzw. infimalfremd. 

Es gilt wegen (3’): 

(3) Sind a, b minimalfremd, so sind sie auch minimumfremd; 

sind a, b minimumfremd, so sind sie auch infimalfremd. 

Besonders wichtig fiir die weiteren Ausfiihrungen ist die folgende Definition: 

Def. 10. Wir nennen H (kurz) ein A-Holoid, wenn folgende Bedingungen 
erfiillt sind: 

(A,) Ist a ein Element aus H, 80 existiert zu jedem t < a ein Minimalpartner 
in a. 

(A,) Es gilt die absteigende Teilerkettenbedingung beziiglich < in H. 

(A,) Gilt a|be und sind a, c minimalfremd, so folgt a|b. 

Ersetzen wir in (A,) und (A,) das Wort ,,minimal“ durch ,,minimum“, 
bzw. ,,infimal‘‘ und in (A,) das Zeichen < durch C, bzw. <, so erhalten wir 
die Bedingungen (B,), (B,), (B,), bzw. (C,), (C,), (C,) und damit die Begriffe 
B-Holoid, bzw. C-Holoid*.*). 

Die aufgestellten Systeme stehen in dem Zusammenhang: 


(C,) ‘iat (B,) > (A,) 


(5) (A,) > (B,) = (C.) 
(Cs) + (Bs) + (As) 
(6) (C, & C,) + (B, & B,) > (A, & A,) 
(7) (C, & C, & C,) + (B, & B, & B,) > (A, & A, & Ay). 


*) (A,), (B,), (C,) gelten beispielsweise in allen reguliren Holoiden und in allen relativ 
\U pseudokomplementiaren Verbinden (d.h. Verbanden, in denen zu je zwei Elementen 
a, b ein c existiert mit ax > b«+ x Sc beziiglich ). 

5) Es wiirde fiir das Folgende geniigen, wenn wir (A,) und analog (B,) und (C,) nur fiir 
Hp-Faktorpotenzen a, c fordern wiirden. 

Math. Ann. 139 13 
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Denn (5) folgt aus (3), (3’), (3). (6) ergibt sich aus (5) und (C,)> 
+>(txaetCaet xa), bzw. (B,)> (tx at Ca). (7) folgt aus (6) unter 
Beriicksichtigung von (5). 

Aus (B,) folgt noch: Ist ¢¢ a und ¢ Minimumpartner zu ¢ in a, so ist um- 
gekehrt auch ¢ Minimumpartner zu ¢ in a. Denn es sei ¢ Minimumpartner zu ¢’ 
in a (es gibt ja mindestens ein solches t’) und t Minimumpartner zu ¢ in a. 
Dann ist ?< t’' und t< t und damit a = it< t't < t't=a, also t't = t’t, 
woraus ¢t < ¢ folgt, was zusammen mit ¢ < t die Gleichheit von ¢ und t ergibt. 

Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, daB je zwei der Aussagen aqui- 
valent sind: H ist ein A-Holoid; H ist ein B-Holoid; H ist ein C-Holoid; H ist 
halbprimkanonisch; H ist primkanonisch. Wegen (2) und (7) geniigt es zu 
zeigen, daB jedes A-Holoid primkanonisch ist und daB jedes halbprimkanonische 
Holoid ein C-Holoid ist. 

(8) Jedes Halbprimelement p aus H besitzt genau zwei Minimal-(Minimum., 

Infimal-) teiler, néimlich e und p. 

Denn ist ¢ Minimalpartner zu ¢ in p und gilt t = p, so ist notwendig t = e. 
Gilt dagegen t < p, so muB ¢ = p sein. Andererseits ist nach (4) e < p und 
p < p, womit (8) nach (3) und (3’) bewiesen ist. 

(9) Ist (A,) in H erfiillt, so ist jedes a € H, das nur e und sich selbst als Minimal- 
teiler besitzt, ein Halbprimelement. 

Denn, gilt a = bc mit b < a, so muB c = a sein, da c< a die Existenz eines 
Minimalteilers t mit e< t < a bedingt. 

(10) Die Relationen < und =. liefern je eine Halbordnung in H. 

Denn aus (4) folgt a x a und a <a; aus (*) folgtaxb&bxa->~a=b 

und a <b&bxa-~a-= b. Die Transitivitat ergibt sich so: 


Gilt (a)axb&bxe ‘ht ae’ d («) Minimal- ™ 
i (Paxb&ebac’ es eina’ < b, zu eseeN (8) Infimal. P* nern 
(a) Minimal- 


in b auch a gehért. Entsprechend gibt es ein b’ < c, zu dessen (B) Infimal- 


partnern in c auch 6 gehért, so daB aa’b’ = c ist. Es folgt daher: 


(a) ¢ = a(a’b’) <= a’ (a’'b’) > (aa’)b’ <= (a a’)b' > aa’ +t ad >a’sta 

(B) ¢ = a(a’b’) s a’ (a’b’) > (aa’)b’ Ss (a a’)b’ + ad’ saa >a <a" 
., (x)axec 

und somit (p)a Ke. 


(11) Sind (A,) und (A,) in H erfiillt, so besitzt jedes a ¢ H eine Darstellung als 
8 
unverkiirzbares Halbprimfaktorprodukt, erst recht also als Produkt J] phe 


o=1 
mit unverkiirzbaren Halbprimjfaktorpotenzen pe, deren Basiselemente eine 
Halbprimkrone bilden. Hierbei darf fiir jedes o p, < a angenommen werden. 

Denn ist a ein Hp-Element, so sind wir fertig. — Sonst gibt es nach (9) 
ein @, mit a > @, + e und nach (A,) dann weiter eine Kette a > @,--- > @, + e, 
deren letztes Glied @,, keinen von e und @, verschiedenen Minimalteiler besitzt, 
also nach (9) Hp-Teiler und nach (10) Minimalteiler von a ist. Bezeichnen wir 
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@,, mit p, und ist a, ein Minimalpartner zu 7p, in a, so gilt p,a,= a und e + a, < a, 
da p, > e in a Minimalpartner eines ¢ < a ist. Es sei nun a, kein Hp-Element. 
Dann gibt es eine Zerlegung (p,p,)a,= a mit e + a, < a, < a. Ist hierbei a, 
ein Hp-Element, so beenden wir das Zerlegungsverfahren, sonst setzen wir es 
fort, bis es wegen (A,) nach endlich vielen Schritten abbricht. Auf diese Weise 


n 
gewinnen wir ein Hp-Faktorprodukt [7 p,= a, welches sich durch sukzessives 


v=1 
Streichen derjenigen p,, die durch e ersetzt werden kénnen, und anschlieBendes 
Zusammenfassen gleicher p, zu einem Produkt der angegebenen Art umformen 
1laBt. 
(12) Ist (A;) in H erfiillt und ist p ein Halbprimelement, sowie a = IT. ein 
v=1 
Halbprimfaktorprodukt aus H mit p|a, so gibt es mindestens ein p, 
(lS ws n) mit p|p,. 

Denn ist p= e, so ist nichts zu zeigen. — Sonst lassen sich nach (A,) 
sukzessive alle diejenigen p, eliminieren, zu denen p minimalfremd ist, so daB 
wir wegen (8) annehmen diirfen, daB fiir jedes v gilt: p|p, V p,|p. Wirde nun p 
kein p, teilen, so ergibe sich p, < p fiir jedes v, also auch a < p mit Widerspruch 
zm p\a. 

Aus (11) und (12) folgt: 

(13) Ist H ein A-Holoid, so ist jedes Halbprimelement ein Primelement. 

Ferner gilt: 

(14) Ist H ein A-Holoid und p” eine unverkiirzbare Halbprimfaktorpotenz 
aus H, so sind héchstens die Elemente p” mit 0 S v S n Minimalteiler 

von p". 
Denn zu p" ist nur p°= e, zu p®= e ist nur p* Minimalpartner in p". Es sei 


deshalb e < t < p”, sowie ¢ Minimalpartner zu ¢ in p”. Sind dann t = J] und 
e=1 
& 

i= JJi™s Zerlegungen von ¢ und 7 gem&B (11), so muB 7 die Form p” mit 

o=1 
1 < » < mhaben. Denn nach (12) ist fiir jedes 9 und jedes ot, < p undi, < p. 
Ist hierbei etwa fiir o’ t= p, so folgt wegen der Unverkiirzbarkeit von p" und 
pm’ = im": t= p™’ mit 1 < my, < n. Sonst miiBte in jedem Falle ti< p* 
sein mit Widerspruch zu ti = p,. 
(15) Ist H ein A- aera so ist H ee. 


Denn sind a = IT pee und a = TT q”* zwei Zerlegungen von a gemaB (11), 
o=1 t=1 


so folgt aus (12), daB es zu jedem p, ein g, gibt mit p,|q, und umgekehrt. 
Aus der Kroneneigenschaft von (p,) und (q,) folgt dann weiter wegen (*), daB 


s t 
IT pre und [7 2" dieselben Basiselemente besitzen, d. h. es ist s = t und ferner 
o=1 t=1 


jedes p, ein g, und jedes g, ein p,. Somit haben wir es bei der zweiten Zerlegung 
° a 
mit einem Hp-Faktorpotenzprodukt der Form [J py'* zu tun. Bedenken wir 


o=]l 


noch, daB wegen (12) und (14) pz, p™’ minimalfremd sind, falls o +o’ ist, 
13* 
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so ergibt sich wegen der Unverkiirzbarkeit der pje und pf'* aus (A;) und (*) 
n,=m, fir jedes o. Unter Beriicksichtigung von (13) folgt hieraus weiter, 
daB H primkanonisch ist. 

Wir erwahnen noch, daB entsprechende Sitze zu (9) bis (15) analog aus 
dem B-, bzw. C-System abgeleitet werden kénnen. 
(16) Ist H halbprimkanonisch und sind p™ und q" zwei unverkiirzbare Halb- 

primfaktorpotenzen, so gilt: p™|\aq" & p™ + q"—> pia. 
& 
Denn es gelte p™b = ag” und es sei a = [] azo die hp-kanonische Zerlegung 


o=1 


k 
von a, b = []b” diejenige von b. Dann laBt sich die hp-kanonische Zerlegung 


x=1 


A “ 
von c = ag" aus p™ [7] b”* gewinnen und auch aus g" /7a%¢. Gilt nun etwa fiir 


x=1 o=1 
a’ q< ay, 80 folgt p|aqg" = a. — Gilt etwa fiir x’ p< by, so muB b, + q, also 
gleich einem a, sein und damit p< a,< a gelten. -— Sonst kommen p und g 


in der hp-kanonischen Zerlegung von c als Faktor vor und es muB ein a, 

gleich p sein. Denn fiir p + q ist dies klar, fiir p = ¢g folgt die Behauptung aus 

p™ tq" = p" > n< m und der Eindeutigkeit der hp-kanonischen Zerlegung. 
Durch sukzessive Anwendung von (16) ergibt sich: 


(17) Ist H halbprimkanonisch und p ein Halbprimelement, sowie a = I] p, 
v=l1 
ein Halbprimfaktorprodukt aus H mit p|a, so gibt es mindestens ein 
P, (1 S wu S n) mit p|p,. — Hieraus folgt dann: Jedes Halbprimelement 
aus H ist Primelement und damit: H ist primkanonisch. 


(17') Ist H halbprimkanonisch, p™ eine unverkiirzbare Halbprimfaktorpotenz 
8 
mit p™|a und a = [] ate die halbprimkanonische Zerlegung von a, so gibt 


o=1 
es mindestens ein ake (1 < o S 8) mit p™|\ aXe. 
Denn nach (17) gibt es ein a, => p. Gilt hierbei p< a,, so folgt p™ <a, < a}. 
Gilt aber p = a,, so folgt die Behauptung aus der Kroneneigenschaft von (a,) 
unter Beriicksichtigung von (16). 


& 
(18) Ist H halbkanonisch, a = [] ats die halbkanonische Zerlegung von a « H 
o=1 
(geordnet nach Potenzen mit paarweise verschiedenen Basiselementen®*) ) 
und gilt fiiv jedes o(1 = o S 8): a¥e|b, so folgt a\b"). 


k 
Denn es sei [Jb die halbkanonische Zerlegung von 6. Betrachten wir 


- x=1 . 
r 
dann ein festes a,, so gibt es ein Hp-Faktorprodukt //t,=t mit ajet = b. 
e=1 


k 
Gilt hierbei a, + 6, fiir alle x, so mu& — da sich Toms ja aus jeder Hp-Faktor- 


x=1 


*) Diese Vorayssetzung sei fiir alle weiteren Potenzprodukte vereinbart. 
7) Der Leser beachte, daB (18), (19), (20) und Def. 11 allgemein fiir halbkanonische 
Holoide formuliert werden. 
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k 
zerlegung von b durch sukzessives Streichen gewinnen lat — J] b%™ < t, 
x=1 


also t= 6 und damit ajeb = 6 sein. Gilt aber fiir ein x a, = b,& n, > m,, 80 
k 


folgt a,b = b, also auch ateb = 6, da bei der Gewinnung von /]b”™ aus 


x=1 
r 
axe []t, der Faktor a, wenigstens einmal gestrichen wird. — Wir diirfen uns 


e=1 
deshalb auf die Betrachtung derjenigen a, beschranken, zu denen es ein b, gibt 
mit a, = 6, & n, S m,. Hieraus folgt dann die Behauptung. 


Def. 11. Ist H ein halbkanonisches Holoid und gilt t|a und sind t = IT te, 


e~l 
a= _T] ats die halbkanonischen Zerlegungen von t und a, so setzen wir — I] are, 
o=1 o=1 


wobei jeweils v,= n, sei, falls a, unter den t, nicht vorkommt, bzw. in dem anderen 
Falle, in dem es genau ein t, mit t, = a, gibt, mit diesem 9 »,= n,— min(I,,, n,) sei. 


(19) Jst H halbkanonisch und t < a, so ist - Minimumpartner zu t in a. 


Denn zuniachst gilt t= =a. Weiter existiert wegen t< a ein ¢’ mit 
r & 
t'=a. Sind nun t = [J te und t'= []t," die halbkanonischen Zerlegungen 
e=1 s=1 
von ¢ und ?#’, so laBt sich diejenige von a durch sukzessives Streichen aus 
r 


& 
ITt’e [Tt,"¢ gewinnen. Hieraus folgt wegen der Eindeutigkeit der halbkano- 
e=1 ‘om 


nischen Zerlegung, daB jeder Faktor der halbkanonischen Zerlegung von a 
mindestens in der in Def. 11 angegebenen Haufigkeit unter den t, vorkommen 


. a a a ” o° 4 ’f 2 ” 
muB, woraus sich t7 Sa, also t> =a und 7 =! fiir jedes t’’ mit tt’’= a 


ergibt, was zu beweisen war. 


a 
(20) Ist H halbkanonisch und a= [] are die halbkanonische Zerlegung von 


o=]1 


& 
a € H, so sind genau alle Produkte [Jats mit o< »,S n, (lS oS 8) 
o=1 
Minimumteiler von a. 
Denn jeder aneeered von a ist nach (19) von der wise ee Form. — 


a 


Umgekehrt gilt fiir jedes Il axe mito S », Sn,(lsSos4): Tare =— 
o=]1 o=l IT as"? 
o=l 








(21) Ist H halbprimkanonisch und t S a, so ist + Infimalpartner zu t in a. 


Denn zunachst sei daran erinnert, daB H halbkanonisch ist und daB die 
hp-kanonischen Zerlegungen halbkanonische Zerlegungen sind. Es ist also 


= Minimumpartner zu ¢ in a. Gilt weiter a = 1% < tt’ = 6b und sind 


* a 
a= ]Jate, b = J] bx die hp-kanonischen Zerlegungen von a und b, sowie 


a=] x=1 
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+ Ilaz, 5. Toye die Darstellungen von os und —, so geniigt es 


o=l x=1 

nach (18) zu zeigen, daB alle aje mit v, + 0 Teiler von : < #’ sind. Hierzu 
erwahnen wir, daB fir alle o mit », >o der Faktor a, in der hp-kanonischen 
Zerlegung von t genau in der Potenz n, — vy, vorkommt. Denn ist n, = ¥,, also 
n, — ¥, = 0, 80 kann a, in der hp-kanonischen Zerlegung vont nicht vorkommen. 
Gilt 0o< »,< n,, so muB eine Potenz der hp-kanonischen Zerlegung von ¢ 
gleich a’g sein, also y, = n, — min(l,, n,). Wegen der Annahme », > folgt 

hieraus vy, = n, — l, oder 1, = n, — v,. — Weiter gibt es nach (17) zu jedem a, 


b 
ein b, mit a, < 6,. Ist nun hierbei a, < b,, so muB b, < 7 sein, da sonst mit 
Widerspruch zur Kroneneigenschaft von (a,) folgen wiirde: a,< 6, = tS a—> 
>a, <b, S ay > a, < a, fir ein gewisses a,. Es ergibt sich also in diesem 
Falle: ay < 6, S =. — Ist aber a, = b,, so kommt a, in der hp-kanonischen 
Zerlegung von 6 vor und zwar mindestens in der Potenz n,, da a%e unverkiirzbar 
ist. Bedenken wir nun, daB a, in der hp-kanonischen Zerlegung von ¢ nur in 


. , ‘ b 
der Haufigkeit n, — v, vorkommt, so erkennen wir, daB auch jetzt ayy < - 7 


gilt, da a, = 5, in Ls wenigstens in der Potenz v, vorkommen muB. 
Analog zu (20) folgt: 
(22) Ist H halbprimkanonisch und a = J] ato die halbprimkanonische Zer- 
o=1 
8 
legung von a€ H, so sind genau alle Produkte []a's mit o < »,< n 
o=1 
(1 < oS 8) Infimalteiler von a. 
Nun kénnen wir zeigen: 
(23) Ist H ein halbprimkanonisches Holoid, so ist H ein C-Holoid. 
Denn (C,) folgt aus (21), (C,) aus (22) unter Beriicksichtigung von (*). 
(C3) -, sich so: gilt a=-eVc=e, so folgt a|b a fortiori. Sonst seien 


a 


a= ll ake endl b= II bmx die hp-kanonischen Zerlegungen von a und 6. Dann 


o=1 x=1 
gilt fir jedes a: a,+c, also nach (17) a,|b. Hieraus folgt a|b nach sukzessiver 
Anwendung von (16) unter Beriicksichtigung von (18), da ja jedes a, genau 
ein 6, teilt, fir das dann gelten muB: afe| bm. 
(15) und (23) liefern zusammen mit (2) und (7) den 
Satz 1: Es sind je zwei der folgenden Aussagen. aiqiivalent : 
lH ist ein A-Holoid; 2.H ist ein B-Holoid; 3. H ist ein C-Holoid; 
4. H ist halbprimkanonisch und 5. H ist primkanonisch. 


§ 3. Die.(halb-)kanonischen Holoide 
In diesem Paragraphen geben wir zwei Verallgemeinerungen von Satz 1. 
Es besagte (17): (hpk) - (pk). Wir zeigen nun (hk) ~~ (k) ++ (hpk). Denn man 
betrachte Akb. 3 beziiglich mit Ausnahme von p?= r. Hier besitzt jedes 
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Element eine kanonische Zerlegung, doch ist dieses Holoid wegen pq = 8 = p*q 
nicht hp-kanonisch, denn es sind p und p* unverkiirzbar und es ist (p, g) eine 
Primkrone. — Abb. 4 als Verband beziiglich  betrachtet liefert den Beweis 
fiir (hk) ~+ (k), da fiir das Element gq gleichzeitig gilt: g< pur und 
5 q += p&q <r. — Es wird also bei einer Charak- 

terisierung der kanonischen, bzw. halbkanoni- 

schen Holoide zu einer echten Verallgemeinerung 

von Satz 1 kommen. Wir formulieren noch_ 
p 9 ausdriicklich: 


(2’) - (pk) = (hpk) =* (k) == (hk) . 
Def. 12. Wir nennen H ein B’-Holoid, wenn 
e H die Bedingungen (B,) und (B,) erfiillt, sowie 
Fig. 3 die folgende : Fig. 4 
(By) Gilt a ¢ be und sind a, c minimumfremd, 80 folgt a ¢ b*’). 


n 
(24) Ist (Bs) in H erfiillt und ist p ein Halbprimelement, sowie a = I] p, ein 
v= 
Halbprimfaktorprodukt aus H mit pCa, so gibt es mindestens ein p, 
(1 < wS n) mit p|p,. 
Denn dies folgt analog zu (12). 
(25) Ist H ein B’-Holoid, so gibt es zu jedem a ¢ H eine unverkiirzbare Halb- 


primfaktorzerlegung a = I] p, derart, daB jedes p, Minimumiteiler von a ist. 


y= 
Denn es gilt: (B, & B,) + (A, & A,), also auch (11). Beriicksichtigen wir 
noch (B,) > (tf < a++t Ca), so ist die Behauptung bewiesen. 
n 
(26) Ist H ein B’-Holoid und a = [] p, ein unverkiirzbares Halbprimjaktor- 
v=l 


produkt, so gilt fiir jedes v (lS vy S n): p, Ga. 





Denn wir kénnen n = 2 und p,= Pn annehmen. Ist dann t + e der Minimum- 

n—1 

partner zu /] p, < a ina undt = I, eine Zerlegung von t gemaB (25), so gilt 
a=l1 = 

fiir jedes 9: t, S p,. Ist hierbei t, = Pn, 80 folgt t, = t= p, und wir sind 

fertig. -—- Sonst ware fiir jedes 9: ‘ty <p, &t,¢t Ca und es miiBte jedes ¢, 

minimumfremd sein zu jedem p, a Ss u¢sn—1). Denn p, S t, wiirde be- 

n r 
deuten, daB [7 p, verkiirzbar ist; p, > t, wiirde bedeuten, daB J7 t, verkiirzbar 
v=] e=l1 

ist. Hieraus ergibe sich dann fiir jedes 9 nach sukzessiver Anwendung von (B3;) 

t, S Pp, also wegen t + e sugar t,= p, mit Widerspruch zur Annahme ¢, < p,. 

(27) Ist H ein B’-Holoid, so ist H halbkanonisch. 


Denn sind II p, und tt dy zwei unverkiirzbare Hp-Faktorzerlegungen 
v=1 


desselben a ¢€ H, so muB mar (26) und (24) jedes p, ein g, und jedes q, ein p, 


*) Es wiirde fiir das Folgende geniigen, wenn wir (Bj) nur fiir Hp-Elemente a,c 
fordern wiirden. 
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& 
ocin. Daher kénnen wir fiir die beiden Zerlegungen die Formen [7 p” und 
o=1 
IT pte annehmen. Zeigen wir noch, daB fiir jedes o m, =n, ist, so sind wir 
o=1 
fertig. waenar® setzen wir rede No) = Wz, Mz — Wy = Ug, Ng — Wz = Vg. Dann 


gilt qu pee IT p= a= IT pe ou Pe. Nun gibt es wegen der Unverkiirz- 


= tah 
barkeit von IT pre und I Pee héchstens dann ein m, < n,, wenn es ein n, < _m,’ 
o=1 
gibt, und umgekehrt. Nehmen wir an, es sei fiir ein o m, + n,, so ist dieser 
Sachverhalt gegeben und es gilt: 4, >o-¥v,=0 und vy, >o> yw, = 0. Also 


& 8 
erhalten wir, falls wir in [J] p¥*, baw. J] pz alle p, mit u,= 0, bzw. v, = 0 


o=1 o=1 


- 
streichen, zwei Hp-Faktorpotenzprodukte I Por = a und [J pyn’=a" 
o’=1 


derart, daB fiir jedes ants o’,0” gilt: py t Po’ "a; Po t Po. Ist weiter t+ e der 


Minimumpartner zu II pws << ain a und II t, eine unverkiirzbare Hp-Faktor- 
o=1 a 


zerlegung von ¢, so ist II Pe? II t, eine unverkiirzbare Hp-Faktorzerlegung 


o=1 e=1 


& 8 
von a. Denn kénnte man ein p, streichen, so waren [7 ps und J] pre verkiirz- 
o=1 o=1 


r 
bar, kénnte man ein ¢, streichen, so wire IT t, verkiirzbar. Daher ist jedes ¢, 
=1 
ein p,, denn zwei unverkiirzbare Hp-Faktorserlegungen desselben a¢ H 
besitzen ja dieselben Faktoren. Wiirde nun fiir ein 9 gelten: t, Ca’ & t, Ca”, 
so ergabe sich aus (24) t¢, < p, &t, < p,~ fiir wenigstens ein Paar o’, o”’ und 
damit t,< p, & t,< p, mit Widerspruch dazu, daB ¢, ein p, ist*). Es sei 
deshalb etwa t, £ a’. Da t, < a’ ist, gibt es ein b mit tb = a’, sodaB, falls 
k 


k 

b = Jb, eine Hp-Faktorzerlegung von 6 ist, aus t, J], eine unverkirzbare 

x=1 x=1 
Hp-Faktorzerlegung von a’ gewonnen werden kann. Hierbei wird aber t, 
wegen (26) und t, ¢ a’ gestrichen, was t,,a’ = a’ bedeutet mit Widerspruch dazu, 
daB t, ein p, ist. — Somit muB fiir jedes o m, = a, sein. 
(28). Ist H ein halbkanonisches Holoid, so ist H ein B’-Holoid. 

Denn (B,) folgt aus (19), (B,) aus (20) unter Beriicksichtigung von (*). 
(Bs) — sich 0 gilt a= eVc=e, so folgt a¢ b a fortiori. Sonst seien 


a= II ato, b = ll be, ¢ = IT cie die halbkanonischen Zerlegungen von a, b, c. 


o=1 x=1 et 


Bedenken wir dann, daB II azo ein Teilprodukt der eindeutig bestimmten 


o=1 
k r 
halbkanonischen Zerlegung von bc ist, die sich aus J] 6” [7 cle durch sukzes- 
x=1 e=1 


8) Ist jedes Hp-Element ein P-Element, so kann bis hierher unter Verzicht auf (24), 
(25), (26) analog geschlossen werden, und es eriibrigt sich der Rest des Beweises. 
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sives Streichen gewinnen laBt, und da8 kein a, unter den ¢, vorkommt, so 


* k 
erkennen wir, daB notwendig [7 a%s ein Teilprodukt von J7b%* ist, also a ¢ b 
o=l x=1 
sein muB. 
(27) und (28) liefern zusammen den 
Satz 2: Es sind die beiden Aussagen dquivalent: 
1. H ist ein B’-Holoid und 2. H ist halbkanonisch. 

K6énnen wir nun noch eine Charakterisierung der kanonischen Holoide 
geben, so ist das Ziel dieser Note erreicht. 

Def. 13. Wir nennen H ein B’’-Holoid, wenn H die Bedingungen (B,) und 
(B,) erfiillt, sowie die folgende: 

(B;’) Ist p ein Halbprimelement und gilt p|bc und sind p, c minimumfremd, 
20 folgt p|a*’). 

(29) Ist H ein B’’-Holoid, so ist H kanonisch. 

Denn aus (B,) und (B,) folgt (11) und -aus (B;’) folgt (12) analog zum 
dortigen Beweis. Also ist jedes Hp-Element ein P-Element und es folgt aus 
dem 1. Teil des Beweises von (27), daB H kanonisch ist (vgl. FuBn. 8). 

(30) Ist H ein kanonisches Holoid, so ist H ein B’’-Holoid. 

Denn wegen (k) + (hk) gelten zunachst (B,) und (B,). Weiter sahen wir 
bereits, da8 in kanonischen Holoiden jedes Hp-Element ein P-Element ist. 
Hieraus folgt (B;’), denn sind p,c minimumfremd, so gilt 
p=eV pte, in jedem Falle also p|b. p*q-s-pq? 

(29) und (30) liefern zusammen den 

Satz 3: Es sind die beiden Aussagen dquivalent: 

1. H ist ein B’’-Holoid und 2. H ist kanonisch. 

Es erhebt sich die Frage, ob die halbkanonischen, bzw. 
kanonischen Holoide auch durch die entsprechenden Systeme 
fiir <, bzw. < charakterisiert werden kénnen. Unter den 
entsprechenden Systemen verstehen wir natiirlich diejenigen 
Systeme, die aus dem B’-, bzw. B’’-System hervorgehen, 
wenn das Wort ,,minimum* durch ,,minimal“, bzw. ,,infimal” Fig. 5 
und das Zeichen ¢ durch x, bzw. < ersetzt wird. Die oben ge- 
stellte Frage ist zu verneinen. Denn Abb. 3 zeigt ein kanonisches Holoid, das 
die Bedingung (C,) nicht erfiillt, da pp|pq & ptq gilt. Abb. 5 zeigt ein A’’- 
Holoid, das nicht kanonisch ist. DaB nicht jedes A’-Holoid halbkanonisch ist, 
wird in der 2. Mitteilung gezeigt. 





§ 4. Vertriglichkeit und Unabhingigkeit der aufgestellten Systeme 


Da die aufgestellten Bedingungen im Bereich der natirlichen Zahlen erfillt 
sind, diirfen sie als vertraglich angesehen werden. 

Es sind die einzelnen Systeme aber auch unabhangig. Dies lat sich unter 
Beriicksichtigung der angefiihrten Implikationen folgendermaBen nachweisen : 


) Es wiirde fiir das Folgende geniigen, wenn wir (B;’) nur fiir Hp-Elemente c fordern 
wiirden. 
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Man betrachte Abb. 6 beziiglich . Hier sind e, p,...p,... genau alle 
Halbprim-, bzw. Primelemente. Ferner sind zu jedem a, genau die Elemente 
e, p,, 4, Minimalteiler. Also gilt (A,). — Weiter folgt ersichtlich, daB zwei 
Elemente héchstens dann minimum., bzw. infimalfremd sind, wenn a=eVb=e 
ist, weshalb auch (C,) und (B3) erfiillt sind. Dagegen zeigt die Betrachtung 
von p, in a,, daB (A,) nicht gilt. 

Ist N die Menge der natiirlichen Zahlen und P(N) der Verband aller Teil- 
mengen von N, so erfiillt P(N) beziiglich (C,), da zu jeder Teilmenge N”’ 
von N’ < N die Menge N’— N” Infimalpartner in N’ 





% B< ist. Ferner gelten (C,) und (B3), da offenbar zwei 
a p, Teilmengen von N genau dann minimum., bzw. 
me infimalfremd sind, wenn ihr Durchschnitt leer ist. — 
0 Ps] Pe Dagegen ist (C,) in P(N) nicht erfiillt, denn es ist 
< Ds N > (N—{1}) > (N—{1,2})---> (N—{I,...,m})>.... 
z- Betrachten wir schlieBlich die Menge 1, 2, 4, 6, 
* §8,... beztiglich der Multiplikation, so gilt: txa«tl\a 
in . wegen tla+tt=aundt't|t't’+ttr=t't'’+tr=t". 
as Also sind (C,) und (A,) erfiillt. — (A,), (Bj) und (B;’) 
a, gelten dagegen nicht. Denn es ist 2|6-10 & 246, ob- 
isa 2 wohl 2 und 10 teilerfremd sind. 
: Vv 





Zum AbschluB gehen wir noch kurz auf den Zu- 
sammenhang dieser Note mit der Arbeit [3] ein. Wir 
erwahnen ohne Beweis, daB keine der Bedingungen 
IV, V und VI notwendig in halbprimkanonischen 

Fig. 6 Holoiden erfiillt ist und daB diese Axiome in halb- pig ; 

primkanonischen Holoiden sogar unabhangig sind. — 
SchlieBlich zeigt Abb. 7, betrachtet beziiglich  , ein halbkanonisches Holoid, 
in dem keine der in [3] fiir Satz 1, bzw. Satz 7 aufgestellten Forderungen 
erfiillt ist. 


Mo 
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Embedding of Topological Semigroups 
By 
NEAL J. RoruMan in Rochester, New York 


1. Introduction and Preliminaries 


It is well known that a commutative semigroup with cancellation can be em- 
bedded in a group in a manner analogous to the embedding of anintegral domain 
in a field [2]. This paper concerns this embedding for topological semigroups. 

An outline of the embedding of a commutative semigroup with cancellation 
in its group of quotients follows [4,1]. Let S be such a semigroup, then the 
set SxS is again such a semigroup when the -binary operation is defined 
coordinatewise. In SxS, define (a, b)R(c,d), where (a,b) and (c,d) ¢ SxS, 
if and only if ad = bc. It follows easily that R is a congruence relation on S x 8 
(the symbol F will be used to denote this relation). Let G be the collection of 
equivalence classes module R; then, @ is a group and is called the group 
generated by S. Let 2: Sx S—+G be the natural mapping which assigns to 
each (a,b) ¢ SxS the equivalence class in G containing the element (a, d). 
It is easy to see that 2 is a homomorphism. For b, any element of S, define 
P:S—+G by P(x) = x(zb, 6). It follows that P is a well defined isomorphism 
of S into G and is independent of the choice of 6. The function P is the em- 
bedding of S into the group generated by S. 

For the remainder of this paper, a semigroup is a Hausdorff topological 
space which is at the same time an abstract semigroup. Multiplication is 
assumed to be continuous. 

When S is a commutative semigroup with cancellation, let Sx S have the 
product topology [3], and the group G generated by S the quotient topology [3]; 
that is, O is open in G if and only if 2~1(O) is open in S x 8. The semigroup S 
is said to be embeddable in G if and only if G is a Hausdorff topological group 
and P is a homeomorphism onto /’(S), with the relative topology induced by G. 

A subset J of a semigroup S is an ideal in S if SI. y ISC J. The following 
theorem is due to J. E. L. Prox and is unpublished to the author’s knowledge. 
The proof is included for completeness. 

Theorem 1.1. If S is a commutative semigroup with cancellation and J 
is an ideal in S, then the group H generated by the semigroup J and the 
group G generated by S are topologically and algebraically isomorphic. 

Proof. Consider the diagram 

G H 


™% ms 


SxS —L.IxI 
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where 2, and z, are the natural mappings and /(z, y) = (xt, yt), for t, a fixed 
element in J. Let {/*:G—H be defined by /*(g) = 2,(f[ajz'(g)]). It is not 
difficult to see that /* is an algebraic isomorphism of G onto H. 

In order to see that /* is continuous, let g € G and let U be an open set in H 
containing /*(g). Since 2, is continuous by definition, 7z'(U) is open in I x J. 
Now f is continuous since multiplication is continuous; thus /~'[{23'(U)] is 
open in SxS. Let (x, y)¢ SxS such that for some (a, b) ¢ f-![m3'(U)], 
(x, y) R(a,b), that is, b= ya, and therefore, xtbt= ytat and (x, y) €f- [23'(U)], 
for f(x, y)Rf(a, 6). Then az! [m,f-'(ag'(U))] Cc f- [az-"(U)] is open in SxS, 
f*(2, [f- 1 (ag"(U))}) C U and g € 2,(f-![ag'(U)}) an open set of G. 

In order to prove (/*)~! is continuous, let g = (f*)~!(h), where g ¢ G and 
h ¢ H, and let V be an open set containing g. Now aj'(V) is open in SxS. 
Let W = the set of all points in J x which are R equivalent to some point of 
f{az'(V)]. Now W is open since W = IxI 1 aj'(V); and (f*)~! is continuous 
since 73'(2,(W)) = W, (f*)-"(a,W)c V, and h € 2,(W). 

It should be noted that continuity of multiplication was used in each variable 
separately, and not continuity of multiplication in both variables jointly. 

It is known that the group generated by a commutative semigroup with 
cancellation is a topological group when z is an open mapping [1, Theorem 4]. 
The relation R will be said to be open if z is an open mapping. Two conditions 
on semigroups will be considered in this paper. 

Definition 1. A semigroup S has Property F if x,y¢S and V 
open containing x imply there is an open set W, with y¢ W, such that 
xy en[Vy':y'¢ Wi and yxen [y'V: y'€ Wh. 

Definition 2. A semigroup S has Property J if x, y « S, with x + y, imply 
there is an a € S such that x = ay or y = az. 

Lemma 1.1. Let S be a semigroup with an idempotent element e. If S has 
Property F, then the maximal group containing e, H (e), is an open and closed 
topological group in 8. 

Proof. Since e®= e, for any V open containing e there is, by Property F, 
an open set W containing e such that e ¢ Vw for all w ¢ W. Now w ¢ W implies 
there is an x € V such that zw = e; hence, each element of W has an inverse 
with respect to e and Wc H(e). Inversion is continuous at e in H(e) since W 
is open and contains e, and, there is a U open containing e such that U-!c W, 
by Property F. The maximal group H (e) is therefore a eres group and 
since it contains an open set of S, H(e) is open in S. 

Let x ¢ H(e) (the closure of H(e)); there is a net (3) {x4}C H(e) with 
x4— x. Since xge = 24 for all d and x,e > xe, x = xe. Now H(e) is open con- 
taining e, hence, by Property F, there is a V open >2 such that x ¢ vH(e) for 
allv € V. Now Vr H(e) + 0, hence, for y € V ~ H(e), x € y H(e) = H(e) and 
H (e) = H(e); that is, H (e) is closed. 

Corollary 1.1.1. Let S be a connected semigroup with an idempotent 
element e. S has Property F if and only if S is a topological group. 

Lemma 1.2. Let S be a commutative semigroup with cancellation. If S 
has Property F then the relation R is open. Hence, the group generated by S 
is a topological group. 
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Proof. Let U be an open subset of SxS, A = 2-![n(U)] and (z, y) € A. 
Open sets M and N, with x¢ M and y€N, will be found in S such that 
MxNc A; hence, A will be open, and therefore, the relation R is open. 

There is an (a, b) ¢ U such that (x, y)R(a, 6), and thus xb = ya. Since U 
is open, there are open sets V and W, with a ¢ V and b ¢ W, in S such that 
Vx WCU. Property F implies there are open sets M and N in S, with z ¢ M 
and y € N, such that xb ¢ 2’ W for all 2’ ¢ M, and ya€¢ y’ V for all y’¢€ N. Let 
(x’, y’) € MXN;; then, there is an a’€ V and a b’¢ W such that xb = 2'b’ and 
ya = y'a’. Now xb = ya so that 2'b’= y‘a’, that is (2’, y’)R(a’, b’); hence, 
(2, y’)€ Aand MxXNCA. 

Corollary 1.2.1. If S is a commutative semigroup with cancellation con- 
taining an ideal J which as a semigroup, with the relative topology, has Pro- 
perty F, then the group generated by S is a topological group. 

Lemma 1,3. Let S be a commutative semigroup with cancellation. If S has 
Property F, then for V an open set in S, V y is open in S for all y € S (that is, 
translations are open mappings). 

Proof. Let V be an open set in S and y ¢ S. For x ¢ Vy, x = ay for some 
a €V; hence, there is an open set U containing y such that x ¢ Vy’ for all 
y’ € U. Since U is open containing y, there is a W open containing x such that 
ay € x'U for all x’ ¢ W. If {z,} is a net in S with x, > 2, there is a d, such that 
d > d, implies x,¢ W. Then for all d > dy, there is a y,¢ U such that ry= 2, y,. 
Now x € Vy, for all d > d,; hence, there is an a,¢ V such that 2 = a,y,. Now 
LaYa= LY = Agyqgy, and by cancellation, x,= a,y « Vy for all d > dy. There- 
fore, every net converging to a point of Vy is eventually in Vy; that is, Vy 
is open. 

Property F is a mixed. property of topology and algebra. Property J is 
algebraic and alone is not sufficient to insure the openness of the relation R. 
However, there is the 

Lemma 1.4. Let S be a commutative semigroup with cancellation and 
Property J. If, for each net {(x4, yq)} in S x S, with 44> a € Sand xgy,>b€8, 
it follows that the net {y,} converges to an element of S, then the relation R 
is open. Hence, the group generated by S is a topological group. 

Proof. Let U be any open set in SxS and A = a2~'(a[U)). If A is not 
open, there is a net {(x4, yz)} in (Sx 8)\A such that (x4, yg) > (2, y) € A. Let 
(a,b) ¢ U such that xb = ya. Since S has Property J, a= 6, or a= cb, or 
b=ta. If a=b then x= y and 2, + y, for all d. For each d, x4 = agyq or 
Yq = 624, thus cofinally 2, = a,y, or bg24 = yg. Suppose yg = 64x, cofinally; 
from 2, —> xand b,2, = y4—> y, it follows that b, > b’ for some b’ ¢ S. But then 
b'x = y = x and (b’)?= b’, and hence, b’ is an identity for S. The net {(a,b,b)} 
converges to (a, b), hence for some d, (a, b,b) € U; but (24, yg) R(a, 4b), and 
this is a contradiction. Then zx, = a,y, and again a, converges to an identity 
for S and the net {(a,a, b)} converges to (a, 6) and for some d, (x4, yg) R (aga, 5), 
again a contradiction. 

If a = cb then x = cy; and it may be assumed that xz, + y, cofinally, for 
this reduces to the previous case. If x, = a,y, cofinally, then z,> z= cy 
and y,— y implies a, > c; thus (a,b, b) > (a, b), and for some d, (a,b, b) « U 
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and (24, yg) R (a,b, 6), a contradiction. If 6,2, = yz, then 2, > x=cy and 
bata y imply b, > 0’ and b’z = y. Now z= cy, so b’c is an identity for S. 
Since (a, b,a) + (a, b’a) = (a, b’cb) = (a, b), there is a d such that (a, b,a) ¢ U 
and (x4, yg) € A, again a contradiction. If ta = 6 then the proof after a = cb 
can be used again and hence it follows that no net in (S x 8)\A can converge 
to a point of A and therefore, A is open. 


2. Main Theorem 
In this section, it will be shown that Property F is a necessary and sufficient 


condition for S, a commutative semigroup with cancellation, to be embeddable’ 


as an open subsemigroup of the group generated by S. To obtain this result, 
the following theorem of SCHIEFERDECKER [6] is used: 

A necessary and sufficient condition that S,a commutative semigroup with 
cancellation, be embeddable in the group generated by S is the existence of a 
uniform structure on S, giving the topology of S, and having a basis U for the 
uniformity such that a ¢ S and U € U imply (a, a) U c U (where multiplication 
is coordinatewise). 

Theorem 2.1. Let S be a commutative semigroup with cancellation. 
A necessary and sufficient condition that S be embeddable as an open subset 
of G, the group generated by S, is that S has Property F. 

Proof. If S is embeddable as an open subset in G, z and y € S and x¢ V 
an open set in S, then, since V is open in G and x = y~'yz, there are open 
sets U and W in S with yx ¢ W andy € U such that U-' Wc V; hence yx¢ Vy’ 
for all y’¢ U and S has Property F. 

Conversely, if S has Property F, G is a topological group by Lemma 1.2. 
Let B be a basis for the neighborhood system of the identity e in G such that 
V¢@ implies V = V-! and there is a V,€G such that V?c V. Let 
U = [x-1(V): V € B]. It will be shown that UI is a basis for a uniform structure 
on S satisfying the conditions that a « S and U ¢ U imply (a, a)U c U and the 
topology of S is given by this uniform structure. 

The collection U is a basis for a uniform structure on S since 

(1) if U €U, U = 2-1(DV), then if V, € B such that V7c V then U,= 2—(V,) 
is an element of U such that U, o U,c U; 

(2) if U € U then U-!= U; and, 

(3) n (U:U € UJ =+*” [a-1(V):V € B] = aw (A[V:V € B)) = ae) 
= A(SxS8). 

Let a¢ 8S and U€U with U=2-(V). To see that (a,a)UCU, let 
(y,z)€ U, then x(ay, az) = x(a, a) x(y, z) = a(y, z) < V hence, (a, a)UCU. 

It will now be shown that the topology on S is that given by this uniform 
structure. If a ¢ S and V is open containing a, then a V is open containing a? 
by Lemma 1.3. Let W be open containing a such that Wc aV and Wc V. 
Now S has Property F, hence, there is an open set OC W such that a?¢ Wb 
for all b « O. Let U € Usuch that UC 2-![x(O xO)]. If (x, a) € U then there is a 
(y, z) «0x0 such that xz = ay. Since z € O, there is a w € W such that a?= wz. 
Now xwz = awy = xa* and xa = wy belongs to W* Va, hence z € V. It has 
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been shown that V open containing a implies there is a U € U such that 
U [a] V, and the topology on S is the uniform topology given by the uniform 
structure generated by U. 

In order to show that S is open in G, it will be shown that 2~*(P(S)) is 
open in S x 8. Note that (a, b) € 2~1(P(8)) if and only if a = cb for some c € S. 
Using this equivalence, it will be shown that if z, y ¢ S then there are open 
sets W and U with y ¢ U and zy € W such that Wx UC a2-'(P(8)). 

Since S is embeddable, the relative topology from G@ will be used and S 
will be considered as a subset of G. Let x, y € S with x € V an open subset of S. 
Now Sz is open containing 2z*, hence, there is an open set V, in S such that 
a¢V,c V and V3c Sz. It can be assumed that V,= 2N 1-1 S, where N ¢ B, 
the neighborhood system previously used. Property F implies there is an 
open set U in S containing y such that y’¢ U implies ry ¢ V,y’. Again it can 
be assumed that U=yM/n 8S with MeD and M*c N. Let W=2yMnS8rS8y, 
then W is open in S and Wc Vy’ for all y’¢€ U. For y’ in U, y'= ym, with 
m¢ M; and if w¢ W, then w= zym and xm € S; hence, em € V,. By Pro- 
perty F, there is an 2’ ¢ V, such that zy = zy’. Now x’ = xn where n € N, 
thus zanym=a2y and n=m ¢M and 2 =2m-'¢V;,. Therefore, 
w= 2mm ym = emmy’ exNy' and emm-'x¢ Vic Sz. It follows that 
amm-t¢ S; hence, WC(xN nr S)y’'C Vy’ for all y’¢ U. Since 2’ ¢ W and 
y' ¢ U imply there is an a’¢ V such that z’= a'y’, Wx Uc a-\(P(8)). 

Corollary 2.1.1. Let S be.a commutative semigroup with cancellation. If S 
is embeddable in G, the group generated by S, then S has an interior in G if 
and only if S contains an ideal J such that the semigroup J has Property F. 

Proof. If I is an ideal in S and is a semigroup with Property F, then by 
Theorem 1.1, the group generated by J and the group generated by S are 
isomorphic and homeomorphic under the same mapping. By the theorem 
above J is open in the group generated by J, and hence open in the group 
generated by S. Thus S interior is non void. 

Conversely, let S have an interior in G. Since S times its interior is open 
and contained in S, it is contained in the interior of S; that is, the interior 
of S is an ideal in S. From the theorem, any open subsemigroup of a group has 
Property F. Therefore, S has an ideal (the interior of S) with Property F. 

It follows from Lemma 1.1 that a semigroup with an identity and Pro- 
perty F satisfies (1) there is a neighborhood U of the identity such that U = U-} 
and inversion is continuous in U; and from Lemma 1.3 that (2) translations 
are open mappings. The conditions (1) and (2) were used by GeLBaum, Ka- 
LiscH and OLMSTED [1] to embed metric semigroups. It follows that the 
metric conditions are not needed and that conditions (1) and (2) are equivalent 
to Property F in commutative semigroups with cancellation and an identity. 


3. Subsemigroups of Compact Semigroups 
In this section, S will be a commutative subsemigroup with cancellation 
in a compact semigroup 7' such that, if 2¢ S,t¢ 7 and até S, then t¢ 8. 
It will be shown for such semigroups that the mapping P is a homeomorphism 
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onto P(S) with the relative topology of G, the group generated by S. It follows 
that S will be embeddable in G whenever G is a topological group. 

Lemma 3.1. If {(z,, yq)} is a net in Sx S with z,> 2 ¢€ Sand x,y,>a€8 
then the net {y,} converges to a point of S. 

Proof. Since the net {y,} is a net in the compact space 7’, it clusters to 
some point y € 7’. The net {x,y,} then clusters to xy and converges to a € S, 
hence, xy € S and therefore y €¢ S. The net {y,} has a unique cluster point 
since S is a cancellation semigroup, thus {y,} converges to a point of S. 

Theorem 3.1. The mapping P : S + G is a homeomorphism of S onto P(S) 
with the relative tupology from G@. 

Proof. The mapping P is continuous since z is continuous and the mapping 
x» (xb, b) is continuous. To show P is open onto P(S), with the relative 
topology of G, let V be open in S. It will be shown that 2~![P(V)] is open in 
a-\(P(S)). Let {(x4, yq)} be a net in a-(P(S)) with (x4, yg) > (2x, y) €a-(P(V)). 
Now there is an a € V such that x = ay, and for each index d there is an a,¢ S 
such that z,= a,y,. From x2,= a,y,> x= ay and y,—> y, it follows that 
aq —> a. There is a d’ such that d > d’ implies a,¢ V. Hence, (24, y,)€2—(P(V)) 
for d > d’ and 2~!(P(V)) is open in 2-'(P(S)); therefore, P(V) is open in P(S). 

Corollary 3.1.1. If S has Property F or Property J, then S is embeddable 
in G, the group generated by S. 

Theorem 3.2. If S has Property J, then S contains an ideal with Property F. 

Proof. The theorem will follow from Corollary 2.1.1 if S has an interior 
with respect to G. First, assume S does not possess an identity element. It will 
be shown that S is open in G@. 

For any net {(x,, yg)}C SxS, with (x4, yg) > (x,y) € a1 [P(S)] it will be 
shown that there is a d, such that d > d, implies (x4, y,) € 2~1[P(S)]. Note, it 
is sufficient to show that 2,= a,y, for d > dy. Since (2, y) € a~'[P(S)], r=by 
for some 6 ¢ S. From Property J, it follows that z,= y, cofinally or x,b,= y, 
cofinally or xz= a,y; cofinally. If z,= y, cofinally, then z = y and } is easily 
seen to be an identity for S, a contradiction. If x,b,= y, cofinally, then b, 
converges to some c € S and xc= y. Since x = by, bc is an identity for S, 
a contradiction. Thus, there is a d, such that d > d, implies z,= a, y, (that is, 
for d > dy, (x4, ya) € a~*[P(S))). 

If S has an identity e, let H(e) be the maximal group in S containing e and 
let A = S\H(e). It is easily seen that A is an ideal of S. It will be shown that 
P(A) is open in G. It is sufficient to repeat the preceding argument, noting 
that b ¢ A, and showing that the net {a,} is eventually in A. If the net {a,} is 
cofinally in H(e), then 6 € H(e) since H(e) is the intersection of a closed set 
in T (the maximal group in 7 containing e is closed [7]) with 8. 

It has been shown that S has an interior with respect to G, hence, S contains 
an ideal with Property F. 


4. Openness of Homomorphisms 


GELBauUM, KatiscH and OLMSTED [1, Theorem 17] have shown that if S 
and 7 are complete separable metric commutative semigroups with can- 





(2) 
ev 
ca 


til 
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cellation and identities satisfying (1) translations are open, mappings; and 
(2) if {a,,} and {b,} are sequences with a, + e and b,,a, > e then b,, + e; then 
every continuous isomorphism of S onto T is an open mapping. This theorem 
cannot be extended to homomorphisms as demonstrated by the 

Example. Let S be the additive semigroup of real numbers greater than 
or equal to O. Let T' be the reals modulo | and f : S + 7 the mapping, restricted 
to S, of the reals to the reals modulo 1. It is easily seen that / is not an open 
mapping. 

In order to prove an open mapping theorem for homomorphisms, let S 
and 7’ be commutative semigroups with cancellation. Let 7 be embeddable 
in the group H generated by 7 and let S have Property F. The results of 
Pettis [5: Theorems 6 and 7] will be used in the proof of 


locally compact 
Theorem 4.1. Let S bea separable space and 7’, 


locally complete metric 


topological 


a second category subset in H, “| group. If /: S+T is a con- 


metric 
tinuous homomorphism onto 7’, then / is an open mapping. 

Proof. Let 2, be the natural mapping of S x S onto G, the group generated 
by S, and let a,: 7’ T + H be defined by 2, (t,, t,) = t,tz'. Define f xf: Sx 
xS—+ TT by { x/(a, b) = (f(a), f(b)) and consider the diagram 


6. 


in which /*(g) = 2,(f xf) [ay"(g)]. Then /* is a continuous homomorphism on 
flocally compact ; : , 
1e . , separable group G into H and the image of /* contains 7’, 
complete metric 
a second category subset of H. By Pettis’s results mentioned above /* is an 
open homomorphism. The restriction of /* to S has the same set of values 


as f and since S is open in G@, { maps open sets of S into open sets of 7’. 


References 


fl] Geveaue, B.. G.K. Katiscn and J.M.H.Otmsrep: On the embedding of 
topological semigroups and integral domains. Proc. Amer. Math. Soc. 2, 807—821 (1951). — 
|2] Jaconson, N.: Lectures in abstract algebra. Vol. 1. New York: D. van Nostrand Comp. 
Inc. 1951. — [3] Keviey, J. L.: General topology. New York: D. van Nostrand Comp. Inc. 
1955. — [4] Peck, J. E. L.: On the embedding of a topological semigroup in a topological 
group and its generalizations and an ergodic theorem. Dissertation. Yale Univ. 1950. 
[5] Perris, B. J.: On continuity and openness of homomorphisms in topological groups. 


Ann. of Math. 52, 293—308 (1950). — [6] Scimerervecker, E.: Einbettungssiitze fiir 
topologische Halbgruppen. Math. Ann. 131. 372-- 384 (1956). — [7] Wattace, A. D.: 


A note on mobs II. Dos Anais Da Academia Brasileira de Ciécias 25, 335—336 (1953). 


( Received A ugusl 9, 1959) 


Math. Ann. 139 

















Grunsxy, H. 
Math. Annalen 139, S. 204—216 (1960) 


Eine Grundaufgabe der Uniformisierungstheorie 
als Extremalproblem 


Von 
Hetmvut Grunsky in Wirzburg 


Eine der grundlegenden Aufgaben der Uniformisierungstheorie l4Bt sich 
so formulieren: Die Rander der beiden Bereiche |z| < 1 und |g! = 1 seien 
umkehrbar eindeutig holomorph aufeinander bezogen, derart, daB einem 
positiven Umlauf des einen Kreises ein ebensolcher des anderen entspricht; 
indem man einander zugeordnete Randpunkte identifiziert, erhalt man eine 
ideale Riemannsche Mannigfaltigkeit R. Gesucht ist eine Realisierung der- 
selben, d.h. ein Paar von schlichten konformen Abbildungen der beiden 
Kreise, die fiir jedes Paar von zugeordneten Punkten der Rander den gleichen 
Bildpunkt ergeben. Diese Aufgabe werden wir im folgenden in zweierlei Weise 
als Extremalproblem formulieren und lésen’). 

§ = P(z) sei die gegebene Randerzuordnung. Nach Voraussetzung ist ®(z) 
auf |z| = 1 holomorph mit 


1 ®& 
Q) ®@|=1, du@=szGoae>oy, f auey=i. 


\z|=1 

Wenn w = F,(z), w = §(§) ein Paar von Abbildungen der gesuchten Art ist, 
so gilt: 

(2) Fo(P(z)) = F(z) far |jz|=1. 

Jede Lésung des Problems ergibt als Bild von ® die volle Zahlenebene; zwei 
verschiedene Lésungen kénnen sich also nur durch eine lineare Transformation 
der Bildebene unterscheiden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei im 
folgenden vorausgesetzt : 








Fo(~) =~. 
1. 1.1. Um die erste Extremaleigenschaft der Lésung des Problems heraus- 


zuarbeiten, geben wir zunachst eine andere Kennzeichnung der Funktion 
w = F,(z). Nach (2) ist langs |z| = 1 


log ®(z) = log, (w)*) mit w= F,(z). 


1) Der 1. Teil enthalt die ausfiihrliche und modifizierte Darstellung eines Beweises, 
den ich am 6. September 1958 auf einer von der Polnischen Akademie der Wissenschaften 
veranstalteten Konferenz iiber Funktionentheorie in Lublin unter dem Titel: ,,Ein 
potentialtheoretisches Extremalproblem mit Aawendung in der Funktionentheorie“ 
vorgetragen habe. 


*) DaB hier das Gleichheitszeichen ausgeschlossen ist, soll besagen: — 
3) 3= &(w) bezeichnet die Umkehrfunktion von w = §,(3). 


du(z) 
-— 
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Fiihren wir die Bogenlange s lings des Bildes W{° von |z| = 1 als Parameter 
ein, so folgt mit (1): 
1 @(@) dz 1 a < 
<Bai Oe) de Qu de OM logF.(w) 

aie Oe 1 a 

= tn On el%(M)l=s7- a, 9), 
wo g(w) die Greensche Funktion des AuBengebietes von W{° mit Singularitat <0, 
~ die Ableitung nach der éuBeren Normalen bedeutet. Also gilt auf |z| = 1: 


(3) 0 <dy(e) = 3- 


a 








. 4 g(w)ds (w = F,(z)). 


Die rechte Seite stellt die sogenannte Gleichgewichtsbelegung der Kurve W{” 
dar, namlich diejenige Belegung der Gesamtstarke 1, deren logarithmisches 
Potential auf W{” konstant ist, die linke Seite bedeutet eine durch ®(z) 
gegebene positive Belegung auf |z| = 1, und die Gleichung besagt, daB die eine 
Belegung aus der anderen durch Verpflanzung bei der Abbildung w = F,(z) 
hervorgeht. 

Fir diese Funktion gilt also: 

a) F,(z) ist in |z| < 1 holomorph und schlicht. (Die Klasse dieser Funk- 
tionen heiBe R’.) 

b) w = F,(z) fihrt die Belegung du(z) auf |z| = 1 in eine Gleichgewichts- 
belegung tiber. 

1. 1.2. Hat umgekehrt eine Funktion F,(z) diese Eigenschaften, so stellt 
sie die eine Halfte der Lésung unseres Problems dar, wie wir zeigen, indem 
wir das zugehérige (3) bilden. Ist 4= G(w) eine Abbildung von C(F,(\z| < 1))*) 
auf |4| > 1 mit Fixpunkt oo, so wird durch 4 = G(F,(z)) eine umkehrbar ein- 
deutige Abbildung von |z| = 1 auf |j| = 1 hergestellt, die sich bei passender 
Wahl der in G(w) verfiigbaren multiplikativen Konstanten vom Betrage 1 als 
identisch mit ®(z) erweisen wird. Damit ist dann [vgl. (2)]: G(s) = Fy (4). 
Der Beweis von G(F,(z)) = ®(z) ergibt sich so: Es ist 

~ m » 
2ni 08 


nach b) gilt (3); also ist auf |z| = 1 


. A ol 
log G(w) = 3> o, areG(w) = s> a, 9 (wv); 


C) C) 
35 log G(Fo(z)) = Gy log Plz), 
also 


G(Fo(z)) = aP(z) 


mit einer gewissen Konstanten a, die vom Betrage | ist, da die linke Seite 
ebenso wie ®(z) auf |z| = 1 den Betrag 1 hat. Bei passender Verfiiyrung tiber 
die freie-Konstante in G(w) ist a = 1. 

1. 1.3. Die Gleichgewichtsbelegung auf einer einfach geschlossenen rektifi- 
zierbaren Kurve W ist unter allen Belegungen der Gesamtstarke 1 auch da- 


4) Mit F(%) wird das Bild der Menge % bei der Abbildung w = F(z) bezeichnet, mit 
CN die Komplementarmenge der Menge 2%. 


14* 
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durch ausgezeichnet, daB sie minimale Energie besitzt. Dabei ist unter der 
Energie einer Belegung d 8(s) auf W mit der Bogenlinge s und der Gesamt- 
lange / zu verstehen: 


e=— ff _ log\p(s)— p(o)\ dB(s)dB(o), 
Oso,ssl 
wo w = (s) die Kurve W darstellt. Fiihren wir die Kapazitat k von W durch 
die Definitionsgleichung ¢,,,;,= — logk ein, so gilt also: Die Energie ¢ einer 
Belegung der Gesamtstarke 1 auf einer rektifizierbaren Kurve W der Kapazitat 
k ist 
e => — logk, 


und das Gleichheitszeichen gilt fiir die Gleichgewichtsbelegung und nur fiir sie. 

Wir betrachten nun eine beliebige Funktion aus &’, die wir durch die 
Forderung normieren, daB die Bildmenge von |z| = | eine Kapazitét < 1 
besitze (die entsprechende Klasse heiBe R}). Dann erhalten wir als Bild der 
Belegung eine Belegung mit der Energie e => 0 und ¢ = 0 genau dann, wenn die 
Funktion ein Bild der Kapazitat 1 ergibt und wenn sie auBerdem die Eigen- 
schaft b) (S. 205) hat und somit eine Lésung unseres Problems ist. Das ist die 
angekiindigte Extremaleigenschaft der Funktion F(z). — Ist M eine beliebige zu- 
sammenhangende kompakte Punktmenge in der w-Ebene, so ist ihre Kapazitat 
auch gleich ihrem duBeren Bildradius P(I), d.h. gleich dem Radius des 
Kreises, den man erhalt, wenn man die o enthaltende Komponente von CM 
durch eine Funktion 3 = G(w), in «© normiert®) durch 


(4) G(~)=a, G’(0)=1, 


auf das AuBengebiet eines Kreises abbildet. Ist M@ beschrankt, aber nicht ab- 
yeschlossen, so setzen wir P(MN) = P(M), wo M die abgeschlossene Hiille von M 
bezeichnet. 

1. 2. Wir werden umgekehrt die Existenz einer in der angegebenen Weise 
normierten Funktion F,(z) beweisen, die die Energie der Bildbelegung zu 
einem Minimum macht im Vergleich mit allen anderen Funktionen aus Rj 
(dieses Minimum kénnte zunachst auch > 0 sein). Weiter zeigen wir, daB diese 
Kigenschaft auch b) (S. 205) nach sich zieht, womit dann F, (z) (nach Ergainzung 
durch (3) gemaB 1.1.2.) als Lésung unseres urspriinglichen Problems er- 
kannt ist. 

1.2.1. Eine Schwierigkeit liegt in der Tatsache, daB die Klasse 8} nicht 
kompakt ist. lhre kompakte Hiille 8, enthalt Funktionen, die auf |z 1 nicht 
mehr holomorph sind. sowie auch alle Koristanten. Fiir ein beliebiges F(z) der 
erstgenannten Art ist nicht ohne weiteres die Bildbelegung von dyu(z) und 
deren Energie definiert. Wir beseitigen zunachst diese Schwierigkeit. 


5) Unter einer in co normierten Funktion soll im folgenden immer eine Funktion mit 
der Normierung (4) verstanden werden. 
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Ist F(z) € R’, so ist die Energie der Bildbelegung 


© (t) & (2) 
Bt) Oe 1642+ 





er) = fn EO 








v(t) ® 
tam [8 giz—2i so ae dtdz=a(F)+b. 


a4 


Wir fahren nun auf R, der kompakten Hiille von &’, das ist auf der Menge der 
in |z| < 1 holomorphen und schlichten Funktionen, die Konstanten inbegriffen, 
das folgende Funktional 2(F) ein. Nach Voraussetzung ist ®(z) holomorph 
mit ®’(z) + 0 in einem gewissen Ring ry < |z| < 1; Z bezeichne einen einfach 
geschlossenen Weg in |z| < 1, der |z| < ry im Innern enthalt. Wir setzen fiir 
nicht konstantes F(z) € 8: 


F(z)- F(o) ®’(¢) @'(z) 
(5) MP) = ae J fe ee oe par dtde. 


Fiir |z| < 1, |¢| < 1 ist das Argument des Logarithmus holomorph und von 0 
verschieden, und daher ist der Integrand holomorph und eindeutig in r, < {f}, 
\z| <1, falls man sich fiir einen bestimmten Zweig des Logarithmus ent- 
schieden hat. Der Wert des Integrales ist also von Z unabhangig. Falls F(z) ¢ &’, 
so kann Z als |z| = 1 gewahlt werden und dann ist 


(6) a(F) = ReA(F). 

Durch (5) und (6) ist nun, wenn Z in |z| < 1 gewahlt wird, a(F) fiir alle nicht 
konstanten F(z) ¢ 8 erklart. Fir ein F = const ist 21 = a = o zu definieren, 
denn wenn F(z) eine gegen eine Konstante konvergente Folge von schlichten 
Funktionen durchlauft, so strebt a(F) gegen o. 


Da e(F) — a(F) = b von F unabhiangig ist, so kann dem Extremalproblem 
das Funktional a(F) zugrunde gelegt werden. 


1. 2.2. Die Klasse 8; wurde aus &’ durch die Normierung 
(7) P(F(\z|< 1) <1 
ausgesondert. Wir zeigen, daB R, in R durch die Normierung 
(8) P(F(\z|<1))s 


ausgezeichnet ist. Dazu muB bewiesen werden: a) Die durch (8) gekennzeichnete 
Teilklasse von R ist kompakt. b) Sie ist Hiille von &j, d. h. F(z) € R mit (8) ist 
darstellbar als F(z) = lim F,(z) mit F,(z) ¢ Rj. Das trifft zu mit F,(z) = F(e,z), 


le,| < 1, c, > 1. — Beweis von a): Sei jetzt F,(z) € R mit der Normierung (8), 
F(z) = limF,(z); zu zeigen ist, daB auch fiir F(z) (8) gilt®). Wenn r 71, so 
konvergiert die Folge der Gebiete ©,= C(F(2| = r)) gegen das Gebiet 


*) Bewiesen wird, daB das auf R erklarte Funktional P(/'(\z| < 1)) halbstetig nach 
oben ist. 
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© = C(F(jz[<T)) als Kern. Nach einem bekannten Konvergenzsatz’) kon- 
vergiert dann die Folge der bei «© normierten Funktionen, die G, auf das 
AuBere eines Kreises abbilden, gegen die entsprechende Funktion fir ©. Daraus 
folgt, daB die Folge der Bildradien der G, gegen den Bildradius von © kon- 
vergiert. Das bedeutet: Ist e > 0 beliebig gegeben, so kénnen wir r < 1 wahlen, 
derart, daB gilt: 

P(F(\z| < 1)) < P(F(\z| < r)) +e. 


Ferner existiert zu beliebigen e’ > 0 ein Index v9, derart, daB fiir » > v9 die 
Punktmenge F(|z| < r) bei festem r ganz in einer Umgebung von F,(|z| < r) 
liegt. Wird bei gegebenen ¢ das e’ passend gewahlt, so folgt fiir diese »: 


P(F(\z| Sr) < P(P,(\2| Sr) +e, 
also 
P(F(\z| < 1)) < P(F,(\z| S r)) + 2e 5 14 2e. 


Da e beliebig klein gewahlt werden kann, so ergibt sich (8). 
1. 2.3. Wir stellen jetzt folgende Extremalaufgabe: In der Klasse , der 
in |z| < 1 holomorphen und schlichten Funktionen F (z) mit der Normierung (8) 
soll eine Funktion F,(z) mit a(F,) = infa(F) nachgewiesen werden. Ein 
ER 


FER, 

solches F, findet man in der iiblichen Weise auf Grund der Kompaktheit der 
Klasse und der Stetigkeit des Funktionals a(F). Diese folgt sofort aus der 
Darstellung (5), (6). 

1. 3.1. Wir werten nun die Extremaleigenschaft von F,(z) aus, indem wir 
ein beliebiges F (z)¢ 8, folgendermaBen variieren : Es sei F (\z| << 1) = ,,w,¢C'D,. 

Wir setzen: 

A 

(9) V(w) = w — w+ ww,’ 
wo A einen komplexen Parameter bedeutet. V (w) ist schlicht in |w—w| > )/|A|, 
also bei hinreichend kleinen |A| auf %,. Daher ist V(F(z)) € R. Wir setzen 


P(V(2B,)) = P(A), (VF (z))) = (a), 
also insbesondere 
P(W,) = P(O), A(F(z)) = AO). 


Damit V (F(z)) bis auf eine Abweichung der GréBenordnung J? in &, verbleibe, 
unterwerfen wir V der Forderung, daB sich P(A) bei 4 = 0 stationar verhalte. 
Fir F,(z) ist dann fiir alle zugelassenen V auch a(A) stationar bei 4 = 0. 
Daraus werden Folgerungen fiir F, gezogen. 

1.3.1.1. Wir geben zunachst der Forderung stationiren Verhaltens von 
P(A) einen geeigneten analytischen Ausdruck. CQ, besteht im allgemeinen aus 
mehreren Komponenten, deren eine, $%,, oo enthalt. Wir wahlen w,¢ R,. 
Ferner sei 


W,= Rd®,, RdAB,= W,cW,. 


*) Vergleiche z. B.: L. Bresersacu, Lehrbuch der Funktionentheorie, Band II, 
2. Auflage 1931, Seite 12 ff. 
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t= G(w) sei eine Funktion, die $8, auf |t| >1 mit Fixpunkt o abbildet. 
P(23,) = 1 bedeutet: |G’ (co)| = 1. Ferner sei mit R > 1 gesetzt: 


Wr= {w: |G(w)| = BR}, Be= {w: |G(w)| > R}. 


R liege so nahe bei 1, daB w,¢ Bx, und fiir |A| seien nur so kleine Werte zu- 
gelassen, daB auch {w: |w — w,| < Val} &,. Wir verlangen zunachst, daB 
P(W,) bei der Variation (9) stationar ist. Damit ist gleichbedeutend, wie wir 
zeigen, daB sich die Energie der Gleichgewichtsbelegung dyp(w) von Wp 
stationar verhalt. Wir bilden £8, durch eine meromorphe Funktion K(w) mit 
Fixpunkt co auf das AuBere von V(W,) ab; auf B, gilt bei passender Nor- 
mierung: K(w) — w = O(A). Bei dieser Abbildung geht d y,(w) wieder in die 
Gleichgewichtsbelegung auf V(W,) iiber und die Energie andert sich um den 
gleichen Betrag wie der Logarithmus der Kapazitiat, ist also mit dieser zugleich 
stationar. Ferner machen wir eine Abbildung 7'(w) von V(W,) in sich, derart, 
daB T(K (w)) = V (w) fiir w ¢ W »; wiederum ist 7 (w) — w = O(A). Die Energie 
der durch K(w) nach V(W,x) tibernommenen Gleichgewichtsbelegung bleibt 
unter 7'(w) stationar, d. h. ihre Anderung ist héchstens von der GréBenordnung 
2? das folgt aus der Minimaleigenschaft, die dieser Belegung im Vergleich zu 
allen anderen Belegungen von V(W,) derselben Gesamtstirke zukommt. 
Damit ist die vorhin aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Die Energie der durch V (w) verpflanzten Belegung d yz(w) ist: 


ey,(A)=— f f log|V(w) — V(@)| dyp(w) dyp(o) . 


WeWe 
Nun ist: 
A 
Vw) — Vw) = (w— 0) (1— ema era) 
A 
—log|V (w) — V(m)| = — log|w — w| + eS) ee) + O(A?) 
fir w,we We, 
Ferner: 
1 @(w) 
d yp(w) = Tai Ow) 2” . 
Daher ist: 
(10) yp (A) = ey, (0) + Re(AB,, (G@)) + O(A*) 
mit 





1 G’(w) @(w) dwdw 
By,(@) = — re) J J G(w) G(w) (w—we) (w—wp) 
rn We 
atahadh G(w) dw p= (Zo ’ 
=(3n G(w) os) ~ \ G(w_) } * 
. R 


Die Forderung, daB sich P(W ») unter (9) stationar verhalte, besagt also: 





(11) Re (ABy, (@)) = Re (2 (3a) ‘)=0. 
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Diese Bedingung ist unabhangig von R; ist sie erfiillt, so ist auch P(W,) = P(W,) 
= P(B,) stationar. 

1.3.1.2. Wir untersuchen weiter die Variation von 2(F') unter (9), wobei 
wir ebenfalls w,¢ $8, voraussetzen. Wir verpflanzen die Integraldarstellung 
von %(V(F(z))) [vgl. (5)] in die w-Ebene, indem wir 

Y (w) = O(F (w)) 
setzen; als Integrationsweg Z in der z-Ebene wahlen wir 
Z,= {z: |O(z)| =r}, 
wo r < 1 hinreichend nahe bei 1 liegen soll; sein Bild in der w-Ebene ist: 
W,= F(Z,) = {w: |¥(w)| =r}. 

Wir erhalten: 
A(V (F(z))) = A(d) 


mir V(F(2)—V (FO) F(@)—F)\ (2) # 
“a J / he FanFO te — ae) Sar we eee 


rT) Y'(w) Y’(w) 
= A(F (2) + Ga = J [ve Oo Vw) Fay 24 














= %(0) + AB, (PY) + 0(22) ' 
mit 
By,(V) = L*(wo) , 
wobei 
1 Y’(w) dw ‘ 
(12) L(w) = 357 J Fie) ae 


eine im AuBeren von W, einschlieBlich 00 holomorphe Funktion ist. 
Soll nun a(A) fiir jedes w,¢ &%, bei A = 0 stationar sein, so muB das Ver- 


haltnis B,,(¥): B,,(G) — L*(w): (soy fir w ¢ $8, reell sein. Da sich die 


beiden holomorphen Funktionen Z und - bei co wie =. verhalten, so folgt 
daraus: 
(13) L (w) = 


Insbesondere ist ae und damit auch @(w) iiber W, hinaus holomorph 
fortsetzbar, und diese Kurve ist als Niveaulinie von G(w) eine analytische 
Kurve. 

Ist W, = W,, so lassen sich damit fir die Extremalfunktion F,(z) die 
Eigenschaften a) und b) aus 1. 1.1. nachweisen. Denn dann ist F,(z) € R;,-da 
F,(\z| = 1) = W, eine analytische Kurve ist, und es kann W, = W, gewahlt 
werden. Man zeigt nun leicht die Ubereinstimmung der beiden Belegungen 
dieser Kurve: 


@& (w) 
“G(w) 


1 @ 1 Ww 
dy, (w) = Tai on dw und dyr(w) = ) 


dw 








2Qni ¥(w) 
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L(w) ist namlich, wie man aus (12) entnimmt, der Gradient des durch dy(w) 
erzeugten Potentials, @’(w)/@(w) der des Potentials von d y,(w), und aus (13) 
folgt die Ubereinstimmung dieser beiden Potentiale bis auf eine additive 
Konstante, die 0 sein muB, da die Differenz in co verschwindet. Aus der Gleich- 
heit der Potentiale folgt aber die der beiden erzeugenden Belegungen von W,. 
Da nun dy(w) die durch w = F,(z) verpflanzte Belegung d i (z) ist, so ist nach- 
gewiesen, daB F,(z) die nach 1. 1. fiir die gesuchte Funktion kennzeichnenden 
Eigenschaften hat. 

1. 3.2. Ist dagegen W, + W,, so folgt zunachst nur, daB die Belegung dv(w) 
auf W, in $8, das Gleichgewichtspotential erzeugt, daB insbesondere W, eine 
Niveaulinie des Potentials dieser Belegung ist. Es sei nun w,¢ W,, w,¢ W,— W,. 
Wir setzen mit 


1 l 
ty = (ty + my), A= 7g (0m, 1)" 


(14) V (w) = + (w — Wy+ V/(w — W,) (w — W,) ) 
= + (w — Wet Vw — W,)*? — 41) ' 


Die Funktion V(w) ist (nach Wahl eines Wurzelzweiges) im AuBengebiet des 
w, und w, verbindenden Teilkontinuums von W, eindeutig und schlicht; sie 
bildet also insbesondere 2, schlicht ab und kann daher zur Variation von 
F(z) € R, dienen. V (w) gibt aber auch eine schlichte bei oo normierte Abbildung 
von %, und daher ist P(CV (&,)) = P(C#,) = 1, also wegen V (2,) c CV (&,): 
P(V(%,)) < 1. V(w) erfiillt also von selbst die Nebenbedingung, da’ 
V (F(z)) € &. 

Wir stellen 2(V (F(z)) gemaB (5) fiir das neue V dar. Fir w¢ W,, w ¢ W, 
bei festem r < 1 ist (V(w) — V(@))/(w — w) eine holomorphe Funktion von A, 

: , av 1 

die mit 2 + 0 gegen 1 strebt, und wegen srl, a Gee folgt: 


V (w) — V(w) = (w—@) (1+ + O(a) fiir w, w € W,, 


En ee 
(w— Wp) (w—wWo) 
und diese Aussage gilt gleichmaBig in bezug auf w*). Damit findet man 
(vgl. (12)]: 

A(A) = W(O) — A(L(w,))? + O(A?) 


Ww, 


(15) ipl 
= 210) — (*F"* L(wa))” + O|uy— wyI4). 


Wir lassen nun w, auf W,— W, gegen einen festen Punkt w,¢ W, riicken und 
wahlen jedesmal dazu ein w,, so daB die Richtung von w,— w, gegen die 
Normalenrichtung in w, auf W, strebt. Da diese Kurve eine Niveaulinie des 
durch dy(w) erzeugten Potentials ist, so strebt dessen Gradientenvektor in 
Wy, L(w,), ebenfalls gegen die Normalenrichtung in w,. Daher strebt 
(w,— w,) L(w9) gegen einen reellen Wert; auBerdem gilt: 
ae L (wy) > L(w,) = ao +0. 
*) Diese Feststellung ist notwendig, da ja w, und A beide von w, und w, abhangen. 
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Also ist das 2. Glied der rechten Seite von (15) 1:---ativ, es ist a(V (F(z))) — 
—a F((z)) < 0. Es ist also méglich, a(F(z)) inner’ »"b &, zu verkleinern, F (z) 
kann nicht die Extremalfunktion F,(z) sein; fiir ...se kann also der hier be- 
trachtete Fall nicht vorliegen und der SchluB8 von 1. 3.1.2. ist allgemein richtig. 

Als Ergebnis haben wir also den 

Satz 1: Unter allen in |\z| < 1 holomorphen schlichten Funktionen, die ein 
Bild mit Kapazitét < 1 ergeben, existiert, von einem konstanten Faktor des 
Betrages 1 abgesehen, genau eine, fiir die das Bild einer auf |z| = 1 gegebenen 
positiven holomorphen Belegung dy(z) mit { dyu(z)=1 kleinste Energie an- 

2{=1 

nimmt. a 

Wenn man das Komplementirgebiet des Bildes durch eine bei < normierte 
Funktion 4 = G(w) auf |j| > 1 abbildet, so ist auf \z| = 1 bei passender Nor- 
mierung von [ du 





G(F,(z)) = exp{2z2i f du(z)}. 


2.1. Die Lésung F,(z) unseres urspriinglichen Problems mit der Nor- 
mierung (8) lat sich noch durch eine andere Extremaleigenschaft kennzeichnen, 
und darauf kann ein weiterer Existenzbeweis gegriindet werden. 


Setzen wir wieder 


Z,= {z: |P(z)| _ r} ? W,= F(Z,) ’ W,O= F,(Z,) ’ 


wo r <1 hinreichend nahe bei 1 liegt, so wird wegen 4 = ®(z) = Fo(F, (2)) 
[vgl. (2)] W,.© durch 4 = $ (w) auf |3| = r abgebildet. Wegen der Normierung 
von $,(w) bei co ist also P(W,) =r. Dagegen zeigt (vgl. 2.2.) der nach- 
stehende Satz, daB fiir jede andere Funktion F(z) € &, gilt: 


P(W,) <r. 


Satz 2:°) Der Ring in der Ebene der komplexen Veriinderlichen 3: r.< \3|<1 
werde einer schlichten konformen Abbildung w = Q(4) unterworfen, derart, daB 
die dem Kreis |3| = 1 entsprechende Randkomponente W des Bildgebietes dieses 
von oo trennt und die Kapazitét 1 besitzt. Dann gilt fiir die Kapazitét P, der 
anderen Randkomponente W,: 


(16) Py < 19; 


das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn sich die Funktion Q(4) in das ganze 
Aufengebiet von |4| = 1 hinein meromorph fortsetzen lapt und dann eine schlichte 
Abbildung von |\3| > r, mit Fixpunkt o vermittelt. 

Beweis: Wir wahlen zwei Zahlen r, und r,, r,< r,< r,< 1, und setzen fir 
«= 1,2: W,= Q(\3| =1,), P= P(W,). Ferner sei $8, das AuBengebiet von W,, 


*) Der Satz ist bekannt; vgl. z. B. H. Wrrricn, Neuere Untersuchungen iiber ein- 
deutige analytische Funktionen (Ergebnisse d. Math., N. F. Heft 8, 1955) Seite 93. Der 
hier gegebene Beweis diirfte neu sein. 
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B.= &,— R,. Zuniachst beweisen wir die (16) entsprechende Behauptung 
fiir die Kreise |3| = r,: 


(17) 


el 
f° 


P, 
4* 
t = G,(w), normiert bei co, bilde &, auf |t| > P, ab, 

P, x , 
(18) t = Hyg(w) = e-* Q(w) mit |e| = 1 
bildet I, , auf den Kreisring “* r,< t< P, ab. Wir wahlen e derart, daB fiir 
2 
ein fest gewahltes w,¢ W, gilt: 


(19) G, (Wo) = Hy_(wp) 
Wir setzen weiterhin: 
G,(w) we &, ot G (w) 
— H,,(w) w€W,,’ —— G,(w) * 


Der Zweig des Logarithmus sei durch 2(co) = 0 und die Forderung der Stetig- 
keit auf einem von %, nach %,, durch w, fiihrenden Weg festgelegt. 
Wir gehen nun von der Ungleichung aus: 


(20) -</f \2’ (w)|* (dw) = 0. 
3: 


Wir verwandeln das Gebietsintegral in Randintegrale™ itiber W, und W,, 
die wir so orientieren, daB jeweils ihr Innengebiet zur Linken liegt. Mit 2, 
bzw. 2_ bezeichnen wir den Grenzwert von 2 bei Annaherung an W, aus 2, 
bzw. aus %,,. Dann folgt: 


I= : [ 2) Bw} ain + — [ 2. (wo) Frwy av _ 
WwW, Ww, 


2at 


(21) 





2ni 


ae [ew EimHaa. 
Auf W, ist 2(w) = log(H,,(w) G['(w)) von konstantem Realteil, also 2’ (w) dw 
rein imaginér, daher 2’(w) di = —2(w) dw. Daraus folgt wegen der Ein- 
deutigkeit von 2(w) das Verschwinden des ersten Gliedes der rechten Seite 
von (21). 

1°) Ist p(w) eine komplexwertige Funktion der komplexen Veranderlichen w = u + iv 


in dem Gebiet © mit stiickweise glattem Rand G, so l4Bt sich der GauB-Stokessche Satz 
so formulieren: 


ap 1 = 99 _1(%? _.,. 9), 
[[%e--4 paw, wos => (5o—i-- Zt) iat 
G 








und @ so durchlaufen wird, daB © zur Linken liegt. In unserem Falle ist 
a 
|2’(w)|* = &’(w) PT) = 3 (L(w) L’(w)) , 
al’ (w) 


da 2’(w) stiickweise analytisch und daher ae 0 ist. 
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Ferner sind die Integrale tiber W, gleich 











a tat 2, (w) (24 (w) — 24 (w)) dw + 


1 - 
+ gaz | 2 (0) _ 2_(w)) (ww) dw. 
Ww, 
Nun ist auf W,: 
2,= log 3 , L_= log ae 
G, 

2,— L_=log te (2, —-2.) 
(@ — B) dw = — (L,—L) dw, 





und es folgt: 
l= — sy [ee e)du— aay | & ZH uw 


— faa: _— [Ree 


=2%e 5 at | & 2 dw 
; 1 @, ; 
= 2Re 5. [rs 2 Ged log Hy,— 2 Rey; | 8 a; 408 6, 
Ww, W, 
= 2Re = 7 | ’en: ~ d log H,,+ 2Re = at | M6 * dlogH,, — 


— 2Re g—- [ log $* d log G, . 
= - 1 
Ww 


Das erste Glied der letzten Summe verschwindet, da auf W, a | = 1; das 
letzte Integral 1a4Bt sich nach dem Residuensatz auswerten und ergibt 0, da 


log I = 0 fiir w = . Im zweiten Glied kann der Integrationsweg nach W, 
1 
verlagert werden, wobei man erhilt: 


is 2 | toe ae Peete 2 log (p+ 1) 


Mit (20) folgt nun (17). 

Nach dem Bewiesenen verhilt sich La (P = P(Q(\3| = r))) bei wachsendem r 
monoton wachsend (méglicherweise im weiteren Sinn). Daher existieren die 
Grenzwerte — Ps bei r,—> 1 und fi bei r, > 75, und nach 1. 2.2. ist 


rant - ve 
Te: 


r To 


> 


da W&, gegen das AuBengebiet von W als Kern konvergiert, &%, gegen 
das von W,. Damit ist (16) bewiesen. 





> 


wa De ot 
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Wenn das Gleichheitszeichen gilt, so gilt es auch in (17) bei einem belie- 
bigen Paar r,,r,, und dort gilt es genau dann, wenn (20) eine Gleichung ist, 
wenn also 2 = const sowohl in §%, als auch in ,,, wobei der Wert der Kon- 
stanten in beiden Gebieten wegen (19) derselbe sein muB. Es ist also auf 
&,U W, mit Riicksicht auf die Normierung bei «: G,(w) = G,(w) und in 
,.U W,: H,,(w) = G,(w). Es folgt, daB H,,(w) durch G,(w) nach §&, fort- 
gesetzt wird zu einer umkehrbar eindeutigen Abbildung mit Fixpunkt oo. Aus 
(18) folgt aber, daB H,, und damit nun auch G, iiberall im AuBengebiet von 
W, definiert sind, d.h., daB® fiir die das AuBengebiet von W, auf |t| > P, 
abbildende, bei oo normierte Funktion G,(w) gilt: 


(22) Gy(w) = G,(w) = G,(w) = H,,(w) . 


Aus (18) zusammen mit (22) folgt nun, daB die im Satz genannte Bedingung 
fiir die Giltigkeit des Gleichheitszeichens notwendig ist; daB sie hinreicht, 
ist trivial. 

2.2. Fy(z) 1aBt sich jetzt auch folgendermaBen kennzeichnen: Sei r < 1, 
hinreichend nahe bei 1, w = F(z) € R,. Dann erscheint der Ring zwischen 
W,= F(z,) und W, vermége F(®(3)) = Q(3) als Bild des Kreisringes r < |3| <1; 
die Kapazitat seiner duBeren Randkomponente ist 1, also die der inneren nach 
dem eben bewiesenen Satz < r; fiir F,(z) und nur in diesem Fall gilt das 
Gleichheitszeichen, denn es ist in r < |j| < 1: F,(G(3)) = (3), d. h. Q(g) hat 
in diesem Falle die Eigenschaft, die in Satz 2 fiir die Giltigkeit des Gleichheits- 
zeichens notwendig und hinreichend ist. 

F,(z) erscheint jetzt also als Lésung des Extremalproblems: Gesucht eine 
Funktion in &,, die fiir eine beliebige Niveaulinie Z, von ®(z) in |z| < 1: |®(z)| 
=r <1 ein Bild gréBter Kapazitat ergibt. 

Die Existenz einer Lésung folgt aus der Kompaktheit von R, und der 
Stetigkeit des Funktionals P(F(Z,)). Diese wird durch eine Uberlegung be- 
wiesen, die eine Vereinfachung derjenigen aus 1.22 darstellt (vgl. An- 
merkung 6). 

2. 3. Es bleibt zu beweisen, daB die Extremalfunk:i..a auch das urspriing- 
liche Problem lést. Wir verwenden zuerst wieder Variationen der Form (9), 
fiir die (11) gefordert wird, wo G(w) dieselbe Bedeutung hat wie in 1. 3.1.1. 
Die Extremalfunktion kénnte von r abhangen; sie sei fiir ein fest gewahltes r 
mit F,(z) bezeichnet. Fiir sie muB auch die Energie e, der Gleichgewichts- 
belegung y, auf W° stationar sein. Wir stellen die Variation von ¢,, in der 
Form (10) mit W{ statt W, dar, wobei statt G(w) eine Funktion J"(w) zu 
setzen ist, die das AuBere von wo auf das AuBere eines Kreises abbildet. 
Man sieht, daB stationéres Verhalten von c,, bei allen zulassigen Variationen 
dann und nur dann vorliegt, wenn iiberall in ¥, gilt: se = a d.h., bei 
geeigneter Normierung von J": J"(w) = @(w). 

Wenn W({= ro (mit der Bezeichnungsweise von 1. 3.1.1.), so vermittelt 
also I"(F,(z)) eine Abbildung des durch Z, und |z| = 1 berandeten Ringes auf 
einen Kreisring mit AuBenradius 1, muB also bis auf eine Drehung mit ®(z) 
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identisch sein, d. h. die durch §,(4) = r (e3) mit passendem ¢ vom Betrage 1 


definierte Funktion hat die charakteristische Eigenschaft (2) und erganzt F, (z) 


zur Lésung des Problems. 

Durch Verwendung von Variationefider Form (14) kann man wie in 1. 3.2. 
den Fall W, + W, fiir F(z) = F,(z) ausschlieBen. Es gibt namlich, wenn er- 
vorliegt, eine Variation von F(z), bei Ger P(W,) nicht zunimmt, wahrend die 
Energie der Gleichgewichtsbelegung auf W, abnimmt; das bedeutet nach 
1. 3.1.1., daB P(W,) wachst, im Widerspruch zu der Extremaleigenschaft 
von F,(z). 

Beim vorstehenden Beweis kommt es nicht darauf an, daB der AuBenrand 
des Ringes in der z-Ebene die Linie des Einheitskreises ist. Daher kann das 
bewiesene Resultat so formuliert werden: 

Satz 3: R sei ein beliebiges Ringgebiet in der z-Ebene, Z, sein Innenrand, 
Z, sein AuBenrand. Dann gibt es, von einer multiplikativen Konstanten ab- 
gesehen, genau eine schlichte konforme Abbildung des Inneren von Z,, w = F,(z), 
derart, daB das Verhiltnis der Kapazititen der Randkomponenten des Bildes 
P,/P, ein Maximum erreicht. Bildet man das AuBengebiet von F,(Z,) mit Fixpunkt 
co auf das Aufere eines Kreises |3| = r, ab, so geht auch F,(Z,) in eine Kreis- 
linie |\3| = r, tiber, und es ist Py/P,= ra/r,. 

Dieser Satz enthalt auBer der Lésung des urspriinglichen Problems auch 
Satz 2, der vorher nur zur Motivierung des Extremalproblems benutzt wurde, 
nicht zu seiner Lésung oder bei der Untersuchung der Extremalfunktion. 


(Bingegangen am 28. August 1959) 
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Projektive Modifikationen komplexer Riume 


Von 
NORBERT KUHLMANN in Miinster 


Der Begriff der Modifikation eines komplexen Raumes wurde von 
H. BexnkeE und K. Stern in [3] gepragt. An die in [3] durchgefiihrten Unter- 
suchungen kniipften in der Folgezeit zahlreiche Arbeiten an. Als sehr zweck- 
maBig hat sich vor allem der von H. Gravert und R. Remmert in [6] ein- 
gefiihrte Begriff der eigentlichen Modifikation erwiesen. 

Da der Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit sich fiir die in [3] durch- 
gefiihrten Untersuchungen als zu eng erwies, fiihrten H. BEHNKE und K. Stem 
als Verallgemeinerung den Begriff des komplexen Raumes ein. Etwa gleich- 
zeitig wurde in [4] durch H. Cartan der Begriff der komplexen Mannigfaltig- 
keit ebenfalls verallgemeinert. Kiirzlich gelang es dann H. Gravert und 
R. Remment (siehe [7]), die Aquivalenz der Begriffsbildungen von H. BEHNKE 
und K. Srer (in einer modifizierten Fassung) einerseits und H. Cartan 
andererseits nachzuweisen. — Vielen funktionentheoretischen Anforderungen 
wird schon eine begriffliche Fixierung des komplexen Raumes gerecht, die von 
J. P. Serre in [21] vorgeschlagen wurde. Lokal besitzen die Serreschen kom- 
plexen Raume die komplexe Struktur analytischer Mengen in Gebieten von 
komplexen Zahlenraumen; fordert man zusitzlich, daB diese analytischen 
Mengen ,,normal eingebettet‘‘ (siehe hierzu [7]) sein sollen, so erhalt man 
genau die komplexen Raume im Sinne von H. Bennxe, H. Cartan und 
K. Stem (die aus diesem Grunde auch normale komplexe Raume genannt 
werden). In dieser Arbeit schlieBen wir uns der Serreschen Begriffsbildung an, 
da sie sich fiir unsere Untersuchung als auBerordentlich vorteilhaft erweist. 

Von besonderem Interesse sind die sogenannten nichtgewéhnlichen Punkte 
eines komplexen Raumes X — auch Singularitaéten von X genannt —, Punkte, 
in denen X nicht lokal die Struktur einer kémplexen Mannigfaltigkeit trigt 
(zur genauen Definition siehe [7]). — Ein bisher ungeléstes Problem ist, ob die 
Singularitéten eines beliebigen irreduziblen komplexen Raumes X_,,auf- 
gelést‘‘ werden kénnen, d.h. ob zu X stets eine eigentliche Modifikation xX 
von X mit nur gewéhnlichen Punkten existiert. Bisher ist nur bekannt, daB 
dies fiir 1- und 2-dimensionale komplexe Raiume X der Fall ist. — Ist X 
namlich 1-dimensional, so ist die sogenannte Normalisierung X (siehe hierzu [7 ]}) 
von X eine Riemannsche Flache, die durch eine eigentliche Modifikations- 
abbildung auf X abgebildet wird. Diese Aussage folgt — da X normal ist — 
unmittelbar aus einem Satze von H. Cartan in [5], nach dem die analytische 
Menge der nichtgewéhnlichen Punkte eines irreduziblen, normalen komplexen 
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Raumes mindestens 2-codimensional ist. — Fiir 2-dimensionale komplexe 
Raume wurde in [9] von F. Hrrzesrvcn ein allgemeines Verfahren zur ,,Auf- 
lésung“ von Singularitaten angegeben. 

In Spezialfallen gelingt es, aus einem irreduziblen komplexen Raum durch 
eine eigentliche Modifikation eine komplexe Mannigfaltigkeit zu erzeugen, 
indem eine diinne'), analytische Menge, die die Menge der nichtgewéhnlichen 
Punkte enthalt, zu einer 1-codimensionalen analytischen Menge ,,aufgeblasen“ 
wird. Es ware also zu hoffen, dem Problem der Auflésung von Singularitaten 
moglicherweise etwas naher gekommen zu sein, wenn man allgemeine Verfahren 
zur Verfiigung hatte, die gestatten, jede nichtleere, diinne analytische Menge N 
eines irreduziblen*?) komplexen Raumes X zu einer 1-codimensionalen analy- 
tischen Menge zu transformieren. 

Die Modifikationen komplexer Raume stellen Analoga zu den birationalen 
Transformationen algebraischer Varietéten (variétés algébriques abstraites) 
dar. Es gelang O. Zariski mit Hilfe der von ihm eingefiihrten monoidalen 
Transformationen (siehe [27]), jede nichtleere, echte algebraische Unter- 
varietat einer irreduziblen, algebraischen Varietaét in eine 1-codimensionale 
algebraische Untervarietét zu tiberfiihren. Diese Transformationen: wurden 
dann entscheidend herangezogen, um die Singularitaten 2- und 3-dimensionaler 
algebraischer Varietaéten (iiber Grundkérpern der Charakteristik Null) auf- 
zulésen (siehe [25], [26], [28])%). 

Es liegt somit nahe, die Konstruktionsprinzipien der birationalen Geometrie 
in die Theorie der komplexen Raume zu tibertragen. Fir einen Spezialfall haben 
H. Horr und — in Anlehnung an ihn — E. Kreyszie dies bereits durchgefiihrt 
(siehe [10], [11}). 

Mit Hilfe des von R. REMMERT gepragten Begriffes der meromorphen Ab- 
bildung (siehe [16]})*) 1a4Bt sich die den birationalen Transformationen zu- 
grunde liegende Idee analytisch etwa folgendermaBen fassen: Ordnet man 
jedem Punkte P des komplexen Raumes X eine offene Umgebung Up mit 


endlich vielen in Up meromorphen Funktionen’) w{”,..., w{!, rp = 1, zu, 

deren simultane Nullstellenmenge*) auf Up diinn liegt, so definieren 
P x 

of), ...,@ nach einem auf R. RemMert zuriickgehenden Verfahren in 


1) Eine analytische Menge N eines komplexen Raumes X heift diinn (auf X), wenn 
X — N auf X dicht liegt. — Eine abgeschlossene Menge M auf X nennen wir diinn (auf X), 
wenn es zu jedem Punkt P € M eine offene Umgebung Up von P mit einer in Up diinnen 
analytischen Menge gibt, die Up 7 M umfaBt (siehe hierzu [6], [7], [14]). 

*) Das allgemeine Verfahren, das wir angeben, hangt nicht von der Irreduzibilitat 
von X ab. 

%) In diesem Zusammenhang verweisen wir ferner auf die Untersuchungen von B. 
Seore in [17], [18], [19]. 

*) Eine von anderen Gesichtspunkten ausgehende Definition der meromorphen Ab- 
bildung wird in [22] und [23] vorgeschlagen. Der von uns benutzte Begriff der Mero- 
morphie wird von W. Stott als SR-Meromorphie bezeichnet. 

5) Siehe Def. 4. 

*) Zum Begriff der Nullstellenmenge einer meromorphen Funktion siehe Def. 5. — 
Unter der simultanen Nullstellenmenge einer Familie meromorpher Funktionen /,, ie J, 
verstehen wir den Durchschnitt der Nullstellenmengen der Funktionen /,. 
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natiirlicher Weise eine meromorphe Abbildung up: Up > P’* von Up in den 
rp-dimensionalen komplex-projektiven Raum P’?. Der Graph Gp von yp ist 
eine Modifikation von Up. Man lése nun das Problem, die Umgebungen Up 
und die Funktionensysteme w(”,..., w{? so zu wahlen, daB ihre Graphen 
Gp, und Gp, (P,, P,¢ X), die iber Umgebungen Up, und U,p, mit nichtleerem 
Durchschnitt liegen, zu einer Modifikation X von X _,,zusammengeheftet“ 
werden kénnen. 

Zu jeder koharenten analytischen Untergarbe % der Garbe .@y der mero- 
morphen Funktionskeime tiber X mit einer auf X diinnen Menge N, die ihre 
Null-, ihre Pol- und ihre Unbestimmtheitsstellen’) enthalt, laBt sich ein der- 
artiges Konstruktionsverfahren angeben. Hierbei werden vor allem Ergebnisse 
von R. Remmert benutzt. Es liegt nahe, X als eine projektive Modifikation 
von X zu bezeichnen. 

Es zeigt sich: Die natiirliche Abbildung 2 : X — X stellt eine eigentliche®), 
holomorphe Abbildung dar, die tiber der auf X offenen und dichten Menge 
X — W biholomorph wirkt. — Ist % tiberdies eine Untergarbe der Struktur- 
garbe # y von X (d. h. besitzt “ keine Unbestimmtheits- und keine Polstellen), 
so lassen sich weitergehende Aussagen machen (die Nullstellenmenge von ¥ ist 
in diesem Falle auf X analytisch und wir werden N mit dieser identifizieren): 
x(N) ist leer oder rein (d — 1)-dimensional, falls X rein d-dimensional ist. 
Ist N iiberdies héchstens (d — 2)-dimensional, so entartet 2 genau itiber NV. — 
Ist # die maximale Untergarbe von #y mit der Nullstellenmenge N°), so 
nennen wir X eine monoidale Modifikation von X mit der Basis N. Die 
monoidalen Modifikationen mit singularitétenfrei eingebetteten Basen sind 
genau die verallgemeinerten o-Modifikationen von E. Kreyszic. 

Die projektiven Modifikationen umfassen eine weite Klasse von Modifika- 
tionen: Ist 7: X > Y eine eigentliche Modifikationsabbildung des projektiv 
einbettbaren (kompakten) komplexen Raumes X auf einen komplexen Raum Y, 
so ist a eine projektive Modifikationsabbildung. — Es gibt Beispiele von 
Modifikationsabbildungen kompakter komplexer Raume, die sich nicht als 
projektive Modifikationsabbildungen auffassen lassen: Projektive Modi- 
fikationen projektiv einbettbarer komplexer Raume sind wieder projektiv 
einbettbar. Nach Hrronaka (siehe [13]) existieren aber nicht-projektiv-ein- 
bettbare, kompakte komplexe Raéume, die durch Modifikationsabbildungen 
auf projektiv einbettbare komplexe Raume abgebildet werden. 


Jede algebraische Menge des affinen Zahlenraumes €" JaBt sich in natiir- 
licher Weise zum einen als algebraische Varietét, zum anderen aber auch als 


7) Siehe Def. 5a und 5b. — Ist X normal, so ist die Gesamtheit der Pol- und der 
Nullstellen auf X analytisch und es geniigt zu fordern, daB diese Menge auf X diinn liegt. 

8) Eine stetige Abbildung gy: Y > Z eines lokal-kompakten, topologischen Raumes Y 
in einen lokalkompakten, topologischen Raum Z heiBt nach N. Boursak1 bekanntlich 
eigentlich, wenn das Urbild jeder kompakten Menge kompakt ist. 

*) Zu jeder analytischen Menge N eines komplexen Raumes X existiert (genau) eine 
maximale analytische Untergarbe A(N) der Strukturgarbe iiber X, die N als Nullstellen- 
menge besitzt. Nach H. Cartan und J. P. Serre ist A(N) kohirent (siehe [21)}). 

Math. Ann. 139 15 
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komplexer Raum ansehen. Entsprechend 1a8t sich jeder algebraischen Varietat 
X iiber dem Grundkérper € der komplexen Zahlen in kanonischer Weise ein 
komplexer Raum X* zuordnen. Es ergibt sich nun die Frage, wann eine 
projektive Modifikation X* von X* sich wiederum als der einer algebraischen 
Varietat X (iiber C) zugeordnete komplexe Raum auffassen laBt. Mit Hilfe der 
Ergebnisse von J. P. SERRE in [21] erhalt man leicht eine Aussage, von der ein 
Spezialfall folgendermaBen lautet: Ist die algebraische Varietat X (iiber dem 
Grundkérper C) eine monoidale Transformation der algebraischen Varietat X 
mit der Basis N, so ist der X zugeordnete komplexe Raum X* eine monoidale 
Modifikation des X zugeordneten komplexen Raumes X* mit der Basis V. — 
Fiir den Fall der verallgemeinerten o-Modifikationen E. Kreyszies wurde 
dieses Ergebnis bereits von A. AEpPLI und A.I.H.M.van pER VEN mit- 
geteilt (siehe [2], [24}). 

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Bennxe, Herrn Prof. Dr. H. 


GRAUVERT sowie vor allem Herrn Doz. Dr. R. Remmenrt fiir die Anregung zu dieser Arbeit 
und fiir die stete Unterstiitzung, die sie mir zuteil werden lieBen, herzlich zu danken. 


§I 

In diesem Paragraphen stellen wir einige Definitionen und Satze zusammen. 
Die Begriffe des komplexen Raumes (im Sinne von SERRE [21]}), der analy- 
tischen Menge und der holomorphen Abbildung werden hierbei als bekannt 
vorausgesetzt?®). 

l.a)") Definition 1: Hine eigentliche, holomorphe Abbildung x: X > Y 
eines komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y heift eine eigentliche 
Modifikationsabbildung, wenn auf X und Y offene, dichte Punktmengen Vc X 
bzw. WC Y existieren, derart, daB x die Menge V biholomorph auf W abbildet. — 
X wird in diesem Falle eine eigentliche Modifikation von Y genannt. 

Da eigentliche Abbildungen abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene 
Mengen abbilden, ist eine eigentliche Modifikationsabbildung stets surjektiv’’). 
Fir Anwendungen ist vor allem wesentlich, daB die Mengen V und W in 
Definition 1 als Komplemente auf X bzw. Y analytischer Mengen gewahlt 
werden kénnen. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Studium einer eigentlichen Modifi- 
kationsabbildung 2: X + Y sind die Punkte P ¢ X, die auf einer héher als 
nulldimensionalen Komponente von x (x(P)) liegen: 

Definition 2: Zine eigentliche Modifikationsabbildung x: X + Y entartet in 
einem Punkte P € X, wenn P auf einer hoher als nulldimensionalen Komponente 
von x (x(P)) liegt. — Die Gesamtheit aller Punkte auf X, in denen x entartet, 
heiBt die Entartungsmenge von x. 

Die Entartungsmenge einer eigentlichen Modifikationsabbildung ist stets 
analytisch. Uberdies gilt sogar: Eine eigentliche Modifikationsabbildung 





1°) Siehe [21], [7]; ferner die Arbeiten [3], [4], [5], [6], [14], [15], [16]. 

1) Zu den in Abschnitt 1 angefiihrten Definitionen und Satzen siehe [6], [14], [16]. 

#2) Eine Abbildung yg: Y — Z hei®t surjektiv, wenn y(Y) = Z, injektiv, wenn sie 
eineindeutig, bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. 
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a: X + Y eines komplexen Raumes X auf einen normalen komplexen Raum Y 
ist auBerhalb der Entartungsmenge EZ, biholomorph™). — Wir notieren noch: 
Eine eigentliche Modifikationsabbildung 2: X + Y bildet eine irreduzible, 
analytische Menge N, die nicht auf der Entartungsmenge Z, von z liegt, auf 
eine zu N gleichdimensionale analytische Menge 2(N) ab. 

Nun 146t sich der Begriff der meromorphen Abbildung (im Sinne von 
R. REMMERT) einfiihren: 

Definition 3: Zine Abbildung yu eines komplexen Raumes X in die Potenz- 
menge eines komplexen Raumes Y heift eine meromorphe Abbildung von X in Y, 
wenn thr Graph G, (d.h. die Punktmenge {(z, y)|a¢ X, y € u(x)} in Xx Y 
analytisch ist und die Projektionsabbildung my : G,, > X eine eigentliche Modifi- 
kationsabbildung darstellt'*). 

Insbesondere 1a8t sich jede holomorphe Abbildung g: X - Y als mero- 
morphe Abbildung auffassen, da ihr Graph G, in X x Y analytisch ist und durch 
die Projektion 2; : G, + X biholomorph auf X abgebildet wird. 

uu: X-— Y sei eine meromorphe Abbildung von X in Y. Dann existiert 
auf X eine kleinste (diinne) analytische Menge N, derart daB X — N durch yu 
holomorph in Y abgebildet wird. N nennen wir die Singularitiéten- oder Un- 
bestimmtheitsmenge von yu und ihre Punkte Unbestimmtheitsstellen. 

2.a)"®) «4: X + Y sei eine meromorphe Abbildung, die auf der in X offenen 
und dichten Menge V holomorph sei. M sei eine lokalanalytische Menge auf X, 
deren Durchschnitt M7 V auf M dicht liege. Dann definiert 4 in kanonischer 
Weise eine meromorphe Abbildung 7 : M + Y: Bezeichnen wir mit y die durch u 
induzierte holomorphe Abbildung von M 7 V in Y, so ist die abgeschlossene 
Hille Gz des Graphen von pin M x ¥ analytisch und die natiirliche Projektions- 
abbildung von G;in M ist eine eigentliche Modifikationsabbildung. Also ist G; 
der Graph einer meromorphen Abbildung % von M in Y, die wir in nahe- 
liegender Weise als die Beschriinkung von yu auf M bezeichnen. 


Bemerkung: Man beachte, daB fir P¢ Mr V zwar p(P)= w(P), fir 
P¢M—M 7 V jedoch nicht notwendig 7(P) = u(P) gilt. 

b) Unter naturgeméBen Voraussetzungen laBt sich eine Komposition mero- 
morpher Abbildungen erklaren: 


18) Dieser Satz ist ein Spezialfall der folgenden Aussage (siehe etwa (6), [16]): p: ¥ +Z 
sei eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes Y in den komplexen Raum Z, 
und es gebe auf Y eine diinne Menge N, so daB Y — N durch ¢ biholomorph auf das Kom- 
plement einer in Z diinnen Menge abgebildet wird (eine Abbildung ¢ mit dieser Eigenschaft 
heiBt eine stetige Modifikationsabbildung). Ist dann fiir P € Y der komplexe Raum Z in 
¢(P) normal und enthalt ¢ (¢(P)) einen isolierten Punkt, so ist ¥ (p(P)) = P, und ¢ ist 
in einer Umgebung von P biholomorph. — Dieser Satz ist das genaue funktionentheore- 
tische Analogon zum Hauptsatz von O. Zarisk1 in [27]. 

4) Ist D(¥) die Potenzmenge eines komplexen Raumes Y und uv: X + P(Y) eine 
meromorphe Abbildung des komplexen Raumes X in Y, so schreiben wir auch «: X — Y. 
Im folgenden werden wir haufig eine Menge { P}, die genau einen Punkt P eines komplexen 
Raumes als Element enthalt, mit diesem Punkt P identifizieren. 


45) Zu den Abschnitten 2 und 3 dieses Paragraphen siehe [12] oder [23]. 


15* 
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fy: X, > Xq, yg: X,—> Xy seien meromorphe Abbildungen mit den Sin- 
gularitatenmengen N, bzw. N,. Liegt nun D:= (X,— N,)(X,— 11, (N;))"*) 
auf X, dicht, so laBt sich folgendermaBen eine meromorphe Abbildung 
pe: X, > X;, definieren: 

Fir P,¢ D sei u(P,) = u2(m,(P,)). Fir P,< X,— D sei u(P,) die Menge aller 
Punkte P,¢ X;, fiir die gilt: Es existiert ein Punkt P,< X, und eine Folge von 
Punkten P< D, » = 1,2,..., derart, daB die Folgen P{”, u,(P{”), u(P) 
gegen die Punkte P,, P, bzw. P, konvergieren. 

ps bezeichnen wir als die Komposition © pw, von pw, und py. 

Bemerkung: Man beachte, daB fiir P ¢ D zwar wu, 0 w,(P) = ug(u,(P)), fiir 
P € X,— D jedoch im allgemeinen p, 0 4, (P) + u2(m,(P)) gilt. 

3. a) Spezielle meromorphe Abbildungen sind die meromorphen Funktionen 
(wir identifizieren €' mit einem affinen Teilraum des komplex-projektiven 
Raumes P'): 

Definition 4: Hine meromorphe Abbildung uw: X > P' eines komplexen 
Raumes X in die kompakte komplexe Ebene P* heift eine meromorphe Funktion 
auf X, wenn pw keine irreduzible Komponente von X in den unendlich fernen 
Punkt co € P! wirft. 

Man sieht leicht ein, daB im Falle eines irreduziblen, normalen komplexen 
Raumes X diese Definition mit der auf normalen komplexen Raumen iiblichen 
(siehe etwa [7]) tibereinstimmt. — Holomorphe Funktionen g: X > Y sind 
trivialerweise meromorphe Funktionen!’). 

In der Menge K (X) der meromorphen Funktionen auf X 1a6t sich in natiir- 
licher Weise eine Ringstruktur einfiihren: 


{: X + P', g: X + P' seien auf X meromorphe Funktionen. Dann existiert 
auf X eine offene und dichte Menge D, auf der { und g holomorph sind. /, g 
seien ihre Beschrankungen auf D.f + @ ist als Summe holomorpher Funktionen 
definiert und stellt eine holomorphe Abbildung von D in die offene komplexe 
Ebene (€'c P! dar. Man weist nach, daB die in X x P' abgeschlossene Hiille G, 
des Graphen von f + g in X xP" analytisch und die Projektionsabbildung 
von G, in X eine eigentliche Modifikationsabbildung ist. Also ist G,, der Graph 
einer meromorphen Funktion h, die wir als Summe f + g definieren'*). — Analog 
14Bt sich ein Produkt f - g erklaren. 

Definition 5: uw: X > P! sei eine meromorphe Funktion. Dann bezeichnen 
wir die (nach einem Abbildungssatz von R. ReMMERT auf X analytischen) 


Mengen 4 (0) — 0 sei der Nullpunkt des affinen Teilraumes €'¢ P? — und 
Ht (co) als Null- bzw. Polstellenmenge und ihre Punkte als Null- bzw. Polstellen. 








1%) Ist «: X — Y eine meromorphe Abbildung mit dem Graphen G, und den Pro- 
jektionen 2, : G,—> X, ay: G,,—> Y, so verstehen wir fiir N C Y unter u (N) die Menge 
ay(x y(N)). (Das Bild 2,(0) der leeren Menge © sei gleich © gesetzt.) 

17) Man beachte, iaB wir hierbei fiir P¢ X die einelementige Menge {g(P)} mit ihrem 
Elemente ¢(P) identifizieren (vgl. FuBnote 14). 


18) Diese Summenbildung ist selbstverstandlich unabhangig von der speziell gewahlten 
Menge D. 
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Die Polstellenmenge einer meromorphen Funktion yu : X + P' ist auf X eine 
diinne analytische Menge. 


c) In natiirlicher Weise ist die analytische Garbe .@y der meromorphen 
Funktionskeime tiber dem komplexen Raum X definierbar: 

Man ordne jeder offenen Menge UC X den ['(U, #yx)-Modul My der 
meromorphen Funktionen auf U zu (#y sei die Garbe der holomorphen Funk- 
tionen tiber X); ist V eine in U enthaltene offene Menge, so erhalt man einen 
natirlichen Homomorphismus 9 von My in My, indem man die in U mero- 
morphen Funktionen auf V beschrinkt. .@y ist die zum Garbendatum 
{M vy, of} gehorende analytische Garbe. 

Definition 5 erweitern wir auf analytische Untergarben von .# y. 


Definition 5a: S sei eine analytische Untergarbe von & y. Ein Punkt P « X 
heift Nullstelle von % , wenn jede in einer beliebigen offenen Umgebung Up von P 
meromorphe Funktion g¢ I'(Up, £) den Punkt P als Nullstelle besitzt. Die 
Gesamtheit aller Nullstellen von 4% nennen wir die Nullstellenmenge von %. — 
P¢X heift Polstelle von 4, wenn es eine offene Umgebung Up von P mit einer 
in Up meromorphen Funktion g ¢ [' (Up, £) gibt, die P als Polstelle besitzt. Die 
Cesamtheit aller Polstellen von ¥ heift die Polstellenmenge von JF. 

Zum Verstandnis dieser Definition sei noch angefiigt: Ist P Null- bzw. Pol- 
stelle einer in einer offenen Umgebung Up von P meromorphen Funktion g, 
so ist P auch Null- bzw. Polstelle der Beschrankungen von g auf die offenen, 
in Up enthaltenen Umgebungen von P. 


Man zeigt unschwer mit Hilfe von [16] (siehe [12], § III): 

Ist die analytische Untergarbe % Cc My kohirent, so ist ihre Polstellen- 
menge N auf X diinn und analytisch. 

Wir fihren noch die Begriffe der Unbestimmtheitsstelle und der Unbe- 
stimmtheits- oder Singularitatenmenge einer analytischen Untergarbe 4% C Wy 
ein: 
Definition 5b: Hin Punkt P ¢ X heift Unbestimmtheitsstelle von 4, wenn 
eine offene Umgebung Up von P mit einer in Up meromorphen Funktion 
g < ['(Up, F) existiert, so daB die Beschriinkung von g auf jede in U p enthaltene, 
offene Umgebung von P diesen Punkt als Unbestimmtheitsstelle besitzt. Die 
Gesamtheit aller Unbestimmtheitsstellen von 4 heift die Unbestimmtheits- oder 
Singularitdtenmenge von JF. 

Ist X normal, so folgt aus [16]: Ein Punkt P< X ist genau dann Un- 
bestimmtheitsstelle von %, wenn eine in einer Umgebung Up von P mero-. 
morphe Funktion g ¢ (Up, #) existiert, fiir die g(P) = P' gilt (die Polstellen- 
menge umfaBt also in diesem Fall die Unbestimmtheitsmenge); ist die Garbe 4 
iiberdies koharent, so ist die Gesamtheit ihrer Null- und ihrer Polstellen auf X 
analytisch’*). 

4. a) Es seien wo,...,@,,7 2 1, endlich viele meromorphe Funktionen 
des komplexen Raumes X mit den Nullstellenmengen Ny,,..., Ny,,; 
den Unbestimmtheitsmengen Ny,,,...,Ny,, und den Polstellenmengen 


aa Zu den beiden letzten Aussagen siehe [12], § III. 
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aes ey BD. v:=(U Np) U( No.) U( A Ny) liege auf X 
e=0 e=0 e=0 


diinn (dies ist bereits der Fall, wenn qn Ny,, auf X diinn ist} . Dann definieren 
\ e=0 


@p, . . ., @, in natiirlicher Weise eine meromorphe Abbildung yw : X + P" von X 
in den r-dimensionalen komplex-projektiven Raum P’. (Dieser Satz und sein 
Beweis gehen auf Satz 33 in [16] zuriick.) 

Fir P¢ X—WN sei u(P) derjenige Punkt des P’, dem das homogene 
Koordinatensystem {(m (P),...,@,(P))} zugeordnet ist. Hierdurch ist eine 
holomorphe Abbildung yu : (X — N) > P* definiert. Nehmen wir zunachst an, 
es sei die Analytizitat der abgeschlossenen Hiille G,, des Graphen Gj, von u 
in X xP" schon gezeigt. Dann ist die Projektion 2, : G, > X eine eigentliche 
Modifikationsabbildung: zy bildet die auf G, offene und dichte Menge G; 
biholomorph auf die in X offene und dichte Menge X — N ab. zy ist auch 
eigentlich. Ware zy nicht eigentlich, so gabe es auf G, eine Folge (P{”, P{”), 
P&H «X, Pye Pr, »=1,2,... derart, daB die Folge der Pt” gegen einen 
Haufungspunkt P, konvergiert, die Folge der (P{", P§”) in X xP? jedoch 
keinen Haufungspunkt besitzt. Da P’ kompakt ist, besitzt die Punktmenge 
der P%” einen Haufungspunkt P,. Also ist (P,, P,) ein Haufungspunkt der 
Folge der (P{, P{”). (Da G, in X xP" abgeschlossen ist, liegt (P,, P,) selbst- 
verstandlich auf G,,.) 

b) Es ist also nur noch nachzuweisen, dab G, in X x P’ analytisch ist. Hier- 
fiir benétigen wir einen Satz, der von R. RemMMeEnrt in [16] gezeigt wurde. Der 
Vollsténdigkeit halber werden wir den Beweis von R. REMMERT wiedergeben. 

M und G seien analytische Mengen des komplexen Raumes X. Dann ist die 
abgeschlossene Hiille von (X — M) > G auf X ebenfalls analytisch?®). 

Diese Aussage stellt eine unmittelbare Folgerung aus dem Rittschen Lemma 
dar, das lautet: M’ und M”’ seien analytische Mengen des komplexen Raumes X. 
Keine der irreduziblen Komponenten von M”’ sei in M’ enthalten. Dann ist 
jeder Punkt des Durchschnitts M’ ~. M’’ Haufungspunkt von Punkten von M”’, 
die nicht zu M’ gehoren. 

In der Tat: Sei die analytische Menge G, die Vereinigung aller irreduziblen 
Komponenten von G, die mit X — M einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. 
Es gilt also G,~ (X — M) = Gr (X — M) =: G,. Da G, abgeschlossen ist, 
‘liegt die in X abgeschlossene Hiille G, von G, auf G,. Umgekehrt folgt aus dem 
Rittschen Lemma, da& jeder Punkt von G,— G,= G,~> M Beriihrpunkt von G, 
ist. Also ist G, in G, enthalten, d. h. es ist G,= @,. 

c) Wir sind nun in der Lage, die Analytizitat von G, in X xP’ nach- 
zuweisen. Nehmen wir zunachst einmal an, daB zu jedem Punkte P ¢ X eine 
in X offene Umgebung Up von P mit in Up holomorphen Funktionen o), 
wo, ..., 0,0 existiert, so daB gilt: Die Nullstellenmengen von 
oa), o),..., a liegen auf Up diinn und auf Up—UprN sind die 


2°) In [12] wird dieser Satz schon zu den Beweisen der in 2. und 3. zitierten Aus- 
sagen herangezogen. 
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Beziehungen wo = wf. "Wey + = ,O = wo +o, erfillt™). Setzen wir ‘wf! 
= a I wo, @@ = ii wo, i=0,1,...,1, 80 liegt die Nullstellenmenge N, 
Oi+i- j=0 


‘iD 
von oe auf Up diinn und auf Up— N, gilt na? = ,. Sei G die durch 
‘of - P;—'o - P, = 0, ‘i,j=0,...,¢ 


(P’ sei mit einem homogenen (P», ..., P,)-Koordinatensystem versehen) in 
Up xP’ gegebene analytische Menge. Nach b) ist dann die in Up x P* ab- 
geschlossene Hiille G, von G ~ [(Up— N,)xP*] in UpxP* analytisch. Da 
aber — wie man leicht sieht — G,= G, > (Up P’) ist und P auf X beliebig 
gewahlt war, ist G, in X x P’ analytisch. 

d) Ist die Zusatzannahme in c) nicht realisierbar, so beschreite man den 
folgenden Weg: 

G.,.4 = 0,..., 7, seien die Graphen von w, mit den Projektionsabbildungen 

> X. Pp fassen wir als kompakte z-Ebene auf; dann ist w,0 2, die 

Beschrankung der in X x P! meromorphen Funktion z auf G,,,. Ist also G,, eine 
beliebige eigentliche Modifikation von G,, mit einer eigentlichen Modifikations- 
abbildung ¢; : G,, > G,,,, 80 gibt es zu jedem Punkte P ¢ G,, eine in G,, offene 
Umgebung Up von P mit in Up holo- 
morphen Funktionen ‘w, ‘w{, so daB 


+? 4+? 
die Nullstellenmenge von w{” in Up 
diinn liegt und w,;072,, 0 gy, sich auf Up 


1 
als Quotient 1 auffassen laBt. Nach G», Gy», + + 


2. b) existiert aber ein komplexer Raum ~ 
G, mit eigentlichen Modifikations- Xa, Kw, 
abbildungen 2: G, > X, 9;:G,> Gq, x 


so daB das Diagramm (s. Abb. 1) kom- Fig. 1 

mutativ ist. Auf G,, laBt sich gemaB c) 

verfahren. ‘yu: G,,—> P* sei die so erhaltene meromorphe Abbildung mit dem 
Graphen G’,. Dann ist 2 x «(G.,.) = G, (¢: P’ > P’ sei die Identitaét) der Graph 
der meromorphen Abbildung u(='u o7). 


§ ll 

Wir geben in diesem Paragraphen einige hinreichende Bedingungen an, 
unter denen lokal durchgefiihrte Modifikationen zu einer globalen Modifikation 
ae ne. poe werden kénnen. 

1. Wo, ..-,@, 7 2 1, ‘ao, ...,'@,+,'r = 1, seien meromorphe Funktionen 
des komplexen Seen X mit den Nullstellenmengen NV yo, ..., Vy,, bzw. 
'Ny,o-.-.'Ny,-,, den Polstellenmengen Np,o,..., Np,, bzw. 'Np,o,---, ‘Np. 
ue den ‘Unbestimmtheitsmengen Be as av ng Ne. , bew. ‘Ny,o,..-,'Nv,‘r 
n Ny,, und a ‘Ny, mégen auf X diinn liegen. Dann definieren wp, . . ., , 
e=0 
und ‘0, .. ., ‘a i tbl $1.4. natiirliche meromorphe Abbildungen uw: XP’ 


21) Jst X normal, so ist die Zusatzannahme stets erfiillt. 
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bzw. ‘u: XP’. G, und G., seien die zugehérigen Graphen mit den Pro- 
jektionen 2,:G,—> X, m,:G,,>X. Die von wo,...,@, als auch die von 
"Wo, ...,'@, in einem festen Punkte @ ¢ X induzierten meromorphen Funk- 
tionskeime mégen iiber dem Operatorenring #9, y der holomorphen Funktions- 
keime in Q denselben #9, y-Modul %g erzeugen. — Mit N bezeichnen wir im 
folgenden die diinne analytische Menge 


r r r 
y:=( U Np.) U( U Nvie) U( NN Ny,g) U 
e=0 e=0 e=0 
ea "r \ ea 
U ( Nn ‘Np,e] u( Nn ‘Nv.e) u( Nn Ny) . 
e=0 e=0 e=0 
a) Dann existiert eine offene Umgebung U von Q, so daB 2,(U ) in kano- 
nischer Weise zu 2,(U ) analytisch isomorph ist. 
Beweis: «) Auf X existiert eine offene Umgebung U von Q mit auf U holo- 
morphen Funktionen a,,,, ‘a,,,% = 0,...,'r;¢,4=0,..., 7, die die Relationen 


v r 
w,= 2) 'w,* a, , ‘@, = 3 We* Gen 
x=0 o=0 
erfiillen. Wir iiberlegen uns zunachst: Ist (A ,..., 8,) ein Element des Ko- 
ordinatensystems, das einem Punkte B<« u(S), S ¢ U, zugeordnet ist, so ist 


(20 * “go (S),---, E be: aen(8)} + {0,..., O}. 


In der Tat! Es ist (Ay, ..., B,) + (0,..., 0). Sei etwa 8,+ 0. Dann sind 


— on, += 0,...,7,in Sx BE 2, (U) holomorph fortsetzbare Funktionen. 
0 
Es ist 
~, P "Tr Qe 
a om= 2 on 





C2 0 By) (“day © 7) (is © 7) 


Also gilt: 


*, 


B,= z( Boao (8))- (8). 


x=0\ce= 
Ware nun 
{z B+ ‘G@eo(S), ..-, Efe '0er(8)} =(0,.--0), 


o=0 


so ware (fy, ..., 8,) = (0,..., 0), was jedoch nicht der Fall sein kann. 
Genauso sieht man ein: Ist (‘B,,...,'f-,) ein Element des Koordinaten- 
systems, das einem Punkte ’B ¢€ ‘u(S) zugeordnet ist, so ist 


(5 "Bu* A9(S),.--, By Be dar) * (,. . +, 9). 
x=0 x=0 


8) Die Abbildung fg : 7,,(U)— U x P’”. die jedew Punkte Sx B¢ 2,(U), 
'. Bep(S), B:={(By,.... Bj. den nach 2. wohlbestimmten Punkt 
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Sx’B mit ‘B: = (2 B,*'Geo(S), ..., ~, B, ° (8) zuordnet, ist 
o=0 


holomorph. Da fol, (U—UnN))= m,(U— Ur N) und z,(U) die ab- 
geschlossene Hiille von x, (U— UN) in Ux darstellt, folgt aus der 
Stetigkeit von fg die Beziehung fo( x. (U))S2 (OU ). Analog zeigt man, daB 
die holomorphe Abbildung gg: 2-,(U)+UxP", die jedem Punkte 
Sx'Be 2(0), 8 €U,'Be ‘B(S), "B:= {('Bo, .. ., ‘B-y)}, den Punkt S x B mit 


B:= (z, ‘Be Guo(5),.--. E ‘Bye ar(8)} suordnet, 2, (U) in 2, (U) wirtt. 
x=0 * dts 


Unter Beachtung der Relationen zwischen den Systemen ‘wo, . . ., ‘@, und 
@», ..-, @, auf U schlieBt man, daB auf x,,(U—U 7 N) baw. x-,(U—U nN) 
die Kompositionen _9 Ofe bew. fe°gq die Identitaten darstellen. Da 
ty (U— als N) auf x »(U) und ® (0 — U nm N) auf 2:,(U) dicht liegen, sind 
Jo Ofg auf x n(U) und fg Ogg auf 7: »(U) die identischen Abbildungen. 

y) Der analytische Isomorphismus fg hangt nicht von der speziellen Wahl 
der Koeffizientenfunktionen ‘a,,, a,, auf U ab. /§ sei etwa ein analytischer 
Isomorphismus, der mit Hilfe anderer Koeffizientenfunktionen gewonnen 
wurde. fg und /§ stimmen auf der in 2, (U) dichten Menge x, (U —UnN) 
iiberein. Also sind sie identisch. 

b) Ebenso einfach laBt sich zeigen: 

Die auf X meromorphen Funktionen ‘’a, . ..,’’w-,, "r = 1, mégen in Q 
tiber dem Operatorenring #9 y ebenfalls den #9 »-Modul 4g erzeugen. Lhre 
simultane Nullstellenmenge mége auf X diinn liegen. Dann definieren 
“@e,...,"@" eine meromorphe Abbildung “u: X +P’, G.,, sei der zu- 
gehérige Graph mit der Projektion Ry : G.,, > X. Nach a) existieren Umge- 
bungen ‘U,”U von Q mit natiirlichen biholomorphen Abbildungen ‘/ : 
z,('U) > n,('U), "Ia: 7, (’U) > a, (UV). Dann ist das Diagramm 


7, (U n'UN "U) We... a, (UC ~'UR "U) 


Pal 
mr, Je 
7, (U N'OnN"U) 
kommutativ. 
2. a) Setzen wir in 1. a) zusatzlich voraus, daB sowohl wp, . . ., @, als auch 


‘Wo, .--,'@, in jedem Punkte Q< X itiber #Q y denselben Hg y-Modul 4g 
erzeugen, so existiert eine natiirliche biholomorphe Abbildung / : G,, + G.,, von 
G,, auf G.,,. 

Der Beweis liegt auf der Hand: Zu Punkten Q,;¢ X, i = 1, 2, existieren 
offene Umgebungen Ug,c X von Q; mit kanonischen analytischen Iso- 
morphismen fo,: 2, (Ug,) > 2, (Ug)- Zeigen wir, dab fiir Ug, \ Ug, + Q die 
Abbildungen fg, und fy, auf Ff Ug, © Ug,) identisch sind. Dies ist jedoch 
evident, da sie auf einer in 2, (Ug, r\ Ug.) dichten Menge identisch sind. 
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b) Setzen wir in 1. b) weiter voraus, daB "wo, ..., w«, in jedem Punkte 
Q¢X iiber HQ x denselben Hg x-Modul wie wo,...,, und ‘wo, ...,'w, 
erzeugen, so existieren weitere natiirliche biholomorphe Abbildungen ‘/ : G,, > 
> Gu, "Ff: G, > G,. Das Saeatys 


\24 


¢ Il 


Diese Vorbereitungen legen folgendes allgemeine Verfahren nahe, aus einem 
gegebenen komplexen Raum X neue komplexe Raume durch Modifikationen 
zu gewinnen: 

1.a) Man nehme eine koharente analytische Untergarbe % der Garbe @y 
der meromorphen Funktionskeime iiber X, zu der auf X eine diinne Menge N 
existiert, die ihre Null-, ihre Pol- und ihre Unbestimmtheitsstellen enthalt — 
z. B. die maximale analytische Untergarbe der Strukturgarbe #y, die eine 
fest vorgegebene diinne analytische Menge als Nullstellenmenge besitzt (nach 
H. Cartan, I. P. Serre (siehe [21], prop. 1) ist diese Idealgarbe koharent) ?*). 
Dann existiert zu jedem Punkt P ¢ X eine offene Umgebung Up von P mit 
endlich vielen auf Up meromorphen Funktionen {”, . .., wf" (0. B. d. A. 
kénnen wir rp = 1 voraussetzen), die in jedem Punkt Q ¢ Up iiber dem Ring 
H# 9, x den Halm ¥Q von ¥ erzeugen. Gp sei der Graph der von ow”, . . ., wf? 
erzeugten meromorphen Abbildung von Up in den rp-dimensionalen komplex- 
projektiven Raum P’? mit der Projektion zp: Gp > Up. 

b) Bei Uberlappung von Umgebungen Up,, Up,, P,, P,¢ X, sind die iiber 
Up) Up, liegenden offenen Mengen ap (Up, Up,) und Hp (Op.O Up,) von 
Gp, bew. Gp, in kanonischer Weise analytisch isomorph. fp, p, Hn p, (Up, Up.) > 


ist kommutativ. 


+a p,(Up,©\ Up ,) sei die zugeh6rige natiirliche biholomorphe Abbildung. Dann 
ist der Graph Gp, p, der Abbildung fp, p, in Gp, x Gp, abgeschlossen. 

Beweis: Da die Diagonale Ap, p, von Up, x Up, in Up, x Up, abgeschlossen 
(X ist hausdorffsch!) und die Abbildung zp, x ap,: Gp, x Gp, Up, x Up, 
stetig ist, ist (mp, x tp,)~'(Ap, p,) in Gp, x Gp, abgeschlossen. Der Graph Gp, p, 
von fp,p, ist wegen der Stetigkeit dieser Abbildung in Ap,(Up,r Up,) x 
x Hp,(U p,©\ Up,) abgeschlossen [@p, p, ist wegen der Holomorphie von fp, p, 
in ap,(Up, Up) x ap,(Up,r Up,) sogar analytisch und zu Zp, (Up, Up,) 
analytisch isomorph]. Da Gp, p, iberdies in (ap, x mp,)~'(4p, p,) enthalten ist 
und diese Menge auf ap,(Up, r\ Up) x mp,(Up,O Up,) liegt, ist Gp,p, in 
(xp, X ap,)~* (Ap, p,) und damit auch in Gp, x Gp, abgeschlossen. 

c) Die gesuchte Modifikation von X erhalten wir nun leicht durch eine 
Aquivalenzklasseneinteilung in der Menge % der Punkte, die in den lokalen 


%) Eine Untergarbe der Strukturgarbe besitzt natiirlich keine Pol- und keine Un- 
bestimmtheitsstellen. 
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Graphen Gp, P € X, enthalten sind: Zwei Punkte A und B aus % heiBen 
aquivalent, wenn gilt: Liegt A etwa auf Gp, und ist B etwa in Gp,, P,, P,¢ 7. 
enthalten, so gilt ‘Ae ap, (Up, Up), Be Ap, (Up, Up,), fp,p,(A) = 
wens’ fp,p, die zugehérige biholomorphe Abbildung von x p,(Up, © Up,) 2 
x p,(Up,-\ Up,) ist. DaB hierdurch eine Aquivalenzrelation gegeben ist, folgt 
aus § II, 2. b). X sei die Menge aller Aquivalenzklassen. 


Die Abbildung gp : Gp > X, die jedem Punkt aus Gp, P ¢ X, die zugehdrige 
Aquivalenzklasse aus X zuordnet, ist injektiv. Dies gibt uns die Méglichkeit, 
gp(Gp) = Gpc X mit der durch OP transportierten Urbildtopologie zu ver- 
sehen. Uberlegen wir uns zundchst, daB fiir P,, P,< X der Durchschnitt 
Gp, Gp, in Gp, offen ist; da ap(Up,r Up,) wegen der Stetigkeit von zp, 
in Gp, offen ist und Gp, > Gp,= gp,(ap,(Up, r Up,)) gilt, ist dies jedoch 
evident. Also kann X mit einer Topologie versehen werden, derart, daB X 
durch offene, zu den topologischen Raumen Gp, P ¢ X, topologisch aqui- 
valenten Mengen Gp iiberdeckt wird. DaB diese Topologie hausdorffsch ist, 
folgt aus b). 

Vermége der biholomorphen Abbildung fp, p, : xp,(Up, r1\ Up.) > 
> ap,(Up, r\ Up,) lassen sich die komplexen Strukturen auf n p,(Up, O Up,) 
und 2 p,(Up, © Up,) identifizieren. Pragen wir nun iiberdies den Mengen Gp 
die durch die Abbildungen gp transportierten komplexen Strukturen auf, 
so sind die auf den Durchschnitten Gp, Gp, induzierten komplexen Struk- 
turen identisch, und wir erhalten eine komplexe Struktur auf X. 


d) a: X +X sei die natiirliche holomorphe Abbildung von X auf X. Nach 
§ 14. ist a tiber X — N biholomorph. Zeigen wir noch, daB x eigentlich ist. 
Angenommen, 2 sei nicht eigentlich. Dann existiert auf X eine sich nirgends 
haufende Punktfolge P,, y = 1, 2,..., derart, daB die Folge 2(P,) = P, sich 
gegen einen Punkt P,¢ X hauft. Up, sei die P, in a) zugeordnete Umgebung 
mit dem lokalen Graphen Gp,, der Projektion ap,: Gp, Up, und der Bi- 
jektion pp, : Gp, > Gp,c X. Da ap, o¢ p, eigentlich ist, muB die Folge der P, 
jedoch mindestens einen Haufungspunkt in (xp,o Pr) (Po) besitzen, im 
Widerspruch zu unserer Annahme. — Also ist 2 eine eigentliche Modifikations- 
abbildung von X auf X. 

e) Man priift sofort nach, daB X durch X und Y¥ bis auf analytische Iso- 
morphie eindeutig bestimmt ist. Wir nennen X eine projektive Modifikation 
von X und z eine projektive Modifikationsabbildung. Ist % die maximale 
analytische Untergarbe der Strukturgarbe #y mit der Nullstellenmenge N, 
so bezeichnen wir X auch als eine monoidale Modifikation von X mit der 
Basis N und z als monoidale Modifikationsabbildung mit der Basis NV. 

2. Eine ausgezeichnete Klasse von komplexen Réumen bilden die projektiv 
einbettbaren komplexen Raume. Wir zeigen: Ist X projektiv einbettbar, so ist 
auch X biholomorph abbildbar auf eine analytische Menge eines projektiven 
Raumes. 
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Diese Aussage ist eine einfache Folgerung aus einem bekannten Satz von 
I. P. Serre in [21] (lemme 8): 

Wir kénnen annehmen, daB X eine analytische Menge eines r-dimensionalen 
komplex-projektiven Raumes P’ ist. X,, 0 < i < r, seien die offenen Mengen 
derjenigen Punkte auf X, deren i-te homogene Koordinatenkomponenten 
ungleich Null sind. Bilden wir fiir jeden Punkt A ¢ X,~ X;,0 < j < r, mit dem 
homogenen Koordinatensystem {(a,...,a,)} die Elemente f¢ 4%, auf 


= -f{€ 44 (nm ganz) ab, so erhalten wir einen analytischen Garbeniso- 


morphismus 9,, von 4% (X,-\ X;), der von ¥ auf X,-\ X, induzierten Garbe, 
auf sich. Auf X, X; X,, OS kr, gilt O,,(n)00,,(n) = O,,(n). Also 
existiert eine analytische Garbe /%(n) tiber X mit natiirlichen analytischen 
Garbenisomorphismen 7, von 4 (n)(X,;) auf 4%(X,), die tiber X,~ X, der 
Relation 9, ;(n) = ; On ; geniigen. Da ¥ koharent ist, existiert nach I. P. Serre 
eine ganze Zahl no, so daB fiir n = ny (endlich viele) Schnitte Dp, . .., 3, aus 
I'(X, £(n)) in jedem Punkt Q¢ X iiber dem Ring #9, y den Ho, y-Modul 
Fq(n) erzeugen. O. B.d. A. sei s > 1. Da 4 (n) (X,;) zu %(X,) isomorph ist, 
kénnen wir @p, ...,@, tiber X; mit meromorphen Funktionen ({,.. ., ai? 
identifizieren, die fir Q ¢ X,; tiber #9, 7 den Halm 4g erzeugen. G, sei der 
Graph der durch (”,..., @ definierten meromorphen Abbildung von X, 
in den s-dimensionalen (einfach-) komplex-projektiven Raum mit der Pro- 
jektion 2, :G,—> X,. Fir 0 < i,,i1, < r sei f, ,, die nach § II, 2. existierende 
kanonische biholomorphe Abbildung von (Xin X,,) auf 7,,(Xi,0 X;,). 
Wi (Xi,0 X,,) und mi (XA X;,) kénnen wir als lokal-analytische Mengen 
desselben Raumes X xP* auffassen. Wir zeigen, daB /, ;, in diesem Falle die 
Identitat ist. Da 7,,(X,,0 X,— X;,0 X;,0 N) auf 7,,(X,,9 X,,) dicht liegt, 
geniigt es, die Identitaét von f/f, ,, auf (XA X,— X,,0 X40 N) nachzu- 
weisen. Sei RXS aus w,,(X;,0 X;,—X,,0X;,0N), REX, 0X, — 
—X,, 0 X;,\N, S€P*. Dann besitzt S das homogene Koordinatensystem 
{(oh(R), ..., 0 (Rj)}. RxS’ aus 7, (Xi0 X,—X,0X,0N), SPs, 
sei der Bildpunkt /, ; (R x 8). Dann ist S’ das homogene Koordinatensystem 
{(of(R), . . ., of (R))} zugeordnet. Ist {(09, . . ., o,)} das zu R ¢ Pr gehérende 
homogene Koordinatensystem, so gilt: Fy 


n n \ 

(a(R), ..., o8 (R)) = (S - wf) (R),..., >. + oh) (R)). 
is i 

S und S’ besitzen dasselbe Koordinatensystem, sind also identisch. X kann 
infolgedessen mit einer analytischen Menge von P’ x P* identifiziert werden. 
3. Wir verwenden weiterhin die Bezeichnungen von 1. — Ist # iiberdies 
eine Untergarbe der Strukturgarbe #y (d.h. sind die Unbestimmtheits- und 
die Polstellenmen ze von ¥ leer), so lassen sich genauere Aussagen iiber die 
von ¥ erzeugte projektive Modifikationsabbildung machen. Nach dem Voraus- 
gehenden kann a : X + X in diesem Falle héchstens iiber der Nullstellenmenge 





lie 
is- 


ge 
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von ¥% — die wir hier mit N identifizieren kénnen — entarten. Es gilt sogar: 
Ist X rein d-dimensional (d = 1), so ist x (N) rein (d — 1)-dimensional oder 
leer. Ist tiberdies N héchstens (d — 2)-dimensional, so entartet 2 genau iiber N. 

Wegen des lokalen Charakters dieser Aussage geniigt es zu zeigen: U sei ein 
rein d-dimensionaler (d > 1) komplexer Raum, «o, . : ., @,, 7 = 1, seien endlich 
viele auf U holomorphe Funktionen mit einem auf U diinnen simultanen Null- 
stellengebilde M. G sei der Graph der durch wp, ..., @, nach dem Schema in 
§ I, 4. definierten meromorphen Abbildung von U in den r-dimensionalen 
komplex-projektiven Raum P’ mit der Projektion y: G+ U. Dann gilt: 

a) y (M) ist rein (d — 1)-dimensional oder leer. 

8) Ist M héchstens (d — 2)-dimensional, so entartet y genau iiber M. 

Beweis: Zu a). RxS, Re U, S€P*, sei ein Punkt auf G. In dem zu S 
gehérigen homogenen Koordinatensystem {(¢5,...,0,)} sei etwa die erste 
~ 


homogene Komponente ungleich Null. Dann sind a Fh i. 0,...,7, in eine 
0 


volle Umgebung W von RS holomorph fortsetzbare Funktionen. y(M ) ist 
das simultane Nullstellengebilde der Funktionen w,0y,...,@,Owy; da die 
= oe in ganz W holomorph fortsetzbar sind, ist y (M) in W das Nullstellen- 
gebilde von w,0y. Nach R. Remmert [15], Satz 5, ist aber das Nullstellen- 
gebilde einer holomorphen Funktion auf einem rein d-dimensionalen komplexen 
Raum, die auf keiner irreduziblen Komponente identisch verschwindet, stets 
leer oder rein (d — 1)-dimensional. 

Zu ). y entartet héchstens iiber M. Zeigen wir, daB y in jedem Punkte von 
v (M) entartet. Angenommen, yp ware in Q ¢ y (M) nicht entartet. Dann gabe 
es eine (d — 1)-dimensionale Komponente von y(M ) durch Q, die nach einem 
in § I, 1. zitierten Satz auf eine (d — 1)-dimensionale analytische Menge ab- 
gebildet wird — im Widerspruch zur Voraussetzung, daB M héchstens 
(d — 2)-dimensional sein soll. 

4. Von besonderem Interesse sind die monoidalen Modifikationen mit 
singularitatenfrei eingebetteten Basen. Wir zeigen: 

2a:X-—+X sei eine monoidale Modifikationsabbildung des irreduziblen 
n-dimensionalen komplexen Raumes X auf den (irreduziblen) komplexen 
Raum X mit einer nichtleeren, singularitétenfrei eingebetteten, irreduziblen, 
k-dimensionalen Basis N. Dann gilt: 

a) Ist N (n — 1)-dimensional, so ist 2 biholomorph. 

8) Ist M eine singularitatenfrei in N eingebettete, irreduzible, /-dimensionale 
analytische Menge, so ist x (mM ) irreduzibel, (n — k — 1 + 1)-dimensional und 
singularitatenfrei in z (N) und X eingebettet. 

Bemerkungen: y) Insbesondere gilt also: n(N ) ist eine irreduzible, sin- 
gularitatenfrei in X eingebettete, analytische Menge. 

6) Aus dem Beweise wird sich ergeben: Fiir P ¢ N ist x ( P) zum komplex- 
projektiven Raum P*~-*~-! analytisch isomorph. 
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e) Ferner werden wir erhalten: Ist N héchstens (n — 2)-dimensional, so 
ist X eine o-*-Modifikation von X beziiglich N%). 

Der Beweis ist elementar: Bis auf die Behauptung der-Irreduzibilitat von 
z (M) hat die obige Aussage lokalen Charakter. Wir nehmen deswegen zunachst 
zusatzlich an, daB X eine offene Hyperkugel des (" (versehen mit einem 
inhomogenen (X,,..., X,)-Koordinatensystem) sei, in der N durch 
X,=:::=Z,-,=0 und M durch X,=--- = X,_,= ++: = X,_,;=0 ge- 
geben seien. 

Ist N (n — 1)-dimensional, so kénnen wir X mit dem Graphen der durch 
X,, X, definierten meromorphen Abbildung von X in die Riemannsche Zahlen- 
kugel P! (die ein homogenes (P,, P,)-Koordinatensystem trage) identifizieren. 
X wird dann in X xP! durch X, P,— X,P,= 0 gegeben; also ist X = X x 
x {(1, 1)} und zu X analytisch isomorph. 

Es gelte nun 0 = k < n— 2. Dann |aBt sich X mit dem Graphen der durch 
X,,..., X,~, definierten meromorphen Abbildung von X in den (n—k—1)- 
dimensionalen, komplex-projektiven Raum P"~*~-? gleichsetzen. Pragen wir 
pr-*-1 ein homogenes (P,,..., P,—,.—,)-Koordinatensystem ein, so ist 
X in XxP*-*-! das genaue Nullstellengebilde von X,P,;_,— X;P;-,, 
1,j=1,...,n—E&. a (M) ist durch diese und die weiteren Gleichungen 
Xn-e+1= °°‘ = X,-, = 0 festgelegt. 

Fiir den Spezialfall, daB X eine geniigend kleine offene Hyperkugel des C* 
darstellt, ist die obige Aussage bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall ist nur noch 
die Irreduzibilitat von a (M) nachzuweisen. Da x (M) singularitatenfrei in X 
eingebettet ist, ist hierzu nur der Zusammenhang von a (M)-zu zeigen: 


Q,. Q. seien Punkte auf a(M) mit den Bildern x(Q,) = Q,, 7(Q,) = Q.. 
Da M zusammenhangend ist, existicren auf M endlich viele Punkte P,,..., P,,, 
P,= Q, Pn= Q_ mit in X offenen Hyperkugelumgebungen Up,, 1 < s <= m 
die fiir s+ m den Bedingungen M - Up, \ Up,,,+ © geniigen. Diese Um- 


gebungen kénnen wir uns so klein gewahlt denken, daB in ihnen affine Ko- 


ordinatensysteme (X‘*,..., X‘) eingefiihrt werden kénnen, mit deren Hilfe 
Nm Up, durch Xf = +++ = X® .= 0 und Mr Up, durch X% ahi XxX ,=0 
gegeben werden kénnen. Nach dem Vorausgehenden ist dann 7:(Up,7 M) 


zusammenhangend. Da fiir s + m iiberdies a(Up,) An (Up, ,,) 9 x (M) +2, 


ist auch x (M) zusammenhangend. 

5. Es interessieren allgemeine Kriterien, die zu entscheiden gestatten, ob 
eine gegebene eigentliche Modifikationsabbildung projektiv ist. Wir geben im 
folgenden einige einfache Bedingungen an. 


a) Gsei eine analytische Menge im Produkt X x P’ eines komplexen Raumes 
X mit dem r-dimensionalen komplex-projektiven Raum P*. Es gebe in P* eine 


*3) Zu diesem Begriff siehe [11]. 
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ay: G+ X eine eigentliche Modifikationsabbildung, so ist zy eine projektive 
Modifikationsabbildung. 

Der Beweis ist einfach: Versehen wir etwa P’ mit einem solchen homogenen 
(Zo, . . ., Z,)-Koordinatensystem, so daB H durch Z,= 0 charakterisiert’ wird. 
¢,,---,¢, seien die Beschrinkungen der in X xP" meromorphen Funktionen 
Z; Z, 

Zz pee ey Zz 
yu: X—Pr, die durch die meromorphen Funktionen 1, ¢, 0 Wai os eG on x 
definiert wird. 

b) Man iiberlegt sich unschwer, daB eine derartige Hyperebene H schon 
existiert, wenn G in abzahlbar viele irreduzible Komponenten G,, i=1,2,... 
zerfallt. 

Wir nutzen zum Beweise die nachstehende Aussage aus, die aus [15], § I, 5. 
folgt : Ist L eine Hyperebene des P’, so ist G; in X x L enthalten oder G,~\(X x L) 
liegt auf G, diinn. 

Wahlen wir auf jeder irreduziblen Komponente G, einen Punkt P, und 
betrachten wir die Projektionen P, dieser Punkte in P’. Es existiert eine Hyper- 
ebene H des P’, die keine der Punkte P; enthalt. Nach der obigen Aussage ist 
dann Gf (X xH) auf G diinn. 

c) Aus b) folgt sofort: X sei eine lokal-analytische Menge eines projektiven 
Raumes P*), die in abzahlbar viele irreduzible Komponenten zerfallt. Dann 
ist eine eigentliche Modifikationsabbildung 2: X + Y stets projektiv. — Zum 
Beweise beachte man nur, daB der Graph von a zu X analytisch isomorph ist. 





auf G. Dann ist G der Graph der meromorphen Abbildung 


§ IV 

Es interessiert, welcher Zusammenhang zwischen den hier definierten pro- 
jektiven Modifikationen komplexer Raume und den dazu analogen Trans- 
formationen der algebraischen Geometrie besteht. Die Ergebnisse von I. P. 
SERRE in [21] gestatten, auf diese Frage eine einfache Antwort zu geben. 

1. Fir unser Anliegen erweist es sich als zweckmaBig, die den projektiven 
Modifikationen komplexer Raéume entsprechenden Transformationen so weit 
wie méglich analog dem analytischen Fall durchzufiihren. Skizzieren wir kurz 
das Verfahren*). 

a) In der Begriffswahl schlieBen wir uns I. P. Serre [20] an. Den Begriffen 
des komplexen Raumes, der analytischen Menge, der holomorphen Funktion, 
der holomorphen Abbildung, der Garbe der holomorphen Funktionskeime iiber 
einem komplexen Raum, der analytischen Garbe entsprechen hierbei die Be- 
griffe der algebraischen Varietaét (iiber einem algebraisch-abgeschlossenen 
Grundkérper K, der in diesem Abschnitt fest gewahlt sei), der abgeschlossenen 
Menge (— jede algebraische Varietat ist mit der sogenannten Zariski-Topologie 
versehen —), der reguliren Funktion, der reguliren Abbildung, der Garbe der 


*4) Unter einem projektivén Raum schlechthin verstehen wir einen einfach- oder 
mehrfach projektiven Raum. Jeder mehrfach-projektive Raum kann singularitatenfrei 
in einen einfach-projektiven Raum eingebettet werden. 

%5) Siehe [12}. 
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Stellenringe iiber einer algebraischen Varietat, der algebraischen Garbe. (Wir 
wollen im folgenden unter einer algebraischen Garbe stets eine Garbe von 
Moduln mit der Stellenringgarbe als Operatorgarbe verstehen.) Als Analogon 
zum Begriff der eigentlichen holomorphen Abbildung wird in [8] der Begriff 
der eigentlichen regularen Abbildung einer algebraischen Varietat eingefiihrt : 

Definition 6: Zine regulére Abbildung p : X + Y einer algebraischen Varietét 
X in eine algebraische Varietit Y heift eigentlich, wenn gilt: Ist Z eine beliebige 
algebraische Varietat, ist 1: Z—+ Z die Identitét, so bildet pxit:XxZ> YxZ 
abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab. 

Fir Anwendungen erweist sich die folgende Aussage als sehr niitzlich: 

gy: X— Y sei eine regulire Abbildung der in einen (einfach- oder mehr- 
fach-) projektiven Raum P (iiber K) eingebetteten algebraischen Varietaét X 
in eine algebraische Varietat Y. Dann ist m genau dann eigentlich, wenn sein 
Graph G, in P x Y abgeschlossen ist (siehe [8 }). 

Es liegt nahe, Definition 1 zu tibertragen. 

Definition 7: Eine reguldre Abbildung py: X - Y einer algebraischen Varietit 
X in eine algebraische Varietét Y heiBt eine eigentliche’ Modifikationsabbildung, 
wenn @ eigentlich regulir ist und auf X eine offene, dichte Menge existiert, die 
durch p biregulir auf eine in Y offene und dichte Menge abgebildet wird. — 
X nennen wir in diesem Fall eine eigentliche Modifikation von Y. 

Den meromorphen Abbildungen komplexer Raume entsprechen die voll- 
standigen rationalen Abbildungen algebraischer Varietiten. 


Definition 8: Eine Abbildung yu einer algebraischen Varietit X in die Potenz- 
menge einer algebraischen Varietét Y heiBt eine vollstindige rationale Abbildung 
von X in Y, wenn thr Graph G, in X x Y abgeschlossen ist und die (mengen- 
theoretische) Projektion a:G,—X eine eigentliche Modifikationsabbildung 
darstellt?*). 

u:X-—Y sei eine vollstandige rationale Abbildung einer algebraischen 
Varietat X in eine algebraische Varietét Y. Dann existiert auf X eine kleinste 
abgeschlossene Menge N — die selbstverstindlich diinn ist®”) — derart, daB 
X —N durch yu regular abgebildet wird. N nennen wir die Unbestimmtheits- 
oder die Singularitatenmenge von yu. — Ist M eine lokal-abgeschlossene Menge 
auf X, deren Durchschnitt M7 N auf M diinn liegt, so laBt sich eine voll- 
standige rationale Abbildung 7: M > Y angeben, die auf M— Mr N mit uw 
iibereinstimmt und die wir daher als Beschriinkung von 4: auf M bezeichnen. 

**, Nennen wir eine Abbildung / einer algebraischen Varietat X in die Potenzmenge 
einer algebraischen Varietét Y eine rationale Abbildung von X in Y, wenn ihr Graph G, 
in X x Y abgeschlossen ist und auf G, eine offene und dichte Menge existiert, die durch die 
(mengentheoretische) Projektion g: G,—> X biregular auf eine in X offene und dichte 
Menge abgebildet wird. Dann gilt: Ist X irreduzibel, so ist 4 genau dann vollstandig 
rational, wenn G, (im Sinne von A. Wertz) iiber jedem Punkte von X vollstandig ist. — 
Zum Beweise benutze man das Lemma 1 der Arbeit W.C.CHow, On the projective 
imbedding of homogeneous varieties, Lefschetz’s volume, Princeton 1956, 123—128. 

*) Eine abgeschlossene Menge N einer algebraischen Varietat X nennen wir diinn 
(auf X), wenn X — N auf X dicht liegt. 
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. 

Analog zu Definition 4 kénnen wir den Begriff der rationalen Funktion ein- 
fiihren. Hierbei fassen wir die eindimensionale affine Ebene K' iiber K als Teil- 
raum des eindimensionalen projektiven Raumes P" iiber K auf. 

Definition 9: Eine vollstindige rationale Abbildung yu: X > P* einer alge- 
braischen Varietit X in den projektiven Raum P* heift eine rationale Funktion 
auf X, wenn pu keine irreduzible Komponente von X in den ,,unendlich fernen‘ 
Punkt © wirft. 

In der Menge K (X) der rationalen Funktionen auf X |aBt sich in natiirlicher 
Weise eine Ringstruktur definieren. 

Analog zu Definition 5 fiihren wir ein: 

Definition 10: {: X + P! sei eine rationale Funktion, 0 sei der Nullpunkt des 
affinen Teilraumes K' c P'. Unter der Null- wnd unter der Polstellenmenge von { 
verstehen wir die Menge 7 (0) bzw. } (0) (f "tet analog zum analytischen Fall 
erklart). ° 

In naheliegender Weise 1a8t sich vermittels eines Garbendatums die alge- 
braische Garbe #, der rationalen Funktionskeime iiber X konstruieren und 
Definition 10 auf algebraische Untergarben von # y erweitern: 


Definition 10a: J set eine algebraische Untergarbe von #y. Ein Punkt P « X 
heiBt Polstelle von 4, wenn eine offene Umgebung Up von P mit einer in Up 
rationalen Funktion { « ['(Up, 4) existiert, die P als Polstelle besitzt. — Ein 
Punkt P heiBt Nullstelle von 4, wenn jede in einer beliebigen offenen Umgebung 
Up von P rationale Funktion g « [' (Up, %) in P eine Nullstelle besitzt. 


Ferner bendtigen wir noch den Begriff der Unbestimmtheitsstelle einer 
algebraischen Untergarbe 4% C #y. 

Definition 10b: Zin Punkt P « X heiBt Unbestimmtheitsstelle von %, wenn 
eine offene Umgebung Up von P mit einer in U p rationalen Funktion g < ['(U p, F) 
existiert, so daB die Beschriinkung von g auf eine beliebige in Up enthaltene. 
offene Umgebung von P diesen Punkt als Unbestimmtheitsstelle besitzt. 

Mit Hilfe des sogenannten Hauptsatzes von ZaRIsKI (siehe [27]}) laBt sich 
zeigen, daB die Polstellenmenge einer koharenten, algebraischen Untergarbe 
4 ~ Ay auf X abgeschlossen ist. Setzen wir zusitzlich die Normalitét von X 
voraus (d. h. daB fiir P ¢ X die Stellenringe Op, , ganz-abgeschlossene Integri- 
titsringe sind). so erhalten wir ebenfalls aus dem Hauptsatz von ZaRISKI: 
Ist % koharent, so ist die Vereinigung der Null- und der Polstellen von ¥% auf X 
abgeschlossen: eine Unbestimmtheitsstelle ist eine Polstelle. 

b) Die zu § I. 4. entsprechenden Aussagen gewinnt man leicht mit Hilfe des 
im AnschluB an Definition 6 zitierten Satzes. Bei Beachtung des folgenden 
trivialen Sachverhaltes lassen sich auch die Beweise in § II tibertragen (— man 
beachte. daB die Zariski-Topologien algebraischer Varietaten im allgemeinen 
nicht hausdorffsch sind —): Stimmen die regularen Abbildungen f/f: X > Y, 
y: X + Y einer algebraischen Varietit X in eine algebraische Varietét Y auf 
ciner in X dicht liegenden* Punktmehge iiberein, so sind sie identisch. 

Es sei ¥ eine koharente algebraische Untergarbe der Garbe #y der ratio- 
nalen Funktionskeime iiber X. Es mége auf X eine diinne Menge N existieren, 
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die die Pol-, Null- und Unbestimmtheitsstellen von % enthalt. (Ist X normal, 
so geniigt es, vorauszusetzen, daB die Menge aller Null- und aller Polstellen 
von £ — die ja abgeschlossen ist — auf X diinn liegt.) Dann l4Bt sich analog 
zu § III, 1. mit Hilfe von J eine eigentliche Modifikation X von X konstruieren. 
X nennen wir ebenfalls eine projektive Modifikation von X und die natiirliche 
Abbildung 2: X + X bezeichnen wir als projektive Modifikationsabbildung. 
x ist auBerhalb von N biregular. — Ist % die maximale algebraische Unter- 
garbe der Stellenringgarbe tiber X, die eine vorgegebene diinne Menge N als 
Nullstellenmenge besitzt**), so ist X eine monoidale Transformation von X 
mit der Basis NV. 

2. Im folgenden betrachten wir nur algebraische Varietiten iiber dem 
Grundkérper € der komplexen Zahlen. 

a) Jeder algebraischen Varietaét X 14Bt sich in kanonischer Weise ein 
komplexer Raum X* mit derselben Tragermenge zuordnen. Auf X abge- 
schlossene Mengen sind auf X* analytisch. Eine algebraische Garbe % iiber X 
definiert auf natiirliche Weise eine analytische Garbe %* iiber X*. Betrachten 
wir nun den Fall einer koharenten algebraischen Untergarbe % der Garbe #y 
rationaler Funktionskeime tiber X (@y sei die Stellenringgarbe iiber X): Zu 
jedem Punkt P ¢ X existiert eine in X offene Umgebung Up mit endlich vielen 
auf Up rationalen Funktionen o(”, . . ., of? ), die fiir Q ¢ Up tiber dem Halm 
Og,x den Halm %Q erzeugen. Da rationale Funktionen meromorph sind, er- 
zeugen sie ebenfalls iiber dem Halm #9, y+ der Strukturgarbe #y* iiber X" 
einen #9, x-Modul; dieser Modul ist der Halm %% der % zugeordneten 
analytischen Garbe .£%*. — In [21], prop. 4, wird iiberdies gezeigt: Ist # die 
maximale algebraische Untergarbe von 0, mit der abgeschlossenen Menge NV 
. als Nullstellenmenge, so ist %* die maximale analytische Untergarbe in # y+ 
mit der Nullstellenmenge N. 

b) Die Bedeutung der folgenden Aussage fiir unsere Uberlegungen liegt 
auf der Hand: 

Eine auf der algebraischen Varietat X offene und dichte Menge liegt auf dem 
X zugeordneten komplexen Raum X* ebenfalls dicht. Wird X vermége einer 
regularen Abbildung ¢ in eine algebraische Varietét Y mit dem zugeordneten 
komplexen Raum Y" abgebildet, so stimmen die abgeschlossenen Hiillen von 
y(X) in Y und Y* iiberein (siehe [21], prop. 5 und prop. 7). 

Hieraus ziehen wir zunachst eine Folgerung: 

Der Durchschnitt Ny der Nullstellenmengen der auf X rationalen Funk- 
tionen Wp», ..., @, (r = 1) liege auf X diinn (d.h. X — Ny sei offen und dicht 
auf X). Dann definieren diese Funktionen analog zu § I, 4. eine vollstandige 
rationale Abbildung 4 von X in den r-dimensionalen projektiven Raum P’ 
(hier als algebraische Varietat iiher dem Grundkérper C aufgefaBt). Da nach 
dem Vorausgehenden Ny auf X diinn liegt, erzeugen wo, . . ., w, ebenfalls eine 


8) Zu einer vorgegebenen ‘abgeschlossenen Menge N einer algebraischen Varietat X 
gibt es genau eine maximale algebraische Untergarbe der zu X gehérigen Stellenringgarbe, 
die N als Nullstellenmenge besitzt; diese algebraische Untergarbe ist kohiarent. 
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meromorphe Abbildung yu’: X*—+ P” von X* in den P’ zugeordneten kom- 
plexen Raum P”. Wir behaupten, daB die Graphen G, von « und G,, von py’ 
identisch sind. — Der Nachweis ist trivial: Bezeichnen wir mit 7 die Be- 
schrankung von uw auf X — WN (N sei die Vereinigung der Polstellenmengen 
und der Unbestimmtheitsmengen von ap ,...,@, mit der Menge Ny), mit 
«:X—+X die Identitét und mit 4 die Diagonale in X x X, so bildet «x7 
die Menge 4 ~ [(X —N) x(X —N)] regular in X xP’ ab. Da G, und G,, die 
abgeschlossenen Hiillen von «x “(4 ~ [(X — N)x(X — N)]) in X xP bzw. 
X* x P” darstellen, sind sie nach dem oben zitierten Satz identisch. 

3. Nun 1aBt sich leicht folgern: 

SF sei eine koharente algebraische Untergarbe der Garbe #y der rationalen 
Funktionskeime tiber der algebraischen Varietit X, %* die % zugeordnete 
koharente analytische Garbe tiber dem X zugeordneten komplexen Raum X”. 
Es gebe auf X eine diinne Menge N, die die Pol-, Null- und Unbestimmtheits- 
stellen von ¥ enthilt. Ist dann X eine von ¥ erzeugte projektive Modifikation 
von X mit einer projektiven Modifikationsabbildung 2: X + X, so laBt sich 
der X zugeordnete komplexe Raum X* als eine durch /* erzeugte projektive 
Modifikation von X* mit der zugehérigen projektiven Modifikationsabbildung 
a: X*-» X* auffassen. 

Insbesondere gilt also nach einem in 2. a) zitierten Satz von Serre: Ist X 
eine monoidale Transformation von X mit der Basis N, so ist X* eine monoidale 
Modifikation von X* mit der Basis NV. 
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Zur Theorie der ebenen birationalen 
Beriihrungstransformationen II. 


Der Grad der Bildkurven 
Von 
Orr-Hetnricu KELLER in Halle 


Cart Lupwic Srecet in Verehrung zum 60. Geburtstag 


Bei einer Cremona-Transformation der Ebene bauen die Bilder der Geraden 
cin lineares Kurvennetz auf, und dieses ist durch die Angabe seiner Funda- 
mentalpunkte vollstandig bestimmt. Um sich also eine Ubersicht iiber alle 
méglichen Cremona-Transformationen der Ebene zu verschaffen, geniigt es, 
alle méglichen Systeme von Fundamentalpunkten zu betrachten. Dieses 
System muB drei (nicht unabhingige) Bedingungen erfillen: 1. Das Netz der 
durch sie gehenden Kurven des betreffenden Grades muB die Dimension 2 
haben. 2. Zwei allgemeine Kurven des Netzes diirfen sich auBer in den Basis- 
punkten nur noch in einem allgemeinen Punkt der Ebene schneiden. 3. Das 
Geschlecht der allgemeinen Kurve muB 0 sein. DaB dann durch den allgemeinen 
Punkt der Ebene ein Biischel von Kurven des Netzes geht, ist trivial. 

Bei den ebenen birationalen Beriihrungstransformationen liegen die Ver- 
haltnisse verwickelter. Das System der Bilder der Punkte der einen Ebene in 
der anderen Ebene ist nicht mehr linear. Wohl aber gibt es auch bei ihnen 
Fundamentalelemente: Fundamentalpunkte, durch die alle Kurven des Systems 
mit bestimmten Vielfachheiten und in bestimmten Weisen hindurchgehen und 
Fundamentalkurven 1. Art, die sie in bestimmter Weise beriihren. (Sie werden 
noch Fundamentalkurven 2. Art haben, feste Bestandteile eindimensionaler 
Teilmannigfaltigkeiten, aber diese spielen hierbei nicht mit.) AuBerdem werden 
sie noch eine gewisse Anzahl von Doppelpunkten und Spitzen in allgemeinen 
Punkten der Ebene haben. Diese Forderungen miissen den Koeffizienten der 
Kurvengleichungen so viele Bedingungen auferlegen, daB ihre Mannigfaltigkeit 
die Dimension 2 hat. Das ergibt Anzahlbedingungen fir die Fundamental- 
elemente, die sich leicht tiberblicken lassen. Die Anzahl der frei veranderlichen 
Doppelpunkte und Spitzen ergibt sich dann daraus, daB das Geschlecht Null 
sein muB. Es folgt dann, daB sich zwei benachbarte Kurven auBer in den 
Fundamentalelementen noch in genau einem allgemeinen Punkte der Ebene 
schneiden. Es ist aber durchaus nicht mehr trivial, es ist im allgemeinen auch 
gar nicht richtig, daB dann durch den allgemeinen Punkt der Ebene ein 
Biischel von Kurven hindurchgeht. Wir miissen nur fordern, daB durch ein 
allgemeines Linienelement genau eine Kurve des Systems geht. Aber auch dies 
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ist bei beliebiger Wahl der Fundamentalelemente nicht gewahrleistet, sondern 
die Fundamentalelemente miissen so gewahlt werden, daB das durch sie be- 
stimmte Kurvensystem zerfallt in einige unwesentliche Bestandteile 
(z. B. Systeme zerfallender Kurven) und in ein System nicht zerfallender 
Kurven, das die eigentliche Transformation vermittelt, von dem also durch das 
allgemeine Linienelement genau eine Kurve hindurchgeht. Wenn also ein 
System von Fundamentalelementen zur Priifung vorgelegt ist, wird die 
Mannigfaltigkeit aller den Bedingungen geniigenden Kurven einen gewissen 
Grad haben (der bei Cremona-Transformationen 1 ist). Man wird zunachst 
nach Teilmannigfaltigkeiten 2. Dimension von zerfallenden Kurven und nach 
dem Grad dieser Teilmannigfaltigkeiten zu fragen haben, Dann aber ergibt 
sich die Frage: Ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit von Kurven, von denen 
héchstens eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit zerfallt, irreduzibel, oder kann 
sie in Teilmannigfaltigkeiten zerfallen, von denen jede eine andere Beriihrungs- 
transformation definiert? Ist also ein System von Fundamentalelementen zu 
verwerfen, wenn es durch ein allgemeines Linienelement der Ebene mehr als 
eine den Bedingungen geniigende, nicht zerfallende Kurve gibt, oder kann es 
noch eine Vorschrift geben, die auch in diesem Fall noch eindeutig eine be- 
stimmte Kurve als Tragerin der Transformation auszuwahlen gestattet ? Erst 
wenn diese Frage geklart ist, kann man mit abzahlenden Methoden entscheiden, 
ob durch das Fundamentalsystem eine birationale Beriihrungstransformation 
definiert ist oder nicht: Das ist, wenn die Irreduzibilitat der Kurvenmannig- 
faltigkeit sicher steht, dann und nur dann der Fall, wenn es durch das all- 
gemeine Linienelement genau eine den Bedingungen geniigende Kurve gibt. 
Um die Frage nach dieser Irreduzibilitaét soll es im folgenden gehen. Wir 
nehmen dabei an, daB ein Bestandteil eine birationale Beriihrungstransforma- 
tion vermittelt. Ob ein Zerfall in mehrere Bestandteile, von denen keiner eine 
solche vermittelt, méglich ist, lassen wir dahingestellt. 

Unsere Frage hangt mit einer anderen eng zusammen: Es sei eine beliebige 
Kurve / = 0 vom Grade n gegeben. Wir kénnen nach ihrem Bild, insbeséndere 
nach dem Grad dieses Bildes fragen. Ist dieser Null, so ist die Kurve das Urbild 
eines Punktes. Bei einer Cremona-Transformation ist die Frage wieder sehr 
einfach zu beantworten: n multipliziert sich mit dem Grad der Cremona- 
Transformation, und davon wird noch fiir jeden i-fachen Fundamentalpunkt 
das i-fache der Vielfachheit von f in diesem Punkte abgezogen. Auch hier ist 
die entsprechende Formel fiir Berithrungstransformationen wesentlich ver- 
wickelter und soll im folgenden behandelt werden. 


§ 1. Zusammenstellung bekannter Tatsachen 


Zwischen zwei Ebenen e und E mit den homogenen Koordinaten 
x= (Xp, 2, %) und X = (X,. X,, X,) sei eine birationale Berihrungstrans- 
formation gegeben. Die Bilder der Linienelemente eines Punktes X erfiillen 
eine Kurve F(x, X) = 0, wobei X als fest, x als veranderlich gedacht ist. Halt 
man x fest und lat X veranderlich werden, so stellt dieselbe Gleichung die 
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Bilder der Linienelemente des Punktes z dar. F sei in x homogen vom m-ten, 
in X homogen vom M-ten Grad. Fiir die verschiedenen Werte von X bilden 
die Kurven F = 0 in e ein 2-dimensionales System. Um das Bild eines Linien- 
elementes | mit dem Trager x° zu finden, suchen wir die Kurve F = 0, die 
durch / hindurchgeht; ihr Bildpunkt ist X. Die Kurve F(x°, X) = 0 bestimmt 
dann in X das Bildlinienelement. 

Die Kurven F = 0 gehen durch gewisse Basispunkte mit gewissen vor- 
geschriebenen Vielfachheiten hindurch. Sie beriihren gewisse Kurven, die 
Fundamentalkurven 1. Art in gewisser Weise. Dariiber gilt [6]: 

Satz 1. Beriihren die Kurven F = 0 eine Kurve k in e etwa q-punktig, so 
haben die Bilder der Punkte von k einen q-fachen Bestandteil. 

Satz 2. Es ist nicht méglich, daB die allgemeine Kurve F = 0 im allgemeinen 
Punkt einer Kurve k singulir wird. (Eine Singularitaét der allgemeinen Kurve 
F = 0 liegt entweder in einem Basispunkt oder im allgemeinen Punkt der 
Ebene.) 

Dual dazu: Es ist nicht méglich, daB die allgemeine Kurve F = 0 eine durch 
einen Basispunkt gehende allgemeine Gerade zur mehrfachen Tangente hat. 

Satz 3. Hat die allgemeine Kurve F = 0 im allgemeinen Punkt der Ebene eine 
Singularitat, so ist diese ein Doppelpunkt oder eine gewédhnliche Spitze. Hat 
F(x, X°) = 0 in 2° eine Singularitaét einer bestimmten Art, so hat F(x°,X)=0 
in X° die gleiche. Zwischen den Punkten der Ebenen e und Z werden auf diese 
Weise zwei Korrespondenzen hergestellt, eine, G,, fiir die Doppelpunkte, und 
eine, Bo, fiir die Spitzen. Sie seien (b,, B,;)-deutig und vom 6,-ten Grad. 

Wir bendétigen weiter einige Rechenregeln fiir die Resultante mehrerer 
(dreier) Polynome in mehreren (drei) homogenen Veranderlichen [8]. 

Es seien uns also drei Polynome /,, /,, /,, homogen von den Graden 7, 9, 3 
in drei Veranderlichen z,, 22, 23 gegeben. 

1. Die Resultante 

R ( fishes fs ) 


Ty, Lg, Ly 


ist ein Polynom in den Koeffizienten der /,; und hangt, abgesehen vom Vor- 
zeichen, weder von der Reihenfolge der f; noch von der der x; ab. Das Vorzeichen 
wird im folgenden keine Rolle spielen, und wir wollen das Gleichheitszeichen 
zwischen einer Resultante und irgendeinem Ausdruck stets so verstchen, dab 
damit iiber das Vorzeichen nichts ausgesagt wird. 

2. In den Koeffizienten /; hat die Resultante den Grad 


N,* Ng" Nz 
wet 
3. Zerfallt etwa /; in zwei Faktoren f; und fj’, so wird 
fifistets\  p (filets). p(firterts 
B( Man) *(ea0) Bless): 


%, XX ©, X_ ys %, %_% 


4. Wir machen die Polynome inhomogen, indem wir etwa x,= 1 setzen. 
Die gemeinsamen Nullstellen von /, und f, seien (x, xf) (i = 1, ..., mm). 














242 Orr-Hernricn Keer: 


Dann wird: 
MMe . 
R e hes .) _— (' (21> Xap O) fa (Zi, Ze» 4 ‘. i fs(x®, x, 1). 


©, %_ Xs x t 
5. Die Resultante andert ihren Wert nicht, wenn man zu einem beliebigen 
Polynom ein beliebiges Vielfaches eines anderen addiert. | 


6. Es ist | 
2 — [x (/#)p , 
, 5.55; 


wo gq der Grad von ¢ ist. Denn die Nullstelle von g lasse sich in Gruppen von 
je q zusammenfassen, die jeweils demselben Wert von @ entsprechen. Fiir sie 
hat dann auch / jeweils denselben Wert. Die Darstellung der Resultante durch 
das Produkt der Werte von f in den Nullstellen von g ergibt dann die Be- 
hauptung. 


ie icicle 
x 1 





§ 2. Die Ausgangsformel 

Wir nehmen an, die Koeffizienten von / seien voneinander unabhangige 
Unbestimmte. Wir versuchen, fiir den Grad N des Bildes von f eine Formel 
aufzustellen, in der zunichst noch einige uneigentliche Bestandteile mit darin- 
stecken, die wir in den nachsten Paragraphen wieder heraussondern miissen. 

Um das Bild des im Punkte x zu f= 0 gehdérigen Linienelementes zu 
finden, suchen wir diejenige Kurve F(x, X°) = 0, die f = 0 in z beriihrt. Es 
sind also in x folgende drei Gleichungen erfiillt : 


(la) f=0 

(1b) Rang (ppsr.,) = ° 
(le) F=0Q. 

Aus (1b) greifen wir etwa die Gleichung 

ap) raPa~ 


heraus, bezeichnen sie mit DF = 0 und eliminieren zo, z,, x. aus (la, b’, c), 
indem wir die Resultante gleich 0 setzen: 


R,- a(t”). ‘ 
Xo T% Ty 


Dies ist eine Gleichung fir X allein. R,= 0 enthalt das Bild von f = 0 als 
Bestandteil. Der Grad von R, ist nach Regel 2: 


(2) Grad (R,) = Mn(n + m—2)+ Mnm. 


Ist nun 2, +0, so folgt mittels der Eulerschen Identitat fiir homogene Funk- 
tionen aus DF = 0 das Verschwinden auch der beiden anderen Unterdeter- 
minanten von (1b). Ist aber z,= 0, so ist nf = x9f,,+ 2,/,, und mF = x,F, + 
+ 2,F,, und da (29, z,) + (0,0), folgt aus dem Verschwinden von f und F 
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auch das Verschwinden von DF. R, wird also den Faktor R,= R = ~ als 
1 2 
Faktor enthalten. Es ist 
4 R he, R (™ x,,9), F(x, x,, 0) 
_ Xo xy ) 


und hat in X den Grad Mn. Den Nullstellen von R, entspricht im allgemeinen 
keine Lésung von (1), und wir miissen den Grad von R, von (2) abziehen. Wir 
erhalten fiir den Grad des Bildes von f 


(3) N = Mn(n + 2m—3)—N,, 


wobei N, die Summe der Grade weiterer, durch die Besonderheiten der Trans- 
formation bedingter unwesentlicher Faktoren von R, bedéutet. 


§ 3. Der Einflu8 mehrfacher Bestandteile 
und frei verinderlicher Singularititen yon F 


Da / = 0 unter der angegebenen Annahme nirgends singular wird, liefert 
eine Lésung von (1) nur dann nicht das Bild des durch { = 0 bestimmten 
Linienelementes in x, wenn dort F = 0 singular wird. Dabei sind drei Fille 
mdglich. 

1. F = 0 hat auf / = 0 einen Doppelpunkt oder eine Spitze. 

2. F = 0 zerfallt und hat einen mehrfachen Bestandteil. Dieser mége dem 
allgemeinen Punkt auf einer Fundamentalkurve 1. Art in E entsprechen. Es 
wird also in e eine ganze l|-dimensionale Schar von solchen mehrfachen Be- 
standteilen geben, und durch jeden Punkt von / = 0 werden ein oder mehrere 
von ihnen gehen. 

3. F = 0 zerfallt und hat einen mehrfachen Bestandteil. Dieser sei eine 
Fundamentalkurve 2. Art, und allen ihren Punkten entsprechen alle Punkte 
einer gewissen Kurve in EZ, die auch wieder Fundamentalkurve 2. Art ist. 

Andere Fille gibt es nicht. 

1. Die allgemeine Kurve F = 0 habe in einem allgemeinen Punkt von e 
einen Doppelpunkt oder eine Spitze (andere Singularitéten kann es nach 
Satz 2 nicht geben). Durch die in Satz 2 erwaihnte Korrespondenz vom Grade b 
werde {f = 0 auf eine Kurve K(X)=0 vom Grade n-b abgebildet. Ist die 
Korrespondenz durch 


(4) x = 9(X) 


gegeben, so erhalten wir K durch Einsetzen in / und Bildung der Norm, da ja g 
im allgemeinen algebraische, nicht rationale Funktionen sind. Um nun den 
Einflu8 auf die Resultante zu untersuchen, beachten wir, daB sich DF in der 
Umgebung von z wie eine erste Polare von F verhilt, also mit F = 0 einen 
2- bzw. 3-fachen Schnittpunkt hat. Die Koordinaten dieses Schnittpunktes 
rechnen wir nach (4) um und setzen sie in / ein. Die so erhaltene Resultante 
enthalt K in der 2- bzw. 3-ten Potenz. Sie spaltet also unwesentliche Bestand- 
teile vom Grade 2n 6 bzw. 3n 6 ab. Die Anzahlen der Singularitaten der all- 
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gemeinen Kurve F = 0 spielen dabei keine Rolle. Ebenso ist es unwesentlich, 
ob dieselbe Kurve F = 0 mehrere Singularitaten auf / = 0 hat. In diesem Falle 
enthalt K eben einen mehrfachen Bestandteil. 

2. Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit von Kurven f/ = 0 zerfallt in e 
und hat mehrfache Bestandteile. Diese Kurven entsprechen den Punkten einer 
Fundamentalkurve 1. Art G in Z. Jedem ihrer Punkte entsprechen J-fache 
Kurven kp= 0 von den Graden ¢, in e (J’=1,2,... entsprechend einer 
J’-punktigen Beriihrung der allgemeinen Kurve F = 0 mit G). Jedes kp hinge 
wirklich von X ¢ G ab. Es wird also 


F= [7k-+G4-J 
r 
DF = IT kf 2-28 4. G- Du. 
r 


r 


Dabei hingt G nur von X ab und J ist ein von den beiden Koordinatenreihen 
abhangiger, im tibrigen unwesentlicher Faktor. Es wird: 


R(}, DF, F) = Rij, J DF, F) ++ mit A = Rif, J, F) 


= Rif, J DF —F DJ, F) + 
- R(f, Wk > (J kp Sr 2 — DJ I kr) P) _ 


r k, 
Setzen wir J J] kp S* Ph DJ Ikp=L und Rij, L, F) = B, so wird 
r ’ r 
R(f, DF, F) = ITR(}, kr, FY? - 4 
r 


- ITR(j, kr, G1 28 mit C=ITR(f, kp, J)-} 
r 
= 70 £6 mit Q=n2r(I—1) Tr. 


Um nun zu untersuchen, ob & noch G enthalt, formen wir zunachst A und B 


um. Beachten wir, daB wir die Restklassenbildung (mod G) mit der Resultanten- 
bildung vertauschen diirfen (da G nicht von xz abhangt), so wird 


A= R(f, J, F) = ITR(f, J, kp)” 
r 
£5 = ITR(, J, kr IT R(f, k, kr) +" “ ITI? R(j, Dkr, kr)’ (mod @) . 
r r+I 


r 


Soll dieses Produkt = 0 (mod @) sein, so muB es zu jedem Punkt X ¢ G Punkte 
x € e geben, fiir die /, ein kp und noch J oder ein k, oder Dkr verschwinden. 
Diese Punkte kénnen nun erstens fiir alle Punkte X ¢ G dieselben sein; es 
handelt sich im ganzen um endlich viele Punkte. Durch einen solchen Punkt 
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miissen fiir mindestens ein J" simtliche ky hindurchgehen. Diese Punkte 
kénnen nun Basispunkte des Systems F = 0 sein; dieser Fall wird in § 4.1 
behandelt. Der Fall, daB ein solcher Punkt kein Basispunkt ist, aber J’ > 2, 
wird in § 5.4 behandelt. Der Fall, daB / in einem solchen Punkt singular ist, 
wird in § 5.1 behandelt. Ist nun f in x regulér und gehen nur die Kurven k, 
durch x hindurch, so kann héchstens der Faktor R(/, k,, Dk,) die Kurve G 
als Faktor enthalten. Dem Linienelement in z, das { = 0 angehdért, entsprechen 
dann in der Transformation alle Linienelemente von G = 0. Dann gehért es 
aber einer Fundamentalkurve 1. oder 2. Art an, und diese Fille werden in 
§ 5.3 behandelt. 

~ Es kann 2. sein, daB dem veranderlichen Punkt auf G einige veranderliche 
Punkte auf e entsprechen. Diese erfiillen Kurven. Nur wenn f gerade eine 
solche Kurve ist, geht uns dieser Fall etwas an. Es sind dabei folgende Arten 
von Kurven zu beachten: 

1. f= krp= G=J = 0 bedeutet, daB F(z, X) = 0 fiir x ¢ f in G mehrfach 
wird. Es kénnen sich also entweder / und G@ in der unter 1. betrachteten 
Korrespondenz entsprechen, oder / ist Fundamentalkurve 1. Art. 

2. f=G=kr=k,=0 (r+TJI) bedeutet, daB auf G ein Punkt J-facher 
Beriihrung mit einem Punkte r-facher Beriihrung zusammenfiallt. 

3. f= G=krp= Dkr= 0 bedeutet, daB a) entweder jedes kp auf f = 0 
einen mehrfachen Punkt hat (daB also mehrere Punkte J-facher Beriihrung 
auf G = 0 zusammenfallen), oder b), daB f Einhiillende der Kurven kp= 0, 
oder schlieBlich c) daB f eine solche Kurve ist. 

In den Fallen 2), 3a) werden entweder die Kurven F(x, X) fiir x ¢ f, X €G 
mehrfach, und dann entsprechen sich ebenfalls f und G in der unter 1. betrach- 
teten Korrespondenz. Oder eine J-punktige oder eine r-punktige Beriihrung 
von F und G@ verschmelzen zu einer (J° + r)-punktigen; dann hat sich die 
Gesamtberithrungsordnung um | erhéht, und wir werden G als Bestandteil des 
Bildes von / auffassen miissen. Im Falle 3b) ist G Bestandteil des Bildes von f. 
Im Falle 3c) ist ein Linienelement von G das Bild von /. 


§ 4. Besonderheiten von f 
Folgende Besonderheiten von / sind méglich, bei denen sich der Grad der 
Resultante erniedrigt. 
1. { = 0 geht durch einen Basispunkt des Systems F = 0. 
2. f wird in einigen Punkten singular. 
3. { = 0 berithrt eine Fundamentalkurve 1. Art. 
4. f = 0 beriihrt eine Fundamentalkurve 2. Art. 


1. a) f = 0 gehe einfach durch einen k-fachen Basispunkt des Systems der 
Kurven F = 0, aber durch keinen Basispunkt, der diesem ersten benachbart 
ware. Wir rechnen mit inhomogenen Koordinaten und legen das Koordinaten- 
system so, daf der Basispunkt der Nullpunkt und z= 0 die Tangente an 
f = 0 wird. 
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Dann wird x = 0 Tangente an keinen Zweig der allgemeinen Kurve F = 0. 
Ist k => 2, so wird R(f/, DF, F) = 0. Um eine sinnvolle Aussage machen zu 
kénnen, betten wir f/ ein in eine Kurvenschar /—c=0, entwickeln die 
Resultante in eine Potenzreihe nach c und betrachten das erste Glied. Darin 
kommt von / auch wieder nur das erste Glied vor, so daB wir f durch x—c 
ersetzen diirfen. Dann wird 


ean ata 


wobei x = ¢ zu setzen ist. Es sei nun F = F,+- Fy4,+ +++ + F,,, wobei in F, 
jeweils die Glieder j-ten Grades in x und y zusammengefaBt sein mégen. Wir 
zerlegen F, in seine Faktoren der verschiedenen Vielfachheiten, d.h. wir 
setzen F,= J] Pi, wo P, Polynome etwa k,-ten Grades ohne mehrfache Be- 


+ 
standteile seien; sie seien untereinander teilerfremd. Der Koeffizient von y“‘ 
in P, sei a;; es ist a, + 0 fiir jedes i und [Jai = a, dem Koeffizienten von y* 


in F. Es ist Lii- k,= k. Ist ein P,; nicht konstant, so heiBt das, daB die all- 
gemeine Kurve F = 0 mit k; Zweigen des Typus (i, 1) durch den Nullpunkt 
hindurchgeht. Nach Satz 2 hat F,,, mit keinem P; einen Faktor gemeinsam. 

Es ist DF = F,, also R(DF, F) = D(F)- 6, wo D(F) die Diskriminante 
hinsichtlich y bedeutet und 6 der Koeffizient des héchsten Gliedes in y ist. 


m 
Wir zerlegen F als Polynom in y in Linearfaktoren F = b J7(y— n,), wo n; 
j=1 


algebraische Funktionen von c und X sind. Es wird })D(F)=6?™—! 
IT (n;,— ;,). Wir zerlegen nun dieses Produkt in drei Faktoren bD(F) 


iii, 


= b?™—1 JT, IT31T,; dabei gehére ein Faktor nj; — nj, 
zu JT7,, wenn n;, > 0, nj, > 0 fiir c+ 0, 
zu IT,, wenn nj, ~>0, nj, > 0 fir c+ 0, 
zu I71;, wenn nj 0, nj, 0 fiir c > 0. 
IT, und JT, verschwinden fiir c + 0 nicht, wohl aber /7,. Diejenigen 7,, dic 


mit c verschwinden, entwickeln wir nach ganzen oder gebrochenen Potenzen 
von c. Alle diese Potenzreihen beginnen mit dem linearen Glied ac, weil « = 0 


Tangente an keinen Zweig sein sollte. Jedes 7; ist Nullstelle von F (1, +) und 


daher eines der Polynome P; (1, ¥). Wir numerieren die 4; noch etwas um, 


indem wir ihnen als ersten Index den Index desjenigen Polynoms P, geben, 
das fiir sein erstes Glied verschwindet. Ein zweiter Index h numeriere die ver- 
schiedenen Wurzeln von P,, ein dritter, 1, die verschiedenen Funktionszweige, 
die zum selben «;, gehéren. Es sei also: 


i+1 h=1,...,k& 
Nini= Manet Bretc * +°-> l=1 i 
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wo « eine i-te Einheitswurzel ist. Um §,, zu berechnen, betrachten wir ein 
bestimmtes 7;,,,,, und setzen es in F = 0 ein. Es wird 


F(¢, Mina) = + IT Pile, nanrd® > a iff (%¢,a,— %i,n) * fis DE 
+h, 








i+i, 
x Bey, c8 +} + Fysi (1, ;,»,)0*+# +r+e=Q , 
also 
Fy; (1, a, hy) 
5 .. =o 2 — 
6) Bim — TT PA wa, I (anne) 
i+i, h+h, 
Nun bilden wir J7,= JZ (ni,a,1,— i,n,1,) und zerlegen die Produktbildung 
thy, +i, Ayl, 
in IT - TT - 
iiei, =i (a) = (Ch, hy) 
hi eh, il, 
Es wird 
I] R(P,, P,)2% =~ JT DP" 
i, +i, i xi 
IT, = i i ati, * 2his ‘ Taree) *! “TBS . ie e's) = a 
i, pei, ms 


dabei ist P, als P,; (1, +) au verstehen. Fiir f{, setzen wir (5), fir JJ (e’— e) 
Ll, 
setzen wir die Diskriminante der Kreisteilungsgleichung i‘ ein und erhalten 


IT, = Ha;ae+s+ ITR(P,,, P; eS TTD Py IT R( Pi, Press) 1. ji 


i,+i, 
Um JT, zu berechnen, kann man einfach c = 0 setzen und erhilt /7, als die 


k-te Potenz des Produktes der nicht verschwindenden Wurzeln, /7,= ra 
Dann wird 


(6) bD(F)= Ha;** IT R(P,,, Pe * © [1 D(P, IT R(P,, Fes ‘> 
i, +i, 
x are SEN ‘ 


Die Faktoren 6 und /7, haben mit dem Basispunkt nichts zu tun. 

a,= 0 bedeutet, daB ein 7,, das im allgemeinen fiir c+ 0 von Null ver- 
schieden bleibt, fiir diese besondere Wahl des Punktes X verschwindet, daB 
also die betreffenden Kurvenzweige unser / = 0 beriihren, und zwar in i + 1 
Punkten. R(P;,, P;,) = 0 bedeutet, daB ein Zweig des Typus (i,, 1) mit einem 
Zweig des Typus (i,,1) zu einem Zweig des Typus (i + é,, 1) verschmilzt. 
Ebenso bedeutet D(P,;) = 0, daB zwei Zweige des Typus (i, 1) miteinander zu 
einem Zweig des Typus (2i, 1) verschmelzen. In beiden Fallen hat sich die 
Anzahl der Tangenten, die durch die Singularitét absorbiert werden, erhdht. 
R(P,, F,+ 1) = 0 bedeutet, daB ein Zweig vom Typus (i, 1) durch Hinzu- 
treten von weiteren Doppelpunkten den Typus (i, 2) erhalt. 
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Der Grad des fiir den Basispunkt abgespalteten Bestandteils der Re- 

sultante errechnet sich aus (6) zu 2Mk. Geht also {f = 0 einfach durch einen 

k-fachen Basispunkt, so erniedrigt sich der Grad des Bildes um 2M k. 

Aus der Form des Ergebnisses geht hervor, daB es von der Art der Ein- 
bettung von / = 0 in eine Kurvenschar und von der Art des Grenziiberganges 
c = 0 nicht abhangt. 

b) f gehe durch den Nullpunkt »-fach mit getrennten Tangenten hindurch. 
Der Nullpunkt sei k-facher Basispunkt des Systems der Kurven f = 0; der 
Fall k = 0 sei dabei nicht ausgeschlossen. Um den Einflu8 der Umgebung des 
Basispunktes auf die Resultante zu berechnen, zerlegen wir / im Ring der nach 
ganzen Potenzen von zx und y fortschreitenden Reihen in » Faktoren /, ent- 
sprechend den » Zweigen von f. 


Es wird 
R(t. (7h), (7%, .F) =J]1R (1. (Zi h) feo (508) .F) 
i f, F, i A F 
“3 . . fiz fev! 
= TT TT Rushes P) TTR (tes pe oF) 


Auf jedes dieser {,; kOnnen wir dann das in a) entwickelte Verfahren anwenden. 
Im ganzen haben wir also den EinfluB jedes Zweiges auf die Resultante zu 
untersuchen und dann noch einen Faktor vom Grad My (y—1) in X zu be- 
riicksichtigen, der von dem Zusammentreffen der Zweige herriihrt. Fiir jeden 
k-fachen Basispunkt, durch den f/ mit getrennten Tangenten hindurchgeht, 
erniedrigt sich also der Grad der Resultante um 


(7) 2Mkv + Mv(vy—1). 


c) Diese Ergebnisse setzen uns nun in den Stand, den Einfiu8 einer Cremona- 
Transformation auf die Formel (3) zu untersuchen. 

Jede Cremona-Transformation la8t sich zusammensetzen aus quadratischen 
Transformationen mit drei getrennten Fundamentalpunkten. Es sei Q eine 
solche. Der i-te Fundamentalpunkt sei k,-facher Basispunkt von F und 
v,facher Punkt von f. Durch Q geht F in ein Kurvensystem F’ des Grades 
m'= 2m— Sik, und f in eine Kurve /’ vom Grad n’= 2n — 3'i », iiber. Sie 
haben in den .'undamentalpunkten die Vielfachheiten kj = k,+ n— Sk, 
bzw. vr; = v,+ n— 3 ’y,. Eine einfache Rechnung zeigt, daB M n(n + 2m—3)-- 
— M(3/h 2k,v,+ ¥(%,— 1)) bei der Cremona-Transformation invariant ist. 
also gleich demselben Ausdruck in den gestrichenen Grad- und Vielfachheits- 
zahlen. : 

1d). 2. Es mége jetzt in einem Basispunkt eine verwickeltere Singularitiit 
des Systems F = 0 oder der Kurve / = 0 vorliegen. Er sei jedenfalls Basispunkt 
von F = 0, also etwa k-fach (k > 0) fiir F = 0, v-fach (vy => 0) fiir f = 0. Wir 
nehmen an, wir hatten schon fiir alle einfacheren Typen von Singularitaten 
gezeigt, daB fiir jeden eigentlichen Punkt oder Nachbarpunkt. der fiir F = 0 
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e- k-fach (k > 0) und fiir / = 0 »-fach ist, ein Faktor vom Grade (7) 2Mkv+ My 

on (v—1) von der Resultante abgespaltet wird. Wir fiihren eine quadratische 
Cremona-Transformation aus, die in dem singuléren Punkt einen Fundamental- 

n. punkt hat. Dabei werden nun einige Nachbarpunkte zu eigentlichen Punkten, 

- und da nach der Induktionsvoraussetzung (7) zutrifft, muB sie auch vor der 
Transformation gegolten haben, da sich ja sonst nichts geandert hat. 

h. Der Fall, daB f in einem Punkte singulir wird, der kein Basispunkt ist, 

- wird in § 5.2 behandelt werden. 

es 3. Es sei g = 0 eine Fundamentalkurve 1. Art in e. Sie werde von der all- 

ch gemeinen Kurve F=0 in einem allgemeinen Punkt y-punktig  beriihrt 

t- (y == 2,3,...). f= 0 berihre g = 0 in einem Punkt P etwa p-fach. 


Wir strecken / durch eine in P stetige Cremona-Transformation, daB /f = y 
(mod (x, y)') mit hinreichend groBem / und (0, 0) die neuen Koordinaten von P 
werden. Wir diirfen dann / durch y ersetzen, wenn es uns auf den Einflub 
der Umgebung des Nullpunktes auf die Resultante ankommt. Es wird 
g =h(y + a,x”—---) (mod(z, y)') wo A im Nullpunkt nicht verschwindet. 
Das Bild des allgemeinen Punktes Q von g = 0 bei unserer Transformation 
wird einen y-fachen Bestandteil K” enthalten; seine Punkte werden riickwarts 
Kurven entsprechen, die g = 0 in Q gerade y-punktig beriihren. Es ist also 
F = K’H(modg); F = 9: G+ K’H mit geeigneten, von beiden Koordinaten- 
uu reihen abhangigen G und H. Es wird R(/, DF, F) = R(y, DF, F) = R(F,,Fy ~ 9). 


= Wenn nun fiir einen Wert von X ¢ K und fiir y = 0 auch noch K, oder H ver- 
= schwande, so miiBten sich F und g mehr als y-punktig beriihren, was wir aus- 
t, geschlossen haben. Wir setzen K = K,+ 2A, wo Ky nicht mehr von z abhangt. 
Es kommt uns darauf an, zu wissen, in welcher Potenz K, in der Resultante 
vorkommt. Dazu adjungieren wir eine weitere Unbestimmte 7 zu unserem 
Korper und ersetzen Ky, wo es explizit vorkommt, durch diese Unbestimmte 1. 
Wir fassen F = 0 als Kurve einer (z, 7)-Ebene auf. F hat dort einen singuliren 
" Punkt desselben Typus wie y?= 2’. Da K, fiir 20 nicht verschwindet, 
ist die n-Achse nicht Tangente an F = 0. F,, ist die erste Polare des Fernpunktes 
- der 7-Achse. Die Schnittvielfachheit ist nach bekannten Satzen gleich 
min. [p(y — 1), y(p— 1)], und dies ist der Exponent von 7 in der Resultante 
d von F, bei Elimination von zx. Jetzt kénnen wir wieder 7 durch Ky(X) er- 
» setzen (dies ist ein Homorphismus). Hat K, den Grad €, so spaltet die Re- 
- sultante einen Faktor vom Grade min. |€ p(y — 1), € y(p— 1)] ab. 
‘he 
7 § 5. Fundamentalkurven 2. Art 
3 Es sei k und K ein Paar von Fundamentalkurven 2. Art in e bzw. £. Es sei 
F = ak'+ +--+ 6K*, wok nur von z, KX nur von X und a,..., b von beiden 
it Veranderlichenreihen abhangt. Dabei bestimmt sich ak’ als dasjenige Polynom 
t aus der Restklasse F (mod K), das k in einer méglichst hohen Potenz enthalt. 
ir F —ak* wird dann durch eine gewisse Potenz K° teilbar sein. Dann kénnen 


, . F—ak : 
wir das Verfahren mit a fortsetzen und kommen zu einer Darstellung 
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der angegebenen Form. Man iiberzeugt sich leicht, daB man zu derselben Dar- 
stellung gelangt, wenn man mit bK* aus der Restklasse F (modk) beginnt. 
Wenn wir F als Polynom in k auffassen, so enthalte die Diskriminante dieses 
Polynoms genau die Potenz K4. A hangt dabei nicht nur von r und s, sondern 
auch von dem Exponenten der dazwischenliegenden Glieder ab. Fiir spezielle 
Punkte zx kann iibrigens jene Diskriminante eine héhere Potenz von K als 4 
enthalten. Eine geometrische Deutung dieser GréBe ist bisher nicht gelungen. 
Hilfssatz: Es sei k = kis - kh. Dabei mégen k, und k, je einfach durch den 
Nullpunkt gehen, und / gehe mit einem einzigen Kurvenzweig v,-fach durch 
den Nullpunkt. In den Nachbarpunkten des Nullpunktes mége / die Vielfach- 
heiten »,,... haben. Die Schnittvielfachheiten von f mit k, und k, im Null- 
punkt seien p, und p,; wir setzen p,h,+ p,h,= g. Dann enthalt R(/, DF, F) 
die Potenz ' 
K%4(K*b)?-! + Zvi(vg—1) 


Wir fiihren eine quadratische Cremona-Transformation mit drei getrennten 
Fundamentalpunkten aus, deren einer im Nullpunkt liegt. Nach § 4, 1b wird 
dabei von der Resultante der Faktor (K*b)’**-» abgespalten; / hat einen 
¥o-fachen Punkt verloren. Das Bild 3’ des Zweiges 4 von /, der durch den Null- 
punkt ging, geht jetzt durch einen Punkt Q auf der entsprechenden Funda- 
mentalgeraden k,. Diese kommt (h,+ h,)-fach als Faktor von k vor. Ist etwa 
P; > Pz, 80 geht das Bild kj von &, immer noch h,-fach durch Q; 3’ schneidet kj 
noch (p,— p,)-fach, k, aber p,-fach. Es ist also 


Y' = (hy + he) Py + hy(Pi— Pe) = yp, + hePe= 9 - 


Wenn also unsere Formel vor der Transformation richtig war, so ist sie es 
auch nachher. 

Durch eine Kette von quadratischen Cremona-Transformationen kénnen 
wir nun erreichen, daB / nur noch mit einem linearen Zweig durch den Bild- 
punkt Q hindurchgeht und daB k eine gewisse Potenz eines linearen Polynoms 
wird; das in Q verschwindet ; k = 0 und / = 0 sollen sich nicht berihren. 

Es wird dann h,= 0, p,= 1, also h,= q; durch eine in q stetige Cremona- 
Transformation kénnen wir weiter erreichen, daB / bis auf Glieder hinreichend 
hohen Grades mit y iibereinstimmt und daB k,= x wird. Es wird also 


R(f, DF, F) = R(y, 2 xF) 


= R(5y. F), = R(5p+F)-R(5;.F). 


Den ersten Faktor rechnen wir nach §1 Regel7 um: Es ist k = x*, daher 


oF oF \@ 
a( 3.) - a(a r) _ KoA, 
x 1 k 1 


Weiter ist 


‘Ok 
R (=. : F) = qR(z,, F)*= (6K). 
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\lie diese Ergebnisse ergeben zusammen die Behauptung des Hilfssatzes. Er 
gestattet eine Reihe von wichtigen Anwendungen. 

1. Es sei x® kein Basispunkt, liege auf keiner Fundamentalkurve, sei aber 
ein singularer Punkt von /; und zwar gehe / mit einem einzigen Zweige q-ten 
Grades durch x°. Es sei F(x®, X) = K. K hat den Grad M. Wir nehmen zu- 
nachst an, fir X ¢ K gehe F(x, X) = 0 einfach durch x° hindurch. Nach einer 
quadratischen Cremona-Transformation mit einem Fundamentalpunkt in 2° 
wird die entsprechende Fundamentalgerade zusammen mit K ein Paar von 
Fundamentalkurven 2. Art von F. Es wird h,= 1, p,= q, hg= 0. 

Es wird A = 0, also erhalten wir nach dem Hilfssatz (g— 1) + £ »,(v,— 1) 
als Exponenten von K in der Resultante. Nun ist g— 1 = der Anzahl + der 
Satelliten, d. h. der in der Singularitaét vereinten Riickkehrpunkte ; 2 »,(v,—1) 
ist gleich der doppelten Anzahl der in der Singularitét vereinigten Doppel- 
punkte 2d. Der Exponent ist also die wohlbekannte Summe 2d + r'). 

2. { zerfalle in der Umgebung von z° in Zweige /,,..., und /; mége in x°® 
und den Nachbarpunkten die Vielfachheiten v,, haben. 

Es wird wie im § 4, 1b: 


R(f, DF, P)= IT R( fis fi F) TTR (I. re F), 


i, +i, 


und dies enthalt den Faktor K* mit 


u= PY 2H, 2% et+ Lim — 1) + Lik o2(%.—1). 
i,ei, k 


Setzen wir }'i v;,= »,, so erhalten wir 


(8) u= Sev,(y,— 1) + Yi(y,—1)=2d+r. 


R spaltet also den Faktor K?4+’ vom Grade M (2d + r) ab. Wir kénnen 
nun (7) mit (8) zusammenfassen zu: 

Es sei f in einem Punkte singular und habe dort und in den Nachbarpunkten 
die Vielfachheiten 9, ,,... Die allgemeinen Kurven F = 0 haben dort die 
Vielfachheiten ky, k,,... Dann spaltet die Resultante einen Faktor vom Grade 


SiMekyy,+ vr) | + Ee My, 


ab. Dabei ist 2” iiber allen Satelliten zu erstrecken, die nicht Basispunkte sind. 
Die auf die Basispunkte unmittelbar folgenden Satelliten liefern keinen Beitrag 
zu &”. Denn die dem singuliren Punkt entsprechende Fundamentalgerade der 
Cremona-Transformation, die wir zum Beweise im § 4, 1d und im §5 beim 
Beweise des Hilfssatzes angewandt haben, wird dann und nur dann Funda- 
mentalkurve 2. Art, wenn der Punkt x° kein Basispunkt war. 

3. Es sei k, K ein Paar von Fundamentalkurven 2. Art. Ein Zweig 4 von { 
gehe durch einen Punkt von k etwa p,-fach, er schneidet k etwa p,-fach (p, = p,). 


1) Da wir die Riickkehrpunkte bei dieser Rechnung auch mit unter die Doppelpunkte 
gezahlt haben, erhalten wir 2d + r und nicht, wie bei der sonst iiblichen Zahlung, 2d + 3r. 
Math. Ann. 139 17 
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Es ist h,= 0, hg= 1, ¢ = py. Die Resultante spaltet nach dem Hilfssatz den 
Faktor K%4(bK*)?-1+*"%(%-) ab. Dabei ist der Faktor von A, namlich 
q = Pz, gleich der Anzahl der Schnittpunkte von 4 mit k. Den Exponenten 
von (bK*) zerlegen wir in 


q—1+ 2 y,(y,— 1) = (p,— 1) + Lv, (v,— 1) + (po— ) - 


Dabei ist der erste Summand fiir die Singularitaét charakteristisch, nimlich 
gleich der doppelten Anzahl der Doppelpunkte plus der Anzahl der Satelliten. 
Der zweite Summand p,— p, ist gleich der Vielfachheit von k als Tangente 
von 3. Hat nun K den Grad 9, k den Grad 5, so ist die Gesamtzahl der Schnitt- 
punkte von / mit k gleich 2 q¢= dn. Der Beitrag dieser Schnittpunkte zur 
Resultante ist also vom Grad 9-bd-nA. Den Beitrag der Singularitaten 
haben wir oben schon beriicksichtigt. Da (bK*) vom Grade M ist, liefern die 
Beriihrungen von / und k den Beitrag M 2 t,, wo t; die Vielfachheiten von k 
als Tangente von / in den einzelnen Beriihrungspunkten sind. 


4. Es mégen allen Kurven F = 0 fiir X ¢ K etwa q-fach durch einen Punkt x° 
hindurchgehen, ohne daB dieser Punkt Basispunkt ist. Diesen Fall haben wir 
vor uns, wenn K eine Fundamentalkurve 1. Art und x° ein gemeinsamer Punkt 
aller im § 3 erwahnten Kurven &, ist, d. h. der Ort der Urbilder aller Kurven 
F = 0, die K jeweils in einem bestimmten Punkt qg-punktig beriihren. Man kann 
diesen Fall durch eine quadratische Cremona-Transformation mit 2° als 
Fundamentalkurve auf den Fall 3 zuriickfiihren. Den Exponenten 4 kann man 
auch unmittelbar bestimmen. Man lege eine allgemeine Gerade durch x° und 
stelle die Gleichung fiir ihre Schnittpunkte mit der allgemeinen Kurve F = 0 
auf. Dann ist 4 der Exponent der héchsten Potenz von K, die in der Dis- 
kriminante ihrer Gleichung aufgibt. 

Geht f einfach durch x® hindurch, so schneidet { nach der Cremona-Trans- 
formation die entsprechende Fundamentalgerade einfach, und es wird — mit 
den Bezeichnungen des Hilfssatzes — p,= 1, p»= 0, h,= r, also q = r, und die 
Resultante spaltet den Faktor K* 4(K*b)*—! ab. 

Wir fassen noch einmal zusammen: 

Die Gleichung F(X, x) = 0, die die Berithrungstransformation definiert, 
habe in X den Grad M, in x den Grad m. Eine Kurve /(x) = 0 habe den Gradn. 
Die Basispunkte von F in e mégen die Ordnung k; haben, { gehe »,-fach durch 
sie hindurch. Mehrfache Punkte von f, die nicht Basispunkte sind, wollen wir 
dabei als Basispunkte der Ordnung 0 mitzahlen. 2” y; sei die Summe der Viel- 
fachheit der Satelliten derjenigen Punkte, die nicht Basispunkte sind. Die frei 
beweglichen Doppelpunkte und Spitzen von F = 0 in £ und e seien durch eine 
Korrespondenz der Grade 6 und b’ miteinander verkniipft. Die Fundamental- 
kurven 1. Art in e und E seien von den Graden ¢; und €,. Die allgemeine Kurve 
F = 0 beriihre dort y,-fach bzw. I’;-fach. { beriihre die i-te Fundamentalkurve 
1. Art in e etwa p-fach. Ihren Punkten entsprechen Kurven k bzw. K vom 


¢,-ten bzw. €,-ten Grade. Es sei ¢,- ¢;= ¢,;. Die Fundamentalkurven 2. Art k, 
und K, seien von den Gradzahlen d; und 9,. Die Diskriminante von F als 
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Funktion von k,; enthalte K, in der A,-ten Potenz; k, sei t,-fache Tangente 
von f. Dann ist der Grad des Bildes von { gleich: 


N = Mn(n + 2m — 3)— MZ »9,(v, + 2k,— 1) — M LX’ v,— 2nb — 3nd’ — 
—n 2 ¢; (yi 1)— 2 min (pilyi— 1), Yi(Pi— 1)) ¢,— n ps d,9,4,;— M J t;. 


Ist f = 0 selbst eine Kurve F = 0, so ist ihr Bild ein Punkt. Es ist dann 
Z v,;(v¥;— 1) = (m— 1) (m — 2), da die Kurven F = 0 rational sind. Die Funda- 
mentalkurven 2. Art beriihren F = 0 nicht. Ist 6 die Anzahl der beweglichen 
Spitzen von F = 0, so wird also 0 = 3Mm(m— 1) — M(m— 1) (m— 2) — 
—2M FZ ki -bM — 2mb — 3mb'— m J ¢,(y,— 1) — F ¥4(y,— Y E,— 
—m £9,b,A;. Diese Formel stellt sich neben die in [7] angegebene Formel 
3M(m—1) + 3m(M—1) = 66+ 86'4+ 22 y,¢,4+227,€,+ 24,9, d,, 
die dieselben GréBen miteinander verkniipft. Dabei bedeutete 6, die Schnitt- 
vielfachheit von F = 0 und der Nullstellenmannigfaltigkeit 4 der charakteristi- 
schen Determinante in den einzelnen Fundamentalkurven 2. Art. Die beiden 
Formeln sind unabhangig voneinander. Ob weitere allgemeine Beziehungen 
zwischen diesen GréBen bestehen, ist noch nicht bekannt. Wenn man ein 
volistandiges System dieser Beziehungen hat, besteht immer noch die Frage, 
ob jedes System von geometrischen Gegenstanden, fiir deren charakteristische 
Zahlen diese Beziehungen richtig sind, Fundamentalelemente einer Beriihrungs- 
transformation sind, oder ob noch Lagebeziehungen zwischen ihnen eine Rolle 
spielen. 


§ 6. Die Irreduzibilitét des Kurvensystems 


Es hat sich gezeigt, daB im allgemeinen der Grad des Bildes einer Kurve 
f= 0 durch Fund dem Grad von f genau bestimmt ist. Geht iiberdies / in 
bestimmter Weise durch die Fundamentalelemente von F, so erniedrigt sich 
der Grad des Bildes wieder in einer Weise, die dann nur noch von F abhangt. 

Es sei nun / = 0 eine allgemeine Kurve vom Grade m in einem 2-dimen- 
sionalen System von Kurven, die die Fundamentalkurven 1. Art in ebensolcher 
Weise beriihren, wie die Kurven F = 0, die mit ebensolcher Vielfachheit durch 
die Basispunkte gehen und ebensoviele frei veranderliche Doppelpunkte und 
Spitzen haben. 

Da nun die Kurven F = 0 durch die Transformation in Punkte iberfiihrt 
werden und / denselben Grad hat und sich in den Fundamentalelementen 
ebenso verhalt, werden auch die Kurven / = 0 in Punkte transformiert, sind 
also Urbilder von Punkten. Nun ist ein ebenes Punktefeld sicher eine irreduzible 
Mannigfaltigkeit. Unser System ist also kein anderes als das System der 
Kurven F = 0. Damit ist gezeigt, daB es durch die Fundamentalelemente ein- 
deutig bestimmt ist, oder, was dasselbe ist, daB das durch die Fundamentalelemente 
definierte Kurvensystem irreduzibel ist. 

Damit haben wir die Méglichkeit gewonnen, mit abzahlenden Methoden 
zu entscheiden, ob ein System von Elementen als System der Fundamental- 
elemente einer birationalen Berihrungstransformation in Betracht kommt. 
17* 
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Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Lésungen 
des Dirichletschen Problems 
bei linearen elliptischen Differentialgleichungen 


Von 
Hersert Becker in Leipzig * 


In jiingster Zeit sind von verschiedenen Autoren) Unitatsbeweise fiir das 
Cauchysche Anfangswertproblem bei einer linearen elliptischen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung gegeben worden. Ich méchte zeigen, daB man auf 
Grund dieser Resultate auf eine interessante Eigenschaft der Lésungen des 
entsprechenden Dirichletschen Randwertproblems schMeBen kann. Es handelt 
sich dabei um den folgenden Sachverhalt : 

Vorgegeben sei ein von endlich vielen, geschlossenen, hélderstetig ge- 
kriimmten Randkomponenten®) §,, S,,..., 8,, begrenztes Gebiet HZ des 
R"(x,, %, ..+, %,) und eine auf Z definierte lineare elliptische Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

- au au 
(1) F(u)= 3D a,,(z;))——+ & bi lt) Ze, + e(x,;)u = f(zx,). 


ibm 1 OxOr, § 


Die Koeffizienten a,,(z,) seien in E + ¥’ S,; zweimal hélderstetig, die Koeffi- 


‘ 

zienten 6,(x,;) dort einmal hdélderstetig differenzierbar. c(x,) und /(z,;) werden 
als hélderstetig vorausgesetzt. Das Dirichletsche Problem der homogenen 
Gleichung (1), / = 0, sei stets eindeutig lésbar. Sei J" ein stetig differenzierbares 
ganz innerhalb EZ gelegenes Flachenstiick der Dimension s, 1 < s < n—1, 
und U ein beliebiges im folgenden fest gewahltes Teilgebiet auf dem Rand 
S = 8,+ 8,+ ...8,,. Das Gebiet Z werde durch I nicht zerlegt. u(x;) = u(P), 
P = P(x;), bezeichne die eindeutig bestimmte Lésung des Dirichletschen 
Problems der Gleichung (1) mit den stetigen Randwerten 


u(Q) = 9(Q), Qc8. 


u(Q)= 92(Q) bei QCS—U 
u(Q) = 9,(Q) bei QCU 


Es werde 


gesetzt. 


* Uber die Ergebnisse dieser Untersuchung habe ich anlaBlich der Dirichlet-Tagung 
der Deutschen Akademie der Wiss. in Berlin am 23. 6. 59 vorgetragen. 

*) Lc. [1], [2], [3], [5], [6], (7). 

*) Wir legen keinen Wert darauf, unsere Saitze unter méglichst schwachen Voraus- 
setzungen zu beweisen. q 
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Wenn wir die Randwerte (Q) stetig andern, so andern sich auch die ent- 
sprechenden Funktionswerte u(P) der Lésungen der zugehérigen Dirichletschen 
Probleme von (1) iiber J’ stetig. Wir lassen jetzt nur solche stetigen Anderungen 
von (Q) zu, bei denen die Werte o,(Q) auf S— U festgehalten werden, die 
Anderung sich also nur auf die Wertverteilung ¢,(Q) iiber U bezieht, und be- 
trachten dabei die entsprechenden Funktionswerte der Lésungen von (1) 
iiber I’. Es gilt die interessante Tatsache: 

A. Die soeben ins Auge gefaBte Gesamtheit aller Funktionen iiber J’, 
welche wir durch die beschriebene Abanderung der Randwerte erhalten kénnen, 
ist im Hilbertraum §, aller quadratisch integrierbaren Funktionen iiber I" 
dicht. Es laBt sich also durch Anderung der Randwerte iiber U allein erreichen, 
daB die zugehérigen Lésungen der Dirichletschen Probleme von (1) auf dem 
Flachenstiick J” eine vorgegebene, quadratisch integrierbare Funktion be- 
liebig genau im Mittel approximieren. 

Man kann im Falle der Dimension n= 2 die Voraussetzung, daB das 
Kurvenstiick J" E nicht zerlegt, fallen lassen. Es zeigt sich, unser Ergebnis 
bleibt hier auch dann noch richtig, wenn J’ aus endlich vielen geschlossenen 
Kurven besteht. 

Bisher haben wir uns auf die Approximation der Werte einer vorgelegten 
Funktion iiber J’ beschrinkt. Wir kénnen jedoch durch die beschriebene Ab- 
anderung der Randwerte auch noch die ersten partiellen Ableitungen einer 
vorgelegten differentiierbaren Funktion iiber J" beliebig genau im Mittel 
approximieren : 

B. Die Gesamtheit aller sich ergebenden Funktionen iiber J" erweist sich 
nicht allein als dicht im Hilbertraum $,;, sondern auch als dicht im Hilbert- 
raum 9, aller iiber J’ definierten Funktionen mit beschrinktem Dirichlet- 
integral. Ebenso finden wir, daB die Normalableitungen dieser Funktionen 
langs I’ eine in $, dichte Menge bilden. Dasselbe gilt fiir jede aus der Fliche I" 
herausfiihrende Ableitung erster Ordnung. 7 

Es liegt in der Natur der Sache, daB bei der letzten Verallgemeinerung das 
Gebiet E durch I nicht zerlegt werden darf, wie wir noch sehen. Die Giiltigkeit 
von Satzen tiber die Lésungen des Dirichletschen Problems, die wir soeben 
formulierten, ist nicht allein auf lineare elliptische Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung beschrankt. Zum Beispiel werden wir fiir die Plattengleichung 


AAu=f 


ein ahnliches Resultat herleiten. Offenbar ware es interessant, unsere Frage- 
stellung bei weiteren Klassen elliptischer Differentialgleichungen, insbesondere 
auch im Nichtlinearen zu verfolgen. Unsere Aussagen lassen sich natiirlich in 
mannigfacher Weise physikalisch interpretieren. Eine einfache Anwendung 
bezieht sich z. B. auf die stationaren Temperaturverteilungen in einem Medium 
bei vorgegebener Temperatur auf dem Rande. Nach unserem Satz ist es 
méglich, einerseits die stationére Temperaturverteilung und andrerseits die 
stationare Warmestrémung entlang eines im Innern liegenden Flachenstiicks 
durch geeignete Anderung der Randtemperat'ir auf einem beliebig kleinen 
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Randstiick in vorgebbarer Weise zu regulieren. Hierbei bedenke man, daB in 
der Praxis nur Mittelwerte gemessen werden. Verstandlicherweise darf das 
Flachenstiick im Innern nicht geschlossen sein: es ist nimlich undenkbar, 
durch Anderung der Temperatur auf dem Rande irgendwelche Quellen im 
Innern zu erzeugen. Ich tiberlasse es dem Leser, sich an weiteren Beispielen 
die Bedeutung unserer Sitze klarzumachen. Die Verhialtnisse, welche bei der 
ersten Randwertaufgabe der Plattengleichung auftreten, besprechen wir am 
SchluB. Wir wenden uns jetzt den Beweisen zu und notieren zunachst die zu (1) 
adjungierte Gleichung (2) 
ey) — Fr Al@uw) — Fr Abw) 
(2) G(e)= 2 tedm, ~ 2, on +cw=0 


und die Greensche Formel: 


(3) [of wP (wu Sw) av =— ff wFe—u de 4 
E s 
+ uw(a + )-ndo— f---f wf AV. 


Hierbei bedeutet n den Einheitsvektor der inneren Normalen an die Ober- 
fliche S im Punkt der Integration, 6 und a sind Vektoren mit den Kom- 


ponenten: La 
{b,} und } »’ ae ‘ 
i ‘ 


t=1 
N bezeichnet die Richtung der inneren Konormalen, daher gilt : 


eo ffs | 
aN -2 #2(Z, a, ,cos(N, =») . 


Sei G(P, Q) die Greensche Funktion erster Art der Gleichung F(u) = 0 als 
Funktion des Punktes P(z;) mit dem Pol im Punkte Q(é,). Sie geniigt be- 
kanntlich bei festem P und variablem Q der adjungierten Gleichung (2) 
&(w) = 0. Der Hauptteil ihrer charakteristischen Singularitét wird durch die 
n : 
Funktion@ ~ 2 ** gegeben mit 
n 
B= J) at*(P) (xz,— &,) (4, — &) - 
ik= 

Die Matrix (a‘*) ist zu der Matrix (a,;,) adjungiert. Es gilt weiter fiir Qc S: 
G(P, Q) = 0. 

Die Lésung der klassischen Randwertaufgaben fiir die Gleichung (1) nach 
der Greenschen Methode wird in [4] durchgefiihrt. Setzen wir in der Greenschen 
Formel (3) w = G(P, Q) ein, so folgt in bekannter Weise die Darstellungs- 
formel (4) fiir die regulaéren Lésungen von F(u) = f: 


(n— 2)o,u(P) = ¢: ;  fu(Q o dog— 
s 


(4) 


-f. [ 6., Q) 1(Q)dVq. 
E 
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og, bedeutet die Oberflache der n-dimensionalen Einheitskugel. Durch (4) wird 
das Dirichletsche Problem gelést. Um jetzt unsere Behauptung A. zu beweisen, 
geniigt es offenbar, sich auf die homogene Gleichung F(u) = 0 und auf ver- 
schwindende Randwerte iiber S— U, d. h. g,(Q) = 0, zu beschranken. Dies 
folgt sofort aus dem Superpositionsprinzip und aus der Tatsache, daB eine im 
Hilbertraum dichte Menge durch Translation in eine ebensolche iibergeht. Die 
Gesamtheit M derjenigen Funktionen, welche durch die Lésungen der soeben 
charakterisierten Randwertprobleme: 


F(u)=0, u(Q)= 9,(Q)=0 auf S—U 
u(Q) = 9,(Q) variabel auf U 
u(Q) = 9(Q) stetig auf S, 


tiber dem Flachenstiick /° definiert sind, bildet offenbar eine Linearmannig- 
faltigkeit im Hilbertraum $,. Ware M in 9, nicht dicht, so existierte nach 
dem bekannten Satz von Riess in §; ein zu M orthogonales Element h(P). 
Das ergibt nach (4): 


aG(P, 

fa -[ w(P) h(P) dop = an fo fun dap |: hoe We 91 (Q) dag 
(5) = [---[ 71 a) dog 

U 
nach erlaubter Vertauschung der Integration) mit 

1 26(P,Q) 

TQ) = awe fo 7, h(P)dop. 
r 


Da ¢,(Q) beliebig gewahlt werden darf, ergibt sich aus (5) 
T(Q)=0 itiber U. 
Wir betrachten die Funktion: ‘ 


6) R(Q) = Ga vyaz | [ GLP, QAP) dap, 
r 


sie geniigt der adjungierten Gleichung §(w) = 0 allenthalben im Gebiet E — J” 
und verschwindet auf S wegen der angefiihrten Eigenschaft der Greenschen 
Funktion. Weiter gilt in jedem Punkt Qc U: 


oR 
ON, " T(Q) = = 


R(Q) verschwindet also auf U nebst seinen partiellen Ableitungen erster 
Ordnung. Hieraus folgt aus dem zu Beginn erwahnten Eindeutigkeitssatz fiir 
das Cauchysche Anfangswertproblem der elliptischen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: F(:) = 0, daB R(Q) im ganzen zusammenhingenden Bereich 


%) Die folgenden Integrationen sind natiirlich im Lebesgueschen Sinn zu verstehen. 
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E—T gleich Null ist*). Nunmehr schlieBt man leicht auf h(P) = 0, womit 
unsere Behauptung A. bewiesen ist. In der Tat wird nach der Darstellungs- 
formel (4) die auf S verschwindende Lésung der Gleichung F (u) = f durch 


(7) MP) = — eae, -[ GP, @ HQ) a¥o 


gegeben. Hierbei geniigt es, die Funktion /(Q) als hélderstetig in EZ voraus- 
zusetzen. Wir multiplizieren beide Seiten von (7) mit A(P) und integrieren 
iiber J’. Dabei zerlegen wir das Integrationsgebiet EZ in zwei getrennte Teil- 
gebiete V, und Z — V,, so daB I ganz im Innern des Streifens V, liegen soll, 
und erhalten 


[-+-[ a) w(P) dop 
r 


my, 


0 we fe [Mmff- for oneare an 
r Vi; 


% wa ma, Jf Mf for 0) 1(0) a4) dap = 3, + By. 
r E-Y, 


Im zweiten Integral 3, diirfen wir die Integrationsfolge vertauschen : 


er wn HS: [---f{f-- fare @) doe} 11Q) 4Vo 
“B-¥;, r* 


mae wipe [of RMNMAV, 0. 
E-V, 
Letzteres gilt fiir noch so schmale Streifen V,. Das erste Integral 3, kann man 
mit V, beliebig klein machen. Zu diesem Zweck braucht man nur bei vor- 
gegebenem ¢ > 0 V, so klein zu wahlen, daf gleichmaBig bzgl. Pc J gilt: 


[--- [GP QHQaVg <e. 
Y y.* 
Dies ist fiir jede hélderstetige Funktion /(Q) wegen der Singularitatsordnung 
von ©(P. Q) und den Voraussetzungen tiber J’ méglich. Wir erhalten nach der 
Schwarzschen Ungleichung: 

| . é | m Lf é = r 2 7) j 

hl < ee Se- (/ Ji (P) dor} 

r 

wobei m/* den Flicheninhalt von J" bedeutet. Wir sehen also, fiir jede auf S 
verschwindende zweimal in E + S hélderstetig differenzierbare Funktion u(Q) 
besteht die Relation: 


(8’) |. os | h(P)u(P)dop = 0. 
4 
*) Hierzu setze man unter Aufrechterhaltung der Differenzierbarkeitsbedingungen (2) 


ein wenig iiber U hinaus fort und definiere dabei R(Q) = 0 im angrenzenden Teil. Dann 
schlieBt man wie in [3] 8. 258 weiter. 
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Beachtet man die Méglichkeit, eine lings I" stetig differenzierbare Funktion 
tiber H+ S stetig differenzierbar fortzusetzen, so folgt sofort®) h(P) = 0 
- lings I’. Daher ist M dicht in $,. Behauptung A. ist bewiesen. In analoger 
Weise erkennen wir auch die Richtigkeit von B. Wir legen unseren Betrach- 
tungen den Hilbertraum 9, zugrunde, der durch AbschlieBung der Linear- 
mannigfaltigkeit aller iiber J" stetig differenzierbaren Funktionen nach der 
bekannten Norm: 


[ul = 4 - [ wtdop a LE (se) dap 


entsteht. Hierbei sind die Ableitungen nach einem festen, vollstandigen System 
von Koordinatenrichtungen {x} auf I" gebildet. 
Ware unsere Behauptung B. falsch, so existierte in 9, ein Element 


{h, hie, hes, .. +) Age}; 8 = Dim. von I’, 


welches auf der jetzt in D, liegenden Linearmannigfaltigkeit IN senkrecht 
steht. Es gilt (5), wobei 7'(Q) jetzt den Ausdruck: 


1)=-=- “a aaaa | aN (P, Q)h(P) dap + 

(9) 

+S db , -fathzeen Q) hee(P(29)) dop 
r 


bedeutet. Wie friiher ergibt sich das Verschwinden der Funktion 


e - 


MO =i tee ju yee Q) h(P) dap + 
r 


a6(P,Q) 
jae heg(P (2p) dop 











+ 2 (n —2)o, 


im Gebiet E — I. 

Bekanntlich kann man in (7) zur Darstellung der ersten partiellen Ab- 
leitungen unter dem Integralzeichen differenzieren. Daher schlieBt man aus 
R(Q) = 0 wie bei (8) auf die Gleichung 


[--- [ae u(P) dop+ [fram Sar (P) dop= 0 
” ges nt r 


fiir jede mindestens zweimal hélderstetig differenzierbare, auf S verschwindende 
Funktion u(P). Hieraus folgt h(P) = 0 auf I’, Behauptung B. ist bewiesen. 
Unsere Methode la8t sich nicht auf einen Beweis fiir die Méglichkeit der 
Approximation héherer als erster Ableitungen ausdehnen. Das liegt daran, weil 





5) Wir bedenken dabei, daB zu jeder auf J" stetig differenzierbaren Funktion ¢(P) 
in £ + S dreimal stetig differenzierbare Funktionen existieren, deren Werte sich auf I” 
um beliebig wenig von denen von g(P) unterscheiden. Die Voraussetzungen iiber das 
Flachenstiick I lassen sich ersichtlich stark mildern. 





iso 


lat 
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man in (7) dann nicht mehr unter dem Integralzeichen differenzieren darf, und 
daher die Integrationsfolge in (8) nicht vertauscht werden kann. Nach der 
gleichen Methode wie soeben beweist man unsere Behauptung fiir die Normal- 
ableitung lings J"*). Ich méchte zum SchluB noch auf die erste Randwertaufgabe 
der Plattengleichung eingehen. Hierbei wird eine in einem ebenen Gebiet E + S 
viermal stetig differenzierbare Funktion u(z, y) gesucht, welche dort die 
Gleichung : 

(10) AAu=f 


befriedigt und lings der Randkurve S die Bedingungen 


C) 
u(s) = 9(8),5— = yls) 
erfillt. 

Wir legen auch hier keinen besonderen Wert darauf, unsere Satze unter 
méglichst schwachen Differenzierbarkeitsbedingungen zu beweisen. Setzen wir 
demzufolge viermal stetige Differenzierbarkeit des Randes und der Randwerte 
voraus, so sind nach bekannten Siatzen die Ableitungen Au, ies der 
Lésungen von (10) auch noch auf dem Rande stetig. Den Ausgangspunkt der 


Greenschen Methode fiir die Plattengleichung bilden dann die Greenschen 
Formeln (11) 


(11) [ [au de—ed Awazdy~ 6 (4s usr as, 
E 


n bedeutet die Richtung der aéuBeren Normalen. Nach bekannten Sitzen 
existiert die Greensche Funktion G(z, y; &, 7) = G(P, Q) mit den folgenden 
Eigenschaften : 
a) G(P, Q) geniigt bei festem Q(f, 7)C # als Funktion von P(z, y) der 
biharmonischen Gleichung. 
b) langs des Randes S gilt: 
3G 


G(P,Q)=0 5° (P,Q) =0 
PcS; Qc Int. 2 


c) Symmetrie: G(P, Q) = G(Q, P) 
d) im Punkte Q besitzt G(P, Q) die charakteristische Singularitét der 
Plattengleichung: 





G(P, Q) =r Inr + reg. Fkt. 
mit 
r= Yix—é)*+(y— 7m). 
Bezeichnet u(z, y) eine regulare Lésung des Problems (10), so folgt in bekannter 
Weise durch Einsetzen von u(z, y) und v(z, y) = G(x, y; &, m) in (11) die 


3 % Man kann sogar langs geeigneter Folgen Funktionswerte und Normalableitung ent- 
lang I’ zugleich approximieren, wie man genauso erkennt, wenn man die obigen Schliisse 
im Produktraum 9; x Hr durchfihrt. 
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Darstellung : 


ulEn) = gr w(e)* 
(12) 





© (x(s), ys), & 0) — 
— (8) 4G(z(2), y(s), & n) ds + ali G(x, y, &, 7) f(z, y)dxdy. 
E 


An diese Beziehung schlieBen sich die folgenden Uberlegungen an. Sei 
I’: {&(t), n(t)} ein regulaéres Kurvenstiick, das Z nicht zerlegt, (¢ = Parameter 
der Bogenlange), und U wie friher ein Teilstiick des Randes S, auf dem wir die 
Randfunktionen p(s), y(s) beliebig variieren, wahrend wir dieselben lings 
S— U festhalten. Es bezeichne jetzt 9, den Hilbertraum derjenigen Funk- 
tionen iiber J’, welcher durch AbschlieBung aller dreimal stetig differenzierbaren 
Funktionen iiber J’ entsteht nach der Norm 


8 
ju (t)|]? - [ve “/[Z (“Ro 


Wir beweisen, die Gesamtheit MN aller Funktionen iiber J’, die wir durch die 
beschriebene Abanderung der Randwerte lings U in der Darstellung (12) 
erhalten, ist in 9, dicht. Ein analoges Resultat erhalten wir auch mit aus J" 
herausfiihrenden Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Es geniigt den ersten 
Fall zu behandeln bei /(z, y) = 0 und verschwindenden Randwerten lings 
S — U. Wir schlieBen wie frither. Sei {h(t), h’ (t), h’’ (t), h’’”’ (t)} ein auf M in Dp 
senkrecht stehendes, nichtverschwindendes Element, dann erkennt man leicht, 
daB die beiden Integrale (13)a, b langs U verschwinden 





| AG(x(s), y(s); E(t), n(t)) A(t) + 


(13a) .: rm | 
i ~ (ae AG(x(s), y(s); E(t), n(t))) h(t) dt = 0 
/ _ (x(8), y(s); E(#), n(t)) A(e) + 
(13b) 


f 2 (SF 24S (a(s), y(s); EO, n(t))) h(t) dt =0 


fir P(z(s), y(s))c U. 

Das Integral (13a) stellt die Randwerte einer Potentialfunktion R(z, y) 
nach den Variablen x, y in Z — I" dar, und (13b) die Normalableitung dieser 
Funktion lings U. Dies ergibt sich sofort daraus, weil G(P, Q) der biharmo- 
nischen Gleichung geniigt. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir das Cauchysche 
Anfangswertproblem der Potentialgleichung folgt wegen (13a), (13b) das 
Verschwinden von R(z, y) in H — I’. Da in FE — I die Differentiation nach den 
Variablen x, y mit der Integration nach der Variablen ¢ vertauschbar ist, 





er 
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erweist sich die letzte Feststellung als gleichbedeutend damit, daB das Integral 
L(z, y) = J G (zx, y; E(t), n(t)) h(t) + 
3 
d 
+ ~ (37 6, y; &(t), n(t))) h(t) dt 


als Funktion der Variablen z, y in E—TJ' eine Potentialfunktion darstellt. 
Wegen der Randbedingung b) der Greenschen Funktion verschwindet L(z, y) 


samt se langs S. Eine erneute Anwendung des Eindeutigkeitssatzes des 


Cauchyschen Anfangswertproblems fiihrt auf das identische Verschwinden von 
L (x,y) in E+ 8. Beriicksichtigt man die Darstellungsformel (12) im Falle ver- 
schwindender Randwerte und die Singularitaétsordnung der Greenschen Funk- 
tion d), so erkennt man wie friiher, daB der Vektor {h(t), h® (t), h@(t), A® (t)} 
mit dem Nullelement des Hilbertraumes 9, zusammenfillt. Dies ist ein Wider- 
spruch zu unserer Annahme. Der Satz ist bewiesen. 


Gibt man sich lings I eine dreimal stetig differenzierbare Funktion s(t) 
vor, so kann man nach dem letzten Ergebnis dieselbe einschlieBlich ihrer 
Ableitung bis zur dritten Ordnung durch geeignete Wahl der Randwerte lings U 
beliebig genau im quadratischen Mittel approximieren. Man schlieBt hieraus 
auf die gleichgradige Stetigkeit der Funktionswerte sowie deren Ableitungen 
bis zur zweiten Ordnung lings J" entlang der Approximationsfolge. Bekanntlich 
kann man aus diesem Grunde eine Teilfolge auswahlen, so daB die Funktion 
s(t) und deren erste und zweite Ableitung nicht nur im Mittel, sondern sogar 
gleichmaBig approximiert werden. Bei der Anwendung des Problems (10) auf 
die Plattentheorie unterscheidet man zwei verschiedene Deutungen der ge- 
suchten Funktion u(x, y), einmal als Verschiebung senkrecht zur Plattenebene, 
zum anderen als Spannungsfunktion, deren zweite partielle Ableitungen die 
elastischen SpannungsgréBen in der Platte bestimmen. In diesem letzteren 
Fall denkt man sich bei den Randbedingungen (10) die Platte am Rande durch 
Krafte beansprucht, welche in der Plattenebene wirken, wahrend bei der 
ersten Auffassung die Randkrafte die Tangentialelemente entlang des Randes 
in vorgegebener Weise verandern. Es scheint nur nétig zu 3ein, auf den Fall 
der Spannungsfunktion etwas einzugehen. Die Interpretation unserer Sitze 
bei der anderen Deutung ist klar. Bezeichnen K,, K, die pro Langeneinheit 
am Rand S der Platte angreifenden Kraftkomponenten in der z, y-Richtung, 
so nehmen nach der allgemeinen Theorie die Gleichgewichtsbedingungen 
langs S bei Einfihrung der Spannungsfunktion die Form an 


au dy, Mu dz 
dy? ds @zdy ds ~* 
@u dy. @u dz 


dady det oy de ~~ * 


oder nach Integration von einem beliebigen aber dann fest zu wahlenden 
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Anfangspunkt P,c 8 


du Ou . 
(14) ten J Kets: iy — | Ket. 


(14) stellt den Zusammenhang zwischen den Randkraften {K,, K,} und den 
in der Randbedingung (10) auftretenden Funktionen (s), y(s) her. Wir 
erhalten nach Differentiation 
du dz au dy 
P\)— 2 det Oy de 
ou @ Ou ax 
v= 35 95 — ty Oe 


(15) 


Lassen wir auf einem Teilbogen U von S beliebige Anderungen der Rand- 
werte @(s), y(s) unter Beibehaltung der Randwerte auf dem Komplementar- 
bogen S— U zu in der Klasse der. lings S viermal stetig differenzierbaren 
Funktionen, so kann man nach (14), (15) die zugehérigen Anderungen von 
{K,, K,} langs U berechnen. Nach unserem Satz ist es also méglich, durch 
geeignete Anderung der in der Plattenebene angreifenden Randkrafte {K,, K,} 
langs U unter Festhaltung dieser Krafte langs S— U entlang eines Kurven- 
stiicks im Innern der Platte vorgegebene stetig differenzierbare Spannungen 
gleichmaBig zu approximieren. 
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Uber die endliche Erzeugung der Fundamentalgruppe 
einer komplex-algebraischen Mannigfaltigkeit 


Von 
SHREERAM ABHYANKAR in Baltimore, Maryland 


§ 1. Bezeichnungen 


Unter einem Raum wird im folgenden stets ein topologischer Raum ver- 
standen; Umgebungen sind stets offene Mengen, alle vorkommenden Abbil- 
dungen sind stetig. Sind A, B Teilmengen einer Menge C, so schreiben wir 
A— B an Stelle von A — (Br A). Mit ,, x“ bezeichnen wir das topologische 
Produkt zweier Raume bzw. zweier Abbildungen. Wir benutzen den Begriff der 
Fundamentalgruppe 2, sowie des Uberlagerungsraumes gemaB der Definition 
in § 14 des Steenrodschen Buches [8]. 

Die folgenden Symbole werden durchweg gebraucht: 

C = Korper der komplexen Zahlen, 
A" = n-dimensionaler komplex-affiner Raum, 
P" = n-dimensionaler komplex-projektiver Raum, 
= abgeschlossenes Einheitsintervall [0, 1] auf der reellen Zahlengeraden, 
@ = leere Menge. 


§ 2. Einleitung 


Der folgende Satz ist wohlbekannt: 

Theorem: Es sei V ein irreduzibler projektiv-algebraischer komplexer Raum’), 
es sei W + V ein algebraischer Unterraum von V, so daB V — W in jedem Punkte 
irreduzibel*) ist. Dann ist 2,(V — W) eine Gruppe mit endlich vielen Erzeu- 
genden*). 

In der Tat! Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus der Triangu- 
lierungseigenschaft*), d. h. aus der Aussage, daB V als ein endlicher simplizialer 
Komplex angesehen werden kann, der W als Teilkomplex enthalt. Da indesgen 
eine solche Triangulierung von V zumindest eine recht komplizierte An- 
gelegenheit ist, mag ein direkter Beweis des obigen Satzes, der keine Triangu- 








1) In der englischen Literatur “projective algebraic variety over C”’. V darf Singulari- 
taten haben. 

*) V ist sicher (analytisch) irreduzibel in einem Punkte P € V, wenn V in P normal im 
Sinne ZaRIs=Is ist. : 

*} Es ist wohlbekannt, daB V— W mmenhangend und lokal wegzusammen- 
hangend ist; daher ist 2,(V — W) wohldefiniert. 
‘) Die Aussage gilt sogar auch ohne die Voraussetzung der lokalen Irreduzibilitat. 
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lierung verwendet), von Interesse sein. Wir werden das Theorem aus folgendem 
Satz ableiten: 

Satz 2: Es sei V eine algebraische Hyperfliche der Ordnung m im P", n = 1; 
es set P! eine projektive Gerade im P*, die V in genau m verschiedenen Punkten 
schneidet. Ist dann f: Q—> P irgendeine zu enhingende Uberlagerung von 
P: = P*—V, so ist f-*(P\— V) zu hiingend. Der natiirliche Homo- 
morphismus 2,(P!— V) + 2,(P"— V) ist iiberdies surjektiv; 2,(P"— V) besitzt 
folglich ein Erzeugendensystem von (m — 1) Elementen. 

Satz 2 werden wir wiederum als unmittelbare Folgerung aus der ent- 
sprechenden Aussage fiir den A* gewinnen, d. h. aus folgendem 

Satz 1: Es sei V eine algebraische Hyperfliiche der Ordnung m im A", n = 1; 
es set A} eine komplexe Gerade in A", die V in genau m verschiedenen Punkten 
schneidet. Ist dann {: B+ A irgendeine zu hiingende Uberlagerung von 
A: = A*"—V, so ist f-'(A'— V) zu enhiingend. Der natiirliche Homo- 
morphismus 2,(A1— V) + 2,(A"— V) ist tiberdies surjektiv; 2,(A"— V) besitzt 
folglich ein Erzeugendensystem von m Elementen. 

Diese Satze gehéren beide in den Ideenkreis des Satzes von Bertini fiir 
den Fall unendlich-blattriger Uberlagerungen. Satz 2 ist in der Arbeit [9] von 
ZaRISKI enthalten; dort wird indessen von der Méglichkeit der Triangulierung 
Gebrauch gemacht. Unser Beweis zu Satz 1 beruht zum Teil auf einer Analyse 
des Beweises von Hilfssatz 3 in der Arbeit [4] von Gravert und REMMERT. 

Der Vollstandigkeit halber haben wir im § 3 mehrere Hilfssatze zusammen- 
gestellt, die an sich bekannt sind bzw. leicht aus wohlbekannten Satzen folgen. 
Im § 4 werden Satz 1 und Satz 2 bewiesen; im § 5 wird daraus der Hauptsatz 
abgeleitet. Im § 4 werden wir ferner folgendes zeigen (Bemerkung 4): 

Ist V eine Quadrik (d.h. eine quadratische Hyperfliche)*) im P*, n > 1, 
so gilt 2,(V) = 1; ferner ist 2,(P"— V) frei zyklisch, wenn V reduzibel, und 
zyklisch von der Ordnung 2, wenn V irreduzibel. 














§ 3. Vorbereitende Hilfssitze 


Hilfssatz 1: Es seien X, Y zusammenhiingende, lokal wegzusammenhiingende 
Réume, Y sei Unterraum von X. Ist dann f : X*-> X eine Uberlagerung und Y* 
irgendeine zu enhiingende Komponente von {~*(Y), so ist {| ¥*: Y*+> ¥ 
ebenfalls eine Uberlagerung. 

Der Beweis ist trivial. 

Hiljssatz 2: Es sei {: X*-+ X eine zusammenhingende Uberlagerung, es 
seien Z, Y Teilréume von X,ZC YC X, Z sei nicht leer, Y sei zusammen- 
hiingend und lokal wegzusammenhéngend. Ist dann {-'(Z) zusammenhéngend, 
so ist auch {-!(Y) zusammenhédngend. 





5) Ist V frei von Singularitaten und W leer, so kann das Theorem unter Benutzung 
eines Satzes von LerscHetz-Cuow-Borrt [2, 3] sofort auf den Fall, daB V eine kompakte 
Riemannsche Filache ist, zuriickgefiihrt werden. 


*) V darf Singularitaten haben. 
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Beweis: Ist p € f-*(Y) ein beliebiger Punkt, so werde mit Y, die zusammen- 
hangende Komponente von p in f-1(Y) bezeichnet. Nach Hilfssatz 1 ist 
{| ¥,: Y,—> Y eine zusammenhangende Uberlagerung. Daher ist Y, ~ /-*(Z) 
nicht leer. Der Zusammenhang von /—!(Z) impliziert dann aber den Zusammen- 
hang von /—1(Y). 

Hilfssatz 3: Es sei Y ein nichtleerer Unterraum von X, beide Riiume X, Y 
seien zusammenhingend und lokal wegzusammenhdngend. Dann gibt es einen 
natiirlichen Homomorphismus t: 1,(Y)— 2,(X). Die folgenden Aussagen sind 
dquivalent : 

a) t ist surjektiv. 

B) Ist f: X*-» X irgendeine zusammenhéingende Uberlagerung, so ist f-1(Y) 
zusammenhingend. 

y) Ist f: X*-+ X die universelle Uberlagerung, so ist f-1(Y) zusammen- 
hangend. 

Der Beweis ist wiederum trivial. Man beachte, daB 2,(X) und 2,(Y) hier 
beide beziiglich eines Basispunktes in Y zu nehnien sind. 

Hilfssatz 4: Es sei X ein zusammenhiingender, lokal wegzusammenhingender 
Raum, es sei f: Y +X xI eine zusammenhédngende Uberlagerung. Dann ist 
f-1(X xa) fiir jedes a € I zusammenhéngend. is 

Beweis: Sei p: X*-+ X eine universelle Uberlagerung. Dann ist p xi: 
X*x I+ X x1, wo i die identische Abbildung von J auf sich bezeichnet, eine 
universelle Uberlagerung, denn X* xJ ist zusammenhangend und einfach 
zusammenhangend. Die Behauptung folgt daher aus Hilfssatz 3. 

Hilfssatz 5: Es sei V ein irreduzibler komplexer Raum, es seien H, W + V 
abgeschlossene komplexe Unterriume von V und {: X + V — W eine zusammen- 
hiingende Uberlagerung*). Ist dann V in jedem Punkt von V — W irreduzibel, 
so ist X — f-"(H r\ (V — W)) zusammenhingend. 

Beweis: Es ist wohlbekannt, daB H ~ (V — W) den Raum V — W nirgends 
zerlegt’). Dann zerlegt auch f-*(H ~ (V — W)) den Raum X nirgends; da X 
lokal zusammenhangend ist, folgt hieraus die Behauptung. 

Bemerkung 1: Die Voraussetzung, daB V iiberall in V — W irreduzibel ist, 
kann nicht fallen gelassen werden, wie das folgende Beispiel zeigt: Es sei V 
eine irreduzible kubische Kurve in P? mit einem gewohnlichen Doppelpunkt H, 
W sei leer. Die Normalisierung von V ist dann der P'; wir haben eine natiirliche 
holomorphe Abbildung g von P! auf V, derart, daB g~'(H) aus zwei verschie- 
denen Punkten A, B besteht und g| P'— (A  B) injektiv ist. Firj = ...,—2, 
—1,0,+1, +2,... wahlen wir nun jeweils eine komplex-affine Gerade L; im A®, 
so daB Li ~ L; , ; genau ein Punkt H, ist und Lj, Lj sich nicht schneiden, falls 
i+j--1,j,j+ 1. Sei X’:= U . i Dann ist X’ eine analytische Menge im 
A? und mithin, versehen mit der edcdhie komplexen Struktur, tin komplexer 
Raum. Wir kompaktieren nun jede Gerade Lj durch ,,Hinzufiigung eines 
Punktes‘ zu einer projektiven Geraden Lj, die Menge X ae 4 2) kann 
wieder in natiirlicher Weise als ein komplexer Raum angesehen werden. Zu jedem 


*) Vgl. etwa Aussage b) auf Seite 285 in [6]. 
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j gibt es eine biholomorphe Abbildung g; von L,; auf P! mit g,(H,_,) = A, 
g;(H,) = B. Wir setzen weiter /;: = gg;; da f; und f;,, in H,; denselben Wert 
haben, so geben die /; zu einer Abbildung / von X auf V AnlaB (/|Z,: = f,). 
Man verifiziert leicht, daB f holomorph und /: X + V eine zusammenhangende 
Uberlagerung ist. Da aber X offensichtlich sogar einfach-zusammerthangend 
ist (jeder geschlossene Weg in X verliuft in nur endlich vielen aufeinander 
folgenden L,, jedes L; ist als P' einfach zusammenhangend!), so ist f- X > V 
eine universelle Uberlagerung von V. 

Wir bezeichnen nun mit ¢ diejenige Selbstabbildung von X, die durch die 
Gleichungen t|Z;: = g7}. 9;, 7 =-+* =—2, —1, 0, +1, +2, ..., beschrieben 
wird. Da ft(x) = f(z) fir alle x ¢ X, so ist t eine Decktransformation der Uber- 
lagerung f : X + V. Aus t(H,) = H;,, folgt, daB die von ¢t erzeugte zyklische 
Gruppe von unendlicher Ordnung ist, die transitiv auf der Menge /-*(H) 
operiert. Folglich erzeugt t bereits die volle Decktransformationengruppe von 
{: X + V, so daB z,(V) unendlich zyklisch ist. 

Der Raum X — {~'(H) zerfallt in die unendlich vielen zusammenhangenden 
Komponenten L,— (H;_, U H;), —co <j < +00, die Aussage von Hilfssatz 5 
gilt daher nicht. — Wir bemerken noch abschlieBend: Die universelle Uber- 
lagerung f : X > V einer kubischen Raumkurve im P? mit einem gewéhnlichen 
Doppelpunkt ist weder in einen P™ noch in einen A” einbettbar. Bezeichnet X* 
die Normalisierung von X und /* die natiirliche Abbildung von X* auf die 
Normalisierung P' von V, so zerfallt X* in abzahlbar unendlich viele zusammen- 
hangende Komponenten, die vermége /* jeweils biholomorph auf P! abgebildet 
werden. 

Bezeichnungen fiir die Hilfssitze 6, 7, 9, 10. Sind a = (a,,..., a,) ¢ A® und 
eine positive reelle Zahl d gegeben, so sei 


s(a, d): = {(b,, . . ., ba) € A®: |by—ay|2+ «++ + |b,—a,|? < a2}, 
a(a, d): = {(b,, . . ., by) € A®: |b,— a,|2+ «++ + |b, —a,|® = a}. 


Wir erinnern zunachst an 


Hiljesatz 6: Set F(2,..., %) = 2 + Fy(aq,..., 2%) aPf-'+°:- 
+ Fy, (%q,-. +, %q), wobet Fy (Xg,..., %_) € C[ xq, ..., X_]; sei A*-! der Raum 
der 2,..., %, und A der x,-Raum. Fiir jedes a = (dy, . . ., @,-,) € A"~' seien 
b,,..-, 5, (r S m) die verschiedenen Wurzeln von F(2x,, dg, ...,4,) = 0. Dann 
gibt es zu jeder positiven reellen Zahl d eine Umgebung N von a in A"~', so dap 
aus F (b*,a*,..., aX) = 0 mit (af, .. ., a) ¢ N stets \b*— b,| < d fiir wenigstens 
ein ¢ folgt. 
Gilt r = m, 8o gibt es positive reelle Zahlen d, e, so dap \b;— b,| > 2d fiir i+ j 
und fiir jedes a*= (a3,...,an) € s(a,e)—a(a,e) genau ein b¥ < 8(b,,d)— 
-a(b;, d) existiert mit F(b¥, af, ...,ax) = 0; die Funktionen f,: a* > b¥ sind 
iiberdies stetig (sogar holomorph) in s(a, e) —a(a,e),i=1,...,m. 


Der Beweis ist wohlbekannt. 

Hiljssatz 7: Es mégen F und A"~' dieselbe Bedeutung haben wie in Hiljs- 
satz 6, es sei D eine kompakte Menge in A"~!. Dann gibt es eine positive reelle 
Zahl e, so daB aus F(x,, d,,...,4,) = 0 und (ag, ..., a,) € D stets |x,| < e folgt. 
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Der Beweis folgt unter Benutzung von Hilfssatz 6. 

Definition: Sei p eine Abbildung eines Raumes X auf einen Raum Y, sei 
ZX und m irgendeine positive natiirliche Zahl. Wir nennen Z eine m-fache 
Schnittfliche bzgl. p, wenn folgendes gilt: zu jedem Punkt y © Y gibt es eine 
Umgebung N von y und Abbildungen j,: N-—-X, w=1,...,m, so daB 1) Phy 
= Identitit auf N fiir alle py; 2) f,(N) OO f,(N) = 9 fir alle yw, », w+ 79; 
3) fi(N) Us+s Ufa (N) = Z2 p(X). 

Hilfssatz 8: Sei F(x,, ...,%q_) = 2f' + Fy(2q, .. «5 %q_) zt’) + P(e, - ++ 2a), 
n>1, wobei F,(x,...,%_)€C[xy,...,%_), sei G(xy,...,%,) die Dis- 
kriminante von F bzgl. x,. Im Raum A" der Verinderlichen x,, . . ., x, betrachten 
wir die folgenden Teilmengen A’: = {x,=+-++ = x,= 0}, A®~': = {x,= O}, 
P:=(0,...,0), V:={F =0}, W: ={@=0}, A: = A"—V _ und bezeichnen 
mit « bzw. B die Projektionen von A" auf A"~' bzw. A'; weiter seien p,: A" x 
xI + A", py: A" XI +I, q: A'xI I die natiirlichen Projektionen. Es mége 
P ¢ W gelten. 

Set nun u:I—+ A"! eine Abbildung, so daB u(0)=u(l)= P, und 
u(I)c A*—1— W, sei 


S :={y¢A*xl: up,y = ap,y}, 8S: = {y¢ Axl: up,y = ap,y}; 
S,: =8xr pra), Sy: = SO pz (a) fiir a € 1. 


Ist dann h die durch h(y): = (B p,y) X(p.y) definierte Abbildung von S in 
A* x I, 80 gilt: 

(1) h bildet S topologisch auf A! x I ab. 

(2) h-1(A! xa) = 8, fiir alle a € I. 

(3) Al xI — h(S) ist eine m-fache Schnittfliche bzgl. qo. 

Beweis: (1) und (2) folgen direkt ; (3) ergibt sich aus Hilfssatz 6, da u(J)~\ W 
leer ist. 

Hiljssatz 9: Es seien q,: A'xI-— A', q.: = A'xI-— I die natiirlichen Pro- 
jektionen, set JC A! x I eine m-fache Schnittfliche fiir q.. Sind dann P,,..., Pm 
die verschiedenen Punkte von q,(J -\ (A' x0)), so gibt es einen Homéomorphismus t 
von A! x I auf sich, so daB qt = q, und t(J) = (P, xI) U-++ U(P,, x). 

Wir beweisen diesen Hilfssatz zunichst unter weiteren zusiitzlichen An- 
nahmen. 

Hilfssatz 10: Die Voraussetzungen seien wie in Hilfssatz 9, es gebe auBerdem 
eine positive reelle Zahl d und Abbildungen f,: I-+ A'xI, w= 1,...,m, 80 
daB (1) qf = Identitét auf I fiir alle w, (2) f,\(D)u-- Uf, =d, und 
(3) qif,(1)C8(Py.@)—o(P,, 4), Gf,(1) 0 8(P,, 4) = fiir alle pw, v, w+». 
Dann gilt die Aussage von Hiljssatz 9. 

Beweis: Sei y xa ¢ A! xJ ein beliebiger Punkt. Es gibt die folgenc cn 3 sich 
einander ausschlieBenden Méglichkeiten. 

(1) y¢s(Py,d) U-++ U8( Pm, d). 

(2) yxa€J. Dann gilt y = q,/,,(a) fiir ein eindeutig bestimmtes y. 

(3) yxa¢J, aber y€8(P,,d)U-+-Us(P,,,d). Dann gilt y € s(P,, a) 
fiir genau ein uv und es folgt y ¢ q,/,(a); daher gibt es eine eindeutig bestimmte 
positive reelle Zahl e(y xa), so daB e(y xa) (y— qf, (a)) € o(P,,, a). 
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Wir definieren ¢ nun wie folgt: 


yxXa_ im Faille (1) 
P,xa im Falle (2) 


Py+ <aay (¥—Gl,(a))) Xa im Falle (3). 


Man bestatigt unmittelbar, daB ¢ die verlangten Eigenschaften hat. 

Wir kénnen nun Hilfssatz 9 beweisen. Aus Stetigkeitsgriinden sowie aus der 
Kompaktheit von J kann man zuniachst leicht folgern: es gibt eine positive 
reelle Zahl d sowie endlich viele abgeschlossene Teilintervalle J,,: = [a,—,, a,], 
0 = ag< a,< +++ <a,= 1, von J und zu jedem k Abbildungen },,,: 1,» A! x J, 
u=1,...,m, mit folgenden Eigenschaften: 

(1) defx, = Identitat auf J, fir alle k, yu. 

(2’) fer) U*** U fem (Ue) = J Ge *(1;,) fiir alle k. 

(3’) Qhey (Te) C 8M feu (Oe 1), @) — 6 (few (4x1); d) fir alle k, B; 

Ghee) 0 8(Qifheu(@n-1): “)= 8, wan immer » + p. 


Aus (2’) folgt insbesondere: u Ps }= u hh ()}- 


Aus Hilfssatz 10, sndeneatie’ nl Jn (A! x1,)C APX Ty folgt dann die 
Existenz eines Homéomorphismus ¢, von A! x J, auf sich, so daB q,t,= q, auf 


m 
A'xI, und t,(J 4 (A xJ,)) = U (Gifew(4e-1)) x Ie) fir alle kK=1,...,r 
ae 


Wir setzen nun H,: = I, U-+- UJ, und zeigen durch Induktion nach k, daB 
fir k= 1,...,r ein Homéomorphismus h, von A! J, auf sich existiert, so 
daB q,h,= q,auf A! x H, und A,(J 4 (A? x H,)) = (P, x Ay) U- ++ U (Pm XA,). 
Fir k= 1 kann man offenbar h,= t, setzen. Sei nun k > 1, die Abbildung 
h,—, sei bereits konstruiert. Mit u,v bezeichnen wir die Beschrinkung von 
1, hy-, auf A! Xa,_,; + bezeichne die Identitat I, I. Dann ist ((uvu-) x i)t, 
eine topologische Selbstabbildung von A! xJ,, die auf A'xa,_, mit A,_, 
iibereinstimmt. Setzt man nun h,:=h,_ , auf A’ x H,_, undh,:=((uvu-*) xi)t, 
auf A! x I,, so hat h, die gewiinschten Eigenschaften. Damit ist der Induktions- 
schluB beendet, es geniigt nun, t: = h, zu setzen. 

Hilfssatz 11: Die Bezeichnungen seien wie in Hilfssatz 8, es sei yp: T>S 
eine zusammenhiingende Uberlagerung. Dann ist w1(S,) fiir jedes a€ I zu- 
sammenhingend. 


Der Beweis ergibt sich aus den Hilfssitzen 4, 8, 9. 


t(y Xa): = 


§ 4. Beweis von Satz 1 und Satz 2 


In diesem Paragraphen beweisen wir zunichst Satz 1 (vgl. S. 266). Wir 
dirfen offenbar n > 1 annehmen. Wir wahlen Koordinaten z,,..., z, im A", 
so daB A!: = {z,=---=2,=0}. Dann wird V durch eine Gleichung 
F(2,,..., Z,) = 0 gegeben, wo F(2,,..., %) = 27 + Fy (29, ..., 2) 2f'-1+°°° 
+ Pyy(%_, ~~~, Xn), Py(Xe, ---, Zn) € C[xq,..-, 2], ein Polynom ohne mehr- 
fache Faktoren ist. Sei G(x,, ..., z,,) die Diskriminante von F bzgl. z,; sei W 





atx = 2 © 
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die im A* durch die Gleichung G=0 definierte Hyperfliche. Setzen wir 
A*-1: = {a,= 0}, P: = Alr A*—}, so gilt P¢W. Die Abbildungen 
a:A+A*!; p:AXxXI~A, py: AXI~l; q: BxI>~B, q@: BxI-~I 
mégen jeweils die natiirlichen Projektionen bezeichnen, weiter setzen wir 
gy: = {xt, woi: I+ I die Identitat ist. Es ist klar, daB Q: BxI—-Ax1I eine 
zusammenhangende Uberlagerung ist. 

Es werde nun angenommen, daB f-'(A!— V) nicht zusammenhangend ist. 
Wir wahlen dann zwei verschiedene zusammenhingende Komponenten Bj} 
und Bi von f-1(A!— V) und feste Punkte Q,¢ B}, i= 0,1. Nach Hilfssatz 5 
ist B—f-'(W) zusammenhingend. Da B—f-!(W) lokal wegzusammen- 
hangend ist, so folgt, daB B—f-'(W) sogar wegzusammenhangend ist. Es 
gibt daher eine Abbildung v: J + B— f-'(W), mit v(i) = Q,, + = 0, 1. Setzen 
wir u: = afv, so gilt u: J+ A*-'— W, u(0) = u(l) = P. Ist ferner 
S:= {ye AxI:up.y = ap,y}, Sg: = SO pz (a), Al = o1u(a) fir a J, 
so gilt offensichtlich p,(S,) = A} fiir jedes a ¢ J und weiter S U S,. Setzt 


man nun 7: = g-1(8), 7,:= ~-(S,), so folgt g,(7,) = f-*(A}) fiir jedes 
a¢Iund T= U T ,. Wir definieren jetzt durch die Gleichung w(a): = v(a) xa, 
a 
a € I, eine Abbildung w: I> Bx]; offenbar gilt w(J)c 7. Bezeichnet T die- 
jenige zusammenhangende Komponente von 7’, die die zusammenhangende 
Menge w(J) enthalt, so ist y: T + S, wo yw: = | T, eine zusammenhangende 
Uberlagerung (Hilfssatz 1). Setzt man 7: = y(S,), so gilt zunachst 7’, 
= p(S,)0 T. Da w(a) = v(a)xa€T und f(w(a)) ¢ S, fiir alle a€J, so 
folgt w(a) ¢ 7’, fiir alle a ¢ J. T, ist nach Hilfssatz 11 tiberdies stets zusammen- 
hangend. Daher ist auch q,(7',) stets zusammenhingend. 
Es gilt weiter 
qi (w(9)) = g,(v(0) x0) = v(0) = QE« Bi, 
(To) %(7') = f-* (AG) = f*(A*— FV). 


Daraus folgt q,(7'g)¢c f-?(A'— V) und Q,€4q,(7') 0 Bi. Da Bj eine zu- 
sammenhaingende Komponente von /—!(A'— V) ist, so folgt wegen des Zu- 
sammenhanges von q,(7',) jetzt g,(7,)c Bj. Ersetzen wir 0 durch 1 und 
beachten wir, daB A} = A} und v(1) = Q,, so folgt analog g,(7',)c Bl. Somit 
hat sich ergeben 
(1) n(T)c Bi, i=0,1. 


Mit J ist auch u(Z) kompakt und daher insbesondere beschrankt in A*—}. 
Die reelle positive Zahl d sei so gewahlt, daB 


u(I)C 8(P, d): = {(0, 2g, . . «5 8) € A®-?: |agl?+ +++ + |zql? < a}. 


Nach Hilfssatz 7 gibt es eine positive reelle Zahl e, so daB fiir jede komplexe 
Zahl b mit |b| > e stets (b, z,,..., z,) ¢ V, falls (0, x, ..., 2) €8(P,d). Wir 
wahlen nun eine feste Zahl 6 mit |bj >e und setzen P*: = (b,0,..., 0), 
D: = {(b,, %q, . . ., Zp) € A®: (0, 2g, ..., %,) € 8(P, d)}. Dann gilt P*¢ AA— V 
und folglich P*= Dr Al= Dr (A'\— V). Die Menge D ist, da zu s(P, d) 
homéomorph, zusammenhangend, lokal wegzusammenhingend und einfach 
Math. Ann. 139 19 
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zusammenhaingend. Da ferner DC A, so wird also jede zusammenhangende 
Komponente H von {~—!(D) vermége {| H topologisch auf D abgebildet. In jeder 
solchen Menge H liegt daher genau ein Punkt von f—'(P*). Setzen wir M;: 
= Bir f{-'(P*), i= 0,1, so gilt My, M,= 9%. Bezeichnet weiter E, die Ver- 
einigung aller derjenigen zusammenhingenden Komponenten von {~!(D), die 
einen Punkt von M, enthalten, i = 0, 1, so folgt: 


(2) E,7\ E,=8. 
(3) Baf(D)ckE,, i=90,1. 


Ist nun S*: = Sr\ pz! (D), so gilt S* = {(b, x5,...,%,) Xa: u(a) = (0, x9, ...,%_)}, 
da Dc A. Folglich ist p,|.S* ein Homéomorphismus von S* auf J; und fiir alle 
a € JI ist S, 7 S* nicht leer und besteht aus genau einem Punkt. 

Bezeichnet T* eine zusammenhaingende Komponente von y~!(S*), so ist, 
da S* zu I homéomorph ist, y| 7’* eine topologische Abbildung von 7* auf S*; 
daher besteht 7, -\ T* aus genau einem Punkt Q* und es gilt 


(4) (Qt) <€q,(T,) firalle acl. 
Aus dem Zusammenhang von 7" folgt: 
(5) q,(Z*) ist zusammenhangend . 


Da p,(S*) CD, so ergibt sich weiter: 


(6) n(Qi) <u(T*) Cf (dD) fiir alle acl. 
(1) und (4) impliziert nun 
(7) (Qt) <« BE fir i =-0,1. 


Aus (3), (6) und (7) folgern wir: 
(8) q(QF)< £, fir i=0,1. 


Die Menge E, -\ q,(7'*), t = 0, 1, ist also wegen (6) und (8) nicht leer. Da 
nach (5) und (6) q,(7'*) zusammenhiangend und in {~'(D) enthalten ist und E, 
aus gewissen Komponenten von /~!(D) bestcht, so folgt schlieBlich : q,(7'*) c EZ, 
fiir i = 0, 1. Das bedeutet aber insbesondere Ey > £, + 8, was (2) widerspricht. 
Also muB f '(4!—- V) zusammenhangend sein. Die restlichen Aussagen von 
Satz 1 folgen jetzt aus Hilfssatz 3 und der Tatsache, daB 2,(A'-- V’) eine 
(freie) Gruppe mit m Erzeugenden ist. 

Wir beweisen nun Satz 2. Sci L cine Hyperebene im P", so dab (?'!— VoL 
leer ist. Nach Hilfssatz 5 ist f-'(P" — V — L) zusammenhiangend, nach Iilfs- 
satz 1 ist also /|f-'(P"— V — L):f-'(P"— V—L)> P*-—V—-L eine zu- 
sammenhaingende Oberlagerung. Aus Satz 1 folgt, daB f '(P!  V — L) zu- 
sammenhangend ist. Dann ist auch f-'(7"-~- V) zusammenhingend auf Grund 
von Hilfssatz 2. Die weiteren Aussagen von Satz 2 ergeben sich wieder aus 
Hilfssatz 3 und der Tatsache, daB 2,(2?!— V) eine (freie) Gruppe mit m—- 1 
Erzeugenden ist. 
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Bemerkung 2: Auf Grund von Hilfssatz 3 ist Satz 1 zu folgender Aussage 
aquivalent: 

Ist Pein Punkt im A!— V und u: J + A eine Abbildung mit u(0) = u(1) = P, 
so ist uw in einen Weg im A!— V deformierbar (dabei bleibt P fest). 

Es ware wiinschenswert, hierfiir einen konstruktiven Beweis zu finden im 
Gegensatz zu unserem ,,reductio ad absurdum“ Beweis. In diesem Falle ware 
es wahrscheinlich méglich, auch die entsprechenden Aussagen fiir die héheren 
Homotopiegruppen zu beweisen. 

Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir Satz 2. 

Bemerkung 3: Aus Hilfssatz 3 folgt, daB die Sitze 1 und 2 auch dann noch 
gelten, wenn V durch irgendeine analytische Menge ersetzt wird, die in einer 
Hyperflache V der Ordnung m enthalten ist, derart, daB A! (bzw. P*) V in 
genau m Punkten schneidet. 

Wir notieren abschlieBend : 


Bemerkung 4: Jede Quadrik V im P", n>1, ist einfach zusammen- 
haingend; 2,(P"— V) ist frei zyklisch bzw. zyklisch von der Ordnung 2, je 
nachdem ob V reduzibel oder irreduzibel. — Im Falle der Reduzibilitat von V 
ist nichts zu beweisen, da alsdann V aus 2 Hyperebenen besteht. Ist aber V 
irreduzibel, so ist 2,(P"— V) auf Grund von Satz 2 in jedem Falle zyklisch. 
Hieraus ergibt sich dann leicht die Behauptung, wenn man folgendes beachtet: 

(x) Ist X + P" irgendeine algebraische Menge im P", so ist jede endlich- 
blattrige unverzweigte Uberlagerung /: Y + P"— X in eindeutiger Weise zu 
einer héchstens iiber X verzweigten algebraischen Uberlagerung /*: Y*—> P* 
fortsetzbar ®). 

(8) Elementare Aussagen fiir zyklische algebraische Uberlagerungen’). 

(y) Jede irreduzible Quadrik V im P* ist (als komplexer Raum) lokal 
irreduzibel. V kann so auf den P"~! projiziert werden, daB V zu einer 
2-blattrigen zyklischen Uberlagerung von P*~! wird, die tiber einer (evtl. re- 
duziblen) Quadrik verzweigt ist. 


§ 5. Endliche Erzeugung von Fundamentalgruppen 


Hilfssatz 12: Sei G eine endlich erzeugbare Gruppe und H eine Untergruppe 
von G mit endlichem Index. Dann ist H endlich erzeugbar. 

Beweis: Da G endlich erzeugbar ist, gibt es einen Epimorphismus u: F >G, 
wo F eine freie Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden ist. Dann ist u~'(H) 
eine Untergruppe von F mit endlichem Index. Nach einem bekannten Satz von 
ScHREIER!®) ist daher u~'(H) endlich erzeugbar. Dasselbe gilt dann auch fir 
H = u(u-1(A)). 

Wir beweisen nun das im § 2 formulierte Theorem. Wir denken uns V in 
einen komplex-projektiven Raum P™ geeigneter Dimension eingebettet. Ist 


*) Siehe hierzu etwa [5] sowie eine in Vorbereitung befindliche Arbeit von GRaAVERT 
und REMMERT. 
*) Siehe z. B. Abschnitt D in [1]. 
1°) Siehe z. B. Aussage IT auf Seite 36 in [7]. 
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dann n die komplexe Dimension von V — wir diirfen offenbar n = 1 an- 
nehmen —, so gibt es eine (m — n — 1)-dimensionale projektive Ebene LZ im P™, 
derart, daB Lr\ V leer ist. Dann trifft jede (m — n)-dimensionale projektive 
Ebene des P™, die Z enthalt, V in nur endlich vielen Punkten. Wir wahlen 
nun einen n-dimensionalen projektiven Unterraum P* des P™ so, daB L\ P* 
leer ist, und bezeichnen mit f die Projektion von V auf P* mit Z als Zentrum. 
Bezeichnet d die Ordnung von V und D die Menge derjenigen Punkte P ¢ P*, 
fiir die f-'(P) aus héchstens (d — 1)-Punkten besteht, so ist D eine algebraische 
Menge im P", es gilt D+ P". Sei E eine Hyperfliche im P", so da8 
E>{(W) UD; sei W*=f-'(£). Dann ist W* eine algebraische Teilmenge 
von V mit Wc W* + V, und/| V — W*: V — W*- P*— E ist eine zusammen- 
hangende d-blattrige Uberlagerung. Die Gruppe 2,(V — W*) ist folglich zu 
einer Untergruppe von 2,(P"— #) mit Index d isomorph. Aus Satz 2 und 
Hilfssatz 12 ergibt sich daher, daB x,(V — W*) endlich erzeugbar ist. 

Ist nun g: X + V — W eine universelle Uberlagerung, so ist g-!(V — W*) 
nach Hilfssatz 5 zusammenhingend"). g|g-!(V — W*): g-1(V — W*) + V—W* 
ist mithin eine zusammenhaingende Uberlagerung. Diese Uberlagerung ist 
sogar regular, denn g: X + V — W ist als universelle Uberlagerung regular 
(man betrachte die Mengen g~*(Q) fir Q « V — W*!). Daraus folgt, daB es 
einen Epimorphismus 2,(V — W*) > 2,(V — W) gibt. Dann hat aber auch 
2,(V — W) ein endliches Erzeugendensystem, w. z. b. w. 

Bemerkung 5: In unserer Beweisanordnung ist der Fall eines vollstandigen 
Raumes (d.h. W = 9) nichts Einfacheres als der allgemeine Fall. Denn wir 
haben wiederum den im allgemeinen nicht kompakten Raum V — f-?(D) zu 
betrachten. 
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Lattice Theory for certain Classes of Rings 
By 
N. V. SUBRAHMANYAM in Waltair, India 


0. Introduction 


0.0. If R, is the set of idempotents of an associative ring R which lie in its 
centre, then R, can be partially ordered in a natural manner by defining e, < e, 
(for e,,@, in Rg) whenever e,= ¢,e,. Then R, turns out to be a distributive 
lattice (complemented, in case R has unity element) and also a Boolean ring 
(see [1]); and the relation of this lattice structure (Boolean ring) to the elements 
of the ring R, in general, does not seem to have been studied excepting in one 
case [2] which we mention below. By defining a partial ordering in R, which is 
consistent with the (natural) partial ordering in Ry, we will, in the present 
paper, exhibit a certain (apparently interesting) link between the lattice 
structure of R, and the elements of R, in a pair of cases; and our results include 
those of [2] pertaining to this point. 

In [2], Irvine Sussman has, starting from a subdirect sum of domains oi 
integrity (rings without right or left divisors of zero), exhibited a new class of 
rings, which include, as special cases, all the known generalisations of Boolean 
rings and also, the socalled regular rings of von NEUMANN, with unity and 
without nonzero nilpotent elements, etc., for which the famous result of 
M. H. Stone on the representation of Boolean rings, as subdirect sums of two 
element fields, has a natural extension. Further, to this class of rings (which he 
called associate rings), SussMAN has extended the lattice theory of Boolean rings 
in a natural manner and also has shown that an associate ring is composed of 
maximal lattices (which are Boolean rings) — all isomorphic to one another. 
In the present paper, we show that this lattice structure of an associate ring is 
not peculiar to this class of rings, but is only a consequence of an associate ring 
being a special type of a more general class of rings which we are going to present. 


0.1. Preliminary definitions and examples 


0.1. Actually, we show the existence of two classes of rings, enveloping the 
class of associate rings in different directions and having the same lattice 
structure. 

For an arbitrary (associative) ring R, we define two properties P, and P,, 
which R may or may not possess: 

(P,): Each element in R has a minimal idempotent duplicator in the centre 
of R; i.e. if a € R, then there exists an idempotent a° in the centre of R such 
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that (i) aa°= a and (ii) for any idempotent e such that ae = ea = a, must 
a%e = 6°; , 

(P,): Each element in R has a maximal idempotent annihilator in the 
centre of R; i.e. if a € R, there exists an idempotent a, in the centre of R such 
that (i) aa,= 0 and (ii) for any idempotent e’ such that ae’= e’a = 0, must 
a,e’= e’. 

It can easily be verified that for a ring R with unity element, these two 
properties are equivalent; however, in general, a P,-ring (i.e. a ring with 
property P,) is not a P,-ring — nor vice versa, as the following examples 
illustrate : 

Example 1: Let R be the descrete direct sum of an enumerable number of 
rings R; each identical with the ring of integers; i.e. R consists of integral 
sequences (a, @,, . . .) where all but a finite number of the integers a; vanish, 
with addition and multiplication defined in R as usual. Such a ring R is clearly 
a P,-ring, which is not a P,-ring. 

Example 2: Let R be the direct sum of (i) the ring of integers and (ii) the 
ring of even integers. This is obviously a P,-ring; and it is not a P,-ring, since, 
for instance, the element (1, 4) has no duplicator at all (we do not, by the word 
idempotent, mean only proper idempotents). 

Trivial instances of P,-rings and P,-rings are, for example, the ring of 
integers and the ring of even integers respectively. The following example 3 
shows that even the intersection of the classes of P,-rings and P,-rings is 
wider than the class of associate rings: 

Example 3: Let R be the ring (4) of integers mod. 4; then R is both a 
P,-ring and a P,-ring. However, RF is not an associate ring, since an associate 
ring contains no nilpotent elements + 0, (see page 327 [2]) while in this ring R, 
2+ 0 and 2?= 0 

We recall that an associate ring is both a P,-ring and a P,-ring; and the 
socalled biregular rings are P,-rings. We develop, in the first section, lattice 
theory for P,-rings; and in the second section, we assign a lattice structure to 
a P,-ring in terms of a minimal P,-ring enveloping it. We are not supposing 
that R has unity element; and in such a case, the results of these two sections 
overlap. 


1.0. Preliminary results concerning P,-rings 


1.0. For convenience, we now restate the a P,, as (Pj: ii) and 
define (Pj: i), a weaker form of P,: 

(P; : i): Each principal two sided ideal (a) in Ri is contained in a two sided 
ideal (e) generated by an idempotent ‘e’ in the centre of R; 

(Pj: ii): Each principal two sided ideal (a) in R is contained in a minimal 
two sided ideal (e) generated by an idempotent ‘e’ in the centre of R. 

We observe that for any ring R with unity element, the property (Pj : i) 
ceases to have any significance and for any ring R, in which the only nonzero 
idempotent in its centre is its unity element, (Pj : ii) (which is equivalent to P,, 
as can easily be seen) also looses its significance. However, in this form of P,, 
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it is obvious that a biregular ring is a P,-ring; and we will find these formulations 
convenient in the sequel. We shall call any ring R, whose only nonzero idem- 
potent in its centre is the unity element of R, a special P,-ring. 


1.1. Subdirect.structure of a P,-ring 


1.1. It is well known that any ring R is isomorphic to a subdirect sum of 
subdirectly irreducible rings (see [3]), and: we shall now examine these com- 
ponent rings in the case of a P,-ring R. We start with an arbitrary ring R. 

1.1.1. Lemma: Let R be a subdirectly irreducible ring and R, be the set 
of its nonzero idempotents in the centre of R. Then, either R, is empty or 
contains just one element. 

Proof: Suppose that R, is nonempty and J is the minimal two sided ideal 
in R (see [3]). If e € Ry, then Re(= eR) is a nonzero two sided ideal in R and 
hence Re>J. Thus a ¢ J and e € R, imply ae = ea = a. 

Now suppose R, contains two nonzero idempotents e, and e, with e,e, + 0; 
and suppose further that e,+e,e,. Then e,—e,e,¢ Ry and so if a€¢J, 
a = a(e,;— €,€,) = ae,— ae,e.= a— a= 0 whith is a contradiction. Hence, if 
€,¢, + 0, then e, = €,¢,= €, (for a similar reason). On the other hand, if e,e,= 0, 
then e, + e,€ Ry and for any ‘a’ in J, a = a(e,+ e,) = ae,+ ae, = a + aso that 
a = 0 again. Hence R, contains only one element. Q. £. D. 

If in the above lemma, R has also the property (Pj: i), it follows that R, 
contains a unique non-zero idempotent ‘e’ and that e is the unity element 
in R. Hence, we have 

1.1.2. Lemma: A subdirectly irreducible P,-ring is a special P,-ring. 

We remark that in the hypothesis of this lemma, we might take a ring with 
property (Pj: i) alone; and, as a consequence of this lemma, we have 

1.1.2.1. Corollary: A subdirectly irreducible biregular ring is a simple ring 
with unity; a subdirectly irreducible Boolean ring is a two-element field; and 
a subdirectly irreducible commutative regular ring is a field. 

Since any homomorphic image of a P,-ring (or a ring with property (Pj : i) 
alone) is a (Pj: i)-ring, we have at once, in view of the remark following 
lemna 1.1.2, 

Theorem 1: Any P,-ring is isomorphic to a subdirect sum of special P,-rings, 
each of which is subdirectly irreducible. 

Also, since any homomorphic image of a regular or a biregular or a Boolean 
ring is also a regular or a biregular or a Boolean ring, we have 

Theorem 2: A biregular ring is isomorphic to a subdirect sum of simple 
rings with unity; a Boolean ring is isomorphic to a subdirect sum of two- 
element fields; and a commutative regular ring is isomorphic to a subdirect 
sum of fields. 

The contents of this theorem are fairly well known. Now, the following 
lemma implies that, in a special P,-ring, the only nonzero idempotent is its 
unity element. 
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1.1.3. Lemma: All the idempotents of a P,-ring are in its centre. 
Proof: If e?= e in a P,-ring R, then ee = ee = e implies that e°= ee°; also 
ee°= e and hence e = e® lies in the centre of R. 


1.2. Basie results for P,-rings 

1.2. We now introduce a partial ordering (<) and a relation of compatibility 
(~) in a P,-ring R by making the following 

Definition: (i) a < b if a®°b = a; and (ii) a ~ b if a®°b = ab®. 

Obviously ‘<’ is a partial ordering in the set R, of idempotents in R, which 
coincides with the natural partial ordering in R,; and the elements in R, are 
mutually compatible. Also, we have obviously, 

1.2.1. Lemma: (i) a ~ a for all ‘a’ in R, - 

(ii) a<bimpliesa~b, _ 

(iii) 0 < a and a < a for all ‘@ in R. 

We shall now show that ‘<’ is actually a partial ordering in R. 

1.2.2. Lemma: R is partially ordered by the relation ‘<’ in R. 

Proof: (i) a < a for all a in R. 

(ii) Suppose a < b and b < a; then a°b = a and b®°a = b. 
a°b°a = a°b =a so that a°b°= a°(a°b®) = a°= b° (by symmetry). Hence a= a®b 
= b°b = b. 

(iii) Finally suppose that a <b and b<c; then a®°b=a and b®%c= b. 
a=a°b = a°b °c. Also, ab®°=a°hb=a so that a°b°=a®. Hence a®c =a; 
i.e. a < c and this completes the proof. Q. E. D. 

1.2.3. Lemma: Compatible elements commute with each other. 

Proof: lf a ~ 6b, then ab®°= a°b; and hence ab = ab®b = ba®b = bb®°a = ba. 

Q. E. D. 

The non-O-divisors of an associate ring R (see [2]) are maximal elements 
relative to the partial ordering in R; and every maximal element in such a 
ring F is a non-O-divisor in R, as can easily be verified. The existence of maximal 
elements in a P,-ring R, relative to the partial ordering we have introduced, 
is not, however, guaranteed; and their existence in # has special significance, 
as displayed in the following theorem. 

Theorem 3: For a P,-ring R, the following statements are equivalent: 

(i) R has unity element, 

(ii) & is also a P,-ring, 

(iii) R has a maximal element (relative to the partial ordering <). 

Proof: Obviously (i) implies (ii). We shall complete the proof by showing 
that (ii) implies (iii) and (iii) implies (i). 

Now suppose that R is both a P,-ring and a P,-ring. If a © R, we are going 
to show that a + a, is a maximal element, majorising ‘a’ (which is more than 
what is actually needed) ; and to this end, it is sufficient to show that a + a, ~~ b 
imphes a + ay = 6. 

First of all, we notice that 0, has the property that 0,e = e for every 
idempotent e; hence if a ¢ R, a0,= aa°0.= aa®= « which shows that R has 
unity element 1 = 0). This incidentally shows that (i) and (ii) are equivalent. 
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It follows now that a®°= 1 — aj; and if e?= e and (a + a,)e = 0, we have 
ae = —a,e = 0; hence e = eay= 0. Thus (a + ay)y= 0 and so (a + ay)®= 1. 
Now, if a+ a®°<b, then a+a,= (a+ a))°6=6. This shows that (ii) 
implies (iii). 

Finally assume (iii); if a is maximal in R, then a® is the unique maximal 
idempotent in R. For, if a®° < e, then a°e = a® and hence, a°(a + e—a®) =a 
shows that a < a + e—a® and so is not maximal. It is easy to verify that a® 
is the unity element in R and thus (iii) implies (i); and the proof is completed. 

Q. E. D. 

Next we prove the following theorem 4, basic for our purposes: 

Theorem 4: Given a + 0 and an idempotent e in a P,-ring R, there exists 
an element ‘b’ such that (i) b°= e and (ii) a ~ b. 

To prove this theorem, we need a pair of lemmas. 

1.2.4. Lemma: If ae = 0 and e?= e, then a®e = 0. 

Proof: We have a(a°— a%e) = a— ae = a and a®— a%e is an idempotent. 
Hence a®(a°— a%e) = a® so that a%e = 0. Q. E. D. 

1.2.5. Lemma: If e?= e, then (ae)°= a®%e. 

Proof: We have ae + a®°e = ae; and let ae e’ = ae where e'?= e’. Thene — ee’ 
is an idempotent in R and a(e—ee’) = 0. Hence, by the previous lemma, 
a°(e — ee’) = 0 or a®°ee’ = a®e. Hence (ae)®= a%e. Q. B.D. 

Proof for theorem 4: Let b=e + ae—a%e; then be=eb= (e+ ae—a%e)e=b. 
Now, let be’ = e'b — b, where e’? = e’ so that ee’ + ae e’— a%ee’= e + ae— ae; 
and by multiplying with a°, we obtain ae e’= ae and hence ee’— a®ee’ = e 
—a°%e. Also, by the previous lemma, we have, since ee’ is an idempotent, 

a°e = (ae)®= (aee’)®= a%ee’ so that ee’ = e. Hence e is the minimal idem- 
potent duplicator b° of b. Also, 


ab®= ae = a%(e + ae — a%e) = a°b and thus a ~ b. Q. B.D. 


1.3. Maximal compatible sets 


1.3. Let M be a subset of R such that every pair of clements in M are 
compatible with each other and any subset of R which properly contains M 
does not retain this property. Such a sect M, we shall call a maximal compatible 
set, or simply a maximal set in R. Obviously, the set R, of idempotents in R 
is a maximal set, as can be verified directly; and we are going to show that R 
can be decomposed into maximal sets (which are Boolean rings) — all iso- 
morphic to one another. 

If a € R, then a ~ a; and hence every clement ‘a’ in R is contained in a set 
M, such that x,y « M, implies that x ~ y. Then, however, Zorn’s lemma 
implies that every element ‘a’ in R is contained in a maximal set. Very little 
seems to be known about these maximal sets in their relation to R (even in 
the case of associate rings; see [2]); however, we show below the existence 
of a maximal set containing a given element and which is such that it is 
o-isomorphic to the set R, of idempotents in R in the sense of the following. 
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Definition: If S, and S, are subsets in R, we shall call them o-isomorphic if 
there is a one-one mapping o of S, into S, (or of S, into S,) such that a < 6 is 
equivalent to (a) < o(b). 

Definition: If M is a maximal set and ‘u’ is an element of M such that 
a < u for all ‘a’ in M, we shall call M a maximal set with unielement u and u the 
unielement of M. 

For an arbitrary P,-ring, a maximal set need not have a unielement (see 
example 1); and if in a P,-ring R, there exists a maximal set with unielement 
(which is necessarily unique) then R contains maximal elements, since a uni- 
element must be a maximal element in R (see lemma 1.2.1 (ii)); also, we have 
conversely, that every maximal element (if such exists) in R determines a 
unique maximal set, of which it is the unielement (see [2]; lemma 4.5, page335). 
However, in the general case, we have the following 

Theorem 5: Every element of a P,-ring R is contained in a maximal set M 
such that o: o(x) = x°, for x in M, is a one-one mapping of M onto Ry, the set 
of idempotents in R, which is also a o-isomorphism. 

Proof: For ‘a in R, let M,= {B(a,e)=e + ae—a%e;e?=e}. Then 
B°(a,e) = e and also, B°(a,e,) B(a,e,) = e,¢, + ae,e, — a%e,e, = B(a,e,) B°(a,e,) 
so that f(a, e,) ~ B(a, e,). In other words, M, is a compatible set containing 
‘a’ (= B(a, a°)); and let M be a maximal set containing M, and x ¢ M. Then 
x ~ B(a, x) and x2°= f%(a, x°); hence x = f(a, x®) belongs to M,. Thus MV, 
is a maximal set containing ‘a’. The rest of the theorem follows from the 
following lemma, whose’ proof is direct. Q. £. D. 

1.3.1. Lemma: If a ~ b, then a < b if and only if a°< b°. 

In case R has maximal elements, M, is a maximal set with unielement 
B (a, 1) and if a is maximal, it is the unielement of M,. Thus, 

Theorem 6: Every element in a (P,, P,)-ring R is contained in a maximal 
set with unielement (which is maximal in R); and conversely, every maximal 
element in R determines a unique maximal set of which it is the unielement. 
Also, if ‘u’ is the unielement of a maximal set M, then M = uR, where R, is 
the set of idempotents in R, and all such maximal sets are isomorphici(c-iso- 
morphic) to each other. (Compare [2]; theorems in pages 332 and 333). 

It is obvious from the preceding that in a special P,-ring (and only in such 
P,-rings) each maximal set contains just one nonzero element; also, lemma 1.3.1 
implies that, in a P,-ring, all maximal sets are o-isomorphic to the set R, of 
idempotents in R. Now we shall prove the following generalisation of theorem 4.8 
[2] (page 334): 

Theorem 7: A P,-ring R, in which compatibility is a transitive relation 
between its (nonzero) elements, is either a Boolean ring or a special P,-ring. 

Proof: As in [2], we observe that introduction of zero into this scheme 
simplifies the whole matter, since 0 < a and so 0 ~ a for every ‘a’ in R. So, 
if e is an idempotent, a ~ e and this gives a®°e = ae®= ae or (a?— a)e = 0 for 
every idempotent e. Taking e = (a?— a)°, we obtain a?= a and hence R is a 
Boolean ring. Now let us suppose that compatibility is transitive only between 
the non-zero elements in R, and let a + 0 in R. 
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First suppose that a is not maximal in R so that a < 6 with b + a; then 
(bp — 4)? = (b>— ay) + 0. By theorem 5, f(a, 6°) ~ a. Also (b°— a®)® B(a, b°) 
= (b°9— a®) (b°+ ab®°— a°b°) = (b°— a®) (b°— a® + ab®) = (b°—a®) so that 
(b°— a°) < B(a, 6°) and hence (b°— a) ~ f(a, 6°). Thus a ~ (b°—a®) and 
a € Ro, the maximal set of idempotents in R; hence a?= a. 

Now suppose that a is maximal in R and that R contains a nonzero idempo- 
tent + 1. Then the maximal set M, (with unielement a) contains nonzero 
elements other than a; and since none of them is maximal (in fact each <a) 
they are all idempotents and ‘a’, the unielement of M, is perforce idempotent. 
If R contains no nonzero idempotent + 1, then it is a special P,-ring. 

Q. E. D. 

As a consequence of theorems 3 and 7, we have the following: 

Theorem 8: A P,-ring without unity element, in which compatibility is a 
transitive relation between its (nonzero) elements, is a Boolean ring. 


1.4.' Lattice theory for P,-rings 


For compatible elements a and 6 in a P,-ring R, let us write ab = a + 
+ b—a°b and ar\b=ab*; then ‘UW’ and ‘nm’ are both commutative and 
associative. Also, we have 

1.4.1. Lemma: If a ~ 6, then (aU b)®= a® U b® and (a7) b)®= a®7\ 6° (= a°b®). 

Proof: Suppose (a. b)e=awwUb, where e?=e; then ae + be—a*be 
=a-+b—a°b. Multiplying with a°, we obtain ae = a so that a° = a%e; simi- 
larly b°= b®°e. Hence, we have (a° U b®)e = (a°+ b°— a®b®)e = a® + b°— a°b® 
=a°\/ b®. Also it can be verified that (a Ub) (a®°\U b°)=(aUb); hence 
(a U b)®°= (a® VU B®). 

Now, if (an b)e = ar b, we have ab®°e = ab® and hence a°b°e = a°b°®. Also, 
(a 7) b) (a® 7) 6°) = ab® . a®b® = ab® = an b; 80 (ar b)® = a® 7 B® = a°b® and 
this completes the proof of the lemma. ' q. E. D. 

Theorem 9: If a ~ b, then a and b have the /. w. b. and the g: 1. b. 

Proof: It is at once verified that a< ab and b<a\/b. Now suppose 
a<2ax and b<~2z so that a®9x=a and b°x=b. Then (a Ub)®°z = (2° UD) a 
= (a°+ b°— a°b)z=a+ b—a°b=avb so that ab < a; hence aU} is 
indeed the 1.u.b. of a and b. The other part is similar. Q. E. D. 

Theorem 10: If M is a maximal set in R, then (M, U, 4) is a distributive 
lattice. 

Proof: If a, b € M, we shall first show that a U 6 and a / b also belong to M. 
Let c € M so that c ~ a and c ~ b; i.e. ca®= c°a and cb®°= c°b. Now c®(a U b) 
= c°a + c9b — c°ab®= c(a®+ b°— a°%b®) = c(a Ub)® so that c ~ (a Ud) for an 
arbitrary element c in M. Hence a Ub € M; similarly a > b ¢ M. Also, we have 

ar\ (b Uc) = a° + a®c— a®b%c = ab Vac = (anb)Ul(anc). 
Similarly the other distributive law: ’ Q. E. D. 

Corollary 10.1: If M is a maximal set with unielement u, then (M, VU, -) 

is a distributive lattice, with lattice identity wu. 
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Proof: Since u®=1, for a in M, avu=a+u—aw =u and anu 
= au°= a. Q. E. D. 

Corollary 10.2: If M is a maximal set, o : o(a) = a® for ‘a’ in M, is a lattice 
isomorphism of M into (Ry, U, 4). 

Proof : Obvious by lemma 1.4.1. It is conjectured that o is actually onto R,; 
we have, however, 


Corollary 10.3: Every element of a P,-ring R is contained in a maximal 
set M such that o:ca(a)=a° for ‘a in M, is a lattice isomorphism 
of M onto Rp. 

Proof: By the Corollary 10.2 and theorem 5. Q. E. D. 

Corollary 10.4: If M is a maximal set with unielement, then (M, U, 4) is 
lattice isomorphic to (Roy, U, 4). 

Proof: By theorem 6. Q. E. D. 

If (LZ, U, A) is a distributive lattice, Z can be turned into a Boolean ring 
by defining for a, 6 in L, 


a+b=(aub)—(anb) and axb=anb. 


Also, if Z, and L, are two lattices, then the corresponding Boolean rings are 
isomorphic whenever L, and L, are lattice isomorphic. Hence it follows that 
if the maximal sets are turned into Boolean rings as indicated above, the 
analogues of theorem 10 and all its corollaries are true for these sets, regarded 
as Boolean rings. (See [2]; pages 336 and 337.) 

Finally we remark that if in a P,-ring R, the set of idempotents form a 
complete (or «-complete, for a given cardinal «) lattice, Corollary 10.3 has its 
analogue where the maximal sets are also complete («-complete) lattices (or 
Boolean rings). We now turn to P,-rings in the next section. 


2.0. Preliminary results concerning P,-rings 


2.0. We recall that a ring R is a P,-ring, if each ‘a’ in R has a maximal 
idempotent annihilator a, in the centre of R; and since 0 is annihilated by 
every (idempotent) element, this implies the existence of a (necessarily unique) 
maximal idempotent in the centre of R. Suppose, instead of P,, we now define 
a property P3 in R as follows: 

(P3): Each a +0 in R has a maximal idempotent annihilator a, in the 
centre of R. 

Apparently, P; is weaker than P,; and we will prove below that, at least in 
a fairly wide variety of cases, P3 implies P, so that P, and P are equivalent 
in all these cases. To this end, we need a few lemmas; we shall suppose through- 
- out this section that R is a P}-ring unless it is stated to be otherwise. 

2.0.1. Lemma: There exists in R an idempotent e + 0 such that e,= 0. 

Proof: Let e? = e + 0; (if zero is the only idempotent in &, then it is already 
a P,-ring and hence we may suppose throughout that R contains at least one 
nonzero idempotent) and e, + 0. Then e + e, is a nonzero idempotent; and, if 
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(e + ge’ = e’(e + &9) = 0, we have (since ¢, is in the centre of R) ee’ = e’e. 
Also, ee’ = —ege’ = 0; hence e’ = e’e, = 0. Thus (e + é 9), = 0. Q. E. D. 

2.0.2. Lemma: If e? = e + 0 and e, = 0, then e dominates every idempotent 
in the centre of R. 


Proof: If e’?= e’ and e’ is in the centre of R, then e’ — ee’ is an idempotent 
and e(e’ — ee’) = (e’ — ee’)e = 0; hence e’ — ee’ = 0 or e’< e (relative to the 
natural partial ordering in the set R, of idempotents in R). Q. E. D. 

Now in the following lemma, R is an arbitrary ring. 


2.0.3. Lemma: Suppose that R is either a commutative ring or a non- 
commutative ring without nilpotent elements of index two; and (a— ae) 
= e(a — ae) for all ‘a’ in R, where e?= e (which we may suppose +0). Then e 
is the unity element in R. 

Proof: If e = 0, then a = 0 for all ‘a’ in R and R is a single-element ring; 
and in the commutative case, a— ae = e(a — ae) = (a—ae)e = 0 so that e 
is the unity element in R. Finally, a — ae = e(a — ae) gives, by left multiplica- 
tion with ‘a’, (a—ae)*= 0 so that if R has no nilpotent elements, a = ae. 
Similarly, a = ea in this case and hence e¢ is the unity elementin R. Q. Z. D. 

We shall suppose now that R is a noncommutative P}-ring either without 
nilpotent elements of index two or with atleast one nonzero idempotent in 
its centre, and prove 

2.0.4. Lemma: All the idempotents of R are in the centre of R. 


Proof: Let e?= e + 0 and suppose that e,+ 0. Then (e,), exists and since 
€o¢ = €&y= 0, we have e(e,))= e. Now (€ + &9) ((€g)o— €) = ((€p)o— €) (€ + &) = 0 
and (€9)>— e is an idempotent. But, by lemma 2.0.1, (e + €9),= 0 and hence 
€ = (€ 9) is in the centre of R. 

Now suppose that e?= e + 0 and e,= 0; also suppose that e’?= e’ + 0 is in 
the centre of R. Then e dominates e’ and e — e’ is a nonzero idempotent (for, 
if e—e’= 0, then e = e’ is in the centre of R) so that (e — e’), exists; and this 
is different from zero since e’ (e — e’) = (e — e’)e’ = 0. So, by the previous case, 
e —e’ is in the centre of R and hence e is in the centre of R. 

Finally, suppose that R is a (noncommutative) ring without nilpotent 
elements and e?= e + 0 with e,= 0; then either e is the unity element of R 
and hence always belongs to its centre, or (by lemma 2.0.3) there exists an 
element ‘a’ in R such that z = a — ae — ea + eae + 0, so that z, exists. Now 
ze = ez= 0 and so z,e = e; but e dominates z,, since ¢,= 0 and z, is in the 
centre of R (lemma 2.0.2) so that z.= ez». Hence e = 2, is in the centre of R. 

Q. E. D. 

If R is a P}-ring which contains all of its idempotents in its centre, then it 
follows from lemma 2.0.2 that R contains a maximal idempotent; and hence 
in this case P3 is equivalent to P,. Thus, the preceding lemma implies that 
in a fairly large number of cases, We may replace P, by the apparently weaker 
property P;; however, whether the generality gained by P3; is not vacuous 
is still an open question. We shall suppose that, hereafter, R is a P,-ring. 
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2.1. Structure of a P,-ring 


2.1. We now imbed R# in a P,-ring R’ in terms of which we obtain the 
lattice structure of R. First of all, we shall prove 

2.1.1. Lemma: A P,-ring without unity is the direct sum of a P,-ring and 
a ring without nonzero idempotents. 

Proof: lf R is a P,-ring without unity. element, then RO, is a P,-ring (with 
unity element O,); and if R, is the set of all elements of the form x— x0,, 
then R, is a subring of R and contains no nonzero idempotents. Further, since 
each x in R is the sum of ‘orthogonal’ elements x0, and z— x0,, it follows 
that R is the direct sum of R,= RO, and R,. Q. £. D. 

We note that this lemma is trivially true in case R has unity element, 
in which case, it is also a P,-ring; and in that case R, is a one-element ring. 

2.1.2. Lemma: A ring R without nonzero idempotents can be embedded in 
a ring with unity and without other nonzero idempotents. 

Proof: If R is a ring without nonzero idempotents, let R* be the set of all 
pairs (m,a) where m is a residue class modulo 2 and ‘a’ is an element of R, 
with addition and multiplication in R* defined, as usual, by 


(m, a) + (n,b)=(m+n,a+b6) and (m, a) (n, b) = (mn, ab+ mb+ na). 


Then R* is a ring with unity and contains a subring isomorphic to R. Also, 
if (m, a)?= (m, a), then m?= m and a?+ 2ma =a so that either m = 0 and 
a*= a or else m = 1 and (—a)*= (—a); in either case a = 0 and this completes 
the proof. Q. E. D. 

Now suppose that R is a P,-ring which is not a P,-ring so that R has no 
unity element . Let R = R, ® R, where R, is a P,-ring, R, is a ring without 
nonzero idempotents and the sum is direct (see lemma 2.1.1); and let Rj be 
the ring enveloping R, and constructed according to lemma 2.1.2. Then, if 
R’ = R, ® Rj, then R’ contains R as a subring (and we shall make this notation 
standard for the rest of this paper); and further the only idempotents in R’ 
are of the form e + j where e is an idempotent in R, and j is either 0 or 1 in R3. 
We shall now prove, 

2.1.3. Lemma: FR’ is a P,-ring. 

Proof: Let x + y € R’ with x in R, and y in Rj. If y = 0, (x + y)®= x°+ 0 
and if y + 0, (x + y)®°= x°+ 1 as can be verified directly. Q. E. D. 


2.2. Basie results and lattice theory for P,-rings 


2.2. We now define in R partial ordering and relation of compatibility as the 
restrictions to R of these in the P,-ring R’ (constructed in the preceding section) ; 
and the notions of maximal sets etc., carry over to R in a natural way. We 
now verify 

2.2.1. Lemma: Every maximal element in R is also a maximal element in R’. 

Proof: We will first show that every maximal element in R contains a non- 
zero component in R,. For, if we suppose that z = z,+ 0 with 2, in R, and 
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0 in R,, then for any z,+0 in R, we have x°(xz,+ x) = (x? + 0) (2, + 2) 
= 2,+ 0= xs0 that 2 < z,+ 2,; and hence z is not maximal in R. 

Now let x,+ 2, be maximal in R where z, and z,+ 0 are in R, and R, 
respectively; further suppose that in R’, z,+ 2,< y,+ y». Obviously y, + 0; 
and (x, + 2~)°(y, + Ye) = 2+ 2, gives z?y,+ y,= 2,+ 2, so that z,= y, and 
x? y,= x,. However, this means that y,+ y,¢ R (by the construction of R’) 
and 2+ %< y¥,+ Y_ so that z,+ z, is not maximal in R. This contradiction 
proves the lemma. Q. E. D. 

Similarly, we also have 

2.2.2. Lemma: Every maximal set in R is also a maximal set in R’. 

Proof: Let M be a maximal set in R and M’> M be a maximal set in R’. 
If x = 2,+ 2,¢€ M’ with z, in R, and zx, in Ry, we may suppose that z,+ 0. 
Further, we notice that there is at least one element y = y,+ y, in M with 
y,+ 0; for if y.= 0 for all y in M, taking any z,+ 0 in R,, we have, for an 
arbitrary c = c,+ 0 in M, c®(y, + 2) = (c? + 0) (y, + 2) = chy, + O=e,¥f + 0 
= (c,+ 0) (yf + 1) = e(y, + z)® so that c~ y,+ z, and hence M is not a 
maximal set in R. Now, if y(=y,+ y, where y,+ 0) is in M, we have, since 
y~ xin R’, (28+ 1) (y,+ ye) = (2%, + 2) (y? + 1) and hence z,= y, so that 
z,+ 2,¢€.R. Hence x ¢ M and M is a maximal set in R’ also. Q. E. D. 

This lemma implies that the maximal sets in R are precisely the maximal 
sets in R’ which are subsets of R. Since R’ is a P,-ring, we know the lattice 
structure of each of these maximal sets; and it is entirely carried over to P,-rings, 
excepting that the unielement of a maximal set has no image in the set Ry 
of idempotents in R under the mapping o: (a) = (O,—a,) for ‘a’ in the 
maximal set, that would reflect its order superiority. (See lemma 1.3.1.) With 
obvious modifications, all the results of sections 1.3 and 1.4 for P,-rings are 
true for P,-rings; and we leave the formulations and the proofs of these to the 
reader. 

However, we now prove the analogue of theorem 7 for P,-rings; we need the 
following 

2.2.3. Lemma: A P,-ring without nilpotent elements, in which compatibility 
is a transitive relation between its (nonzero) elements, is a P,-ring. 

Proof: Suppose that z,+ 2,~ y,+ y, in R with z,, y,+ 0; then we have 
= y, in R, and 2, ~ y, in R,. However, for any z,+ 0 in R,, x,+ 0 ~ 2+ 2 
so that the transitivity of compatibility implies that all nonzero elements 
(if they exist) in R, are equal, which is possible only when R, is a two-element 
field. But R, contains no unity element and hence R, is a single-element ring. 
Then, however, R is isomorphic to R,, and hence is a P,-ring. Q. E. D. 

We note that the converse of this lemma is false. We have, 

Theorem 11: A P,-ring without nilpotent elements, in which compatibility 
is transitive between its (nonzero) elements, is either a Boolean ring with unity 
or a special P,-ring. Q. £. D. 
Proof: By lemma 2.2.3 and theorem 7. 
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3. Conclusion 


We observe that every Boolean ring is a P,-ring, where each element is 
its own minimal idempotent duplicator; a Boolean ring with unity is also 
a P,-ring, where each element is the maximal idempotent annihilator of its 
complement; and thus, P,-rings and P,-rings are generalisations of a Boolean 
ring in terms of its lattice structure. Then, it is oniy natural that these two 
classes of rings have such close affiliations with the lattice structure of a 
Boolean ring. 
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1. Introduction 


In a previous paper [2], to be quoted henceforth as J, the authors proved 
(Section 5) that the existence of bounded solutions of the differential equation 


(1.1) #+ A(t)x = f(t) 


(t ¢ J = [0, co); 2, f(t) in a Banach space X) for each f in a certain Banach 
function space B(X), with the assumption that the linear manifold X, of 
initial values x(0) of the bounded solutions of the homogeneous equation 


(1.2) #+A(t)x=0 


is a subspace and has a complementary subspace X,, implies that the solutions 
of (1.2) have a certain well-defined behaviour, which in a later paper [4] the 
authors called a dichotomy of the solutions. Roughly speaking, a dichotomy 
corresponds to uniform (simple) conditional stability and an exponential 
dichotomy (this term is introduced in this paper, but the concept already 
appears in I and [4]) to uniform asymptotic (exponential) conditional stability. 
Converse results were also proved in that paper. 

The purpose of the present paper is to refine and extend these earlier 
results in the following directions: 


(1): The spaces B(X) were until now those listed in I, Section 3; here we 
also consider spaces in much more general classes of Banach function spaces. 

(2): The condition that equation (1.1) have bounded solution (i.e., solutions 
belonging to L™(X)) is replaced by assuming that it has solutions which 
belong to a space D(X) in the same kind of class of Banach function spaces. 
In a certain sense, the classes of spaces to which B(X), D(X) are assumed to 
belong provide a more natural context for the type of behaviour discussed. 
The theory of these classes is developed in [7], to be quoted henceforth as F; 
a reasonable acquaintance with that paper is assumed. 

(3): The assumption that X, (or, correspondingly, X,p, the set of initial 
values of the solutions of (1.2) which belong to D(X) ) has a closed complement 
is dropped. 

(4): Not only “pointwise” stability properties, i.e., properties of the 
values | x(t) for a given solution and different values of ¢, are considered, but 
also stability properties of a more “global” character, where the D-norms of 
Math. Ann. 139 20 
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the “slices” 7,44,” are compared for a fixed value of 4 > 0 and different 
values of ¢ (where y,¢ is the characteristic function of the set Z). If we take L’ 


t+4 
instead of D, we are led to properties of { ||z(u)|du, which (disregarding the 
é 


inessential factor 4-1) may be appropriately labeled stability properties ‘in 
the mean”. 

Several of our results (e.g., the form of the coefficient in formulas (5.8) to 
(5.11), the relation between parts (i) and (ii) in the definitions of the dicho- 
tomies and in several theorems, the relation between Theorems 7.1 and 7.2) 
suggest the existence of some kind of duality, which has to do with the relations 
between a function space and its associate space (cf. F, Section 4,5) and 
between equation (1.2) and its adjoint equation. We believe that this point 
would merit further investigation. 

A plan of the present work is the following: Section 2 contains some basic 
theorems, analogous to those in I, Section 4; Section 3 deals with 7-pairs, 
i.e., pairs (B, D) of Banach function spaces in the classes mentioned above, 
the main relation between them and the differential equation being that a pair 
is said to be admissible with réspect to (1.1) if for each f ¢ B(X) there is a 
solution x € D(X); Section 4 contains a thorough study and generalization of 
the concept of dichotomy; Section 5 contains the proofs of some basic in- 
equalities relating to slices and/or integrals of solutions of (1.2) under the 
assumption that certain 7 -pairs are admissible with respect to (1.1); Section 6 
concerns uniform conditional stability in the mean and in slices, both simple 
and exponential; Section 7 contains results on non-uniform pointwise con- 
ditional stability which give a much more general and systematic account of 
this problem than some isolated theorems of I; Sections 8 and 9 are devoted 
to direct and converse theorems relating admissibility of 7-pairs.and dicho- 
tomies, ordinary and exponential respectively; finally in Section 10 we briefly 
discuss whether certain 7 -pairs may or may not be admissible with respect to 
any equation (1.1) and related questions. 

Notation and terminology of the papers I and F will be freely used, some- 
times without further explanation. References to them will be made as, e.g., 
formula I (2.3), Theorem F. 4.21. 


2. Basic theorems 


We consider equations (1.1) and (1.2), assuming that A ¢ L(X), f ¢ L(X) 
(cf. I, Section 2). A useful and immediate consequence of I (2.6) is the follow- 
ing formula, where x(t) is any solution of (1.1) and J’C J is any bounded 
interval: 


(2.1) |x(| < (leet +f uyidu) exp( {14 (ml és) for all ¢, t’€ J’. 


Integrating in ¢’ over J’ we have, if 1 = y(J’), 
(2.2) |x(é)| < (“7 |x(u)|du +f lsu) du) exp (f 14 (w)] du) for all t¢ J’. 
y J J’ 
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Lemma 2.1. Let {f,} be a sequence of functions in L(X) and let x, be some 
solution of #,,+ A(t)x,= f,(t) for each n. If the limits lim, f, = f and lim, x, = x 


n-—> co n-—> co 
both exist, then the function x is (except for equivalence modulo a null set) a 
solution of (1.1) and x,, > x uniformly on every bounded interval J’ c J as n + oo. 
Proof. Since {x,} converges in L(X) there exists a subsequence {z,,} which 
converges pointwise a.e.; the x, being continuous, it is meaningful to infer that 
there exist {,¢ J, 29€ x such that hw B Zn, (l0) = = 2». Consider the solution 2’ 


of (1.1) such that 2’ (t,) = 2». paws a. (2. 1) to z, — 2’, Ing — f,t’= t and any 
bounded J’c J such that ¢,€ J’, we conclude that z,,— x’ uniformly on J’ as 
j— co; since J’ may be taken arbitrarily large, it follows that tim, Za, = 2’; 


hence 2’ = z (i.e., x’ (t) = x(t) a.e.) so that under this identification 2 x is indeed 
a solution of (1.1). Applying (2.2) to x, — x, f, — f and any bounded interval J’, 
we conclude that x, — x uniformly on J’ as n> oo. 

Let D be a Banach space stronger than L(X). A solution of (1.1) or (1.2) 
belonging to D shall be termed a D-solution. In analogy with the notation of 
previous papers (cf. I, Section 4), we denote by X,y)= Xop(A) the linear 
manifold of the elements of X which are values at ¢t = 0 of D-solutions of (1.2) 
(thus, e.g., Xg= Xopo(xy)= Xoctxi; Xoo = Xoe,xi). If X is infinite- 
dimensional, X,p need not be closed; nor, if closed, have a closed complement 
(unless X is, e.g., a Hilbert space). Cases with X, not closed are described in 
Examples I. 4.1 and I. 4.2. (An example with X,p» not closed for a large class 
of D’s is Example 10.1) An even simpler example is the following: 

Example 2.1. Let X be the separable Hilbert space of square-summable 

Cs) 1/2 
sequences of real numbers z = {z,},n = 1, 2, . . ., with the norm |/z| = (x 2) 
1 
and let (1.2) be the system 
Lon-1— Tan = 0 
bon + 0A, =O an=1,2,... 
so that A (¢) is a constant matrix, and obviously ||A|| = 1. The solution of each 
pair of equations is 


Xon—1(t) = %yn-1(0) cos nt + na,,,(0)sinn-'t 


=1,2,... 
%2,(t) = —N-*X_,-,(0)sinn—*t + x,,,(0) cosn—*t sigs 


and these solutions are bounded, and actually periodic of period 2nz. Xo,4,_, 
(and a fortiori X), and X,) thus contains in particular all points with only 
finitely many non-zero components and is therefore dense in X. However, for 
the solution z(t) starting from the point 

%qn-,(0)=0, 2,,(0) =n, n= 1,2,... 
we find, for all n and allt = 0, 


Lon, (t) = sinn-"t 2,,(t) = n-!cosn-'t 
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whence, k denoting a positive integer, 
k k 
| x(3* 2/2)? =} J 23.g:_ 1 (3* 2/2) = SY sin*(3*-'2/2) =k +1. 
i=0 t=0 


Thus 2(¢) is unbounded, and x(0) ¢€’ Xq (a fortiori (0) <’ Xo4,,, x(0) <’ Xoa). 

An example with X, closed and with no closed complement will be given in 
Example 4.1, where X is the non-separable space /~. Another interesting case, 
with X separable, is the following: 

Example 2.2. The example is based on a construction of Sospczyx [10], 
which we rephrase. For every positive integer m the real or complex 2”-di- 
mensional vector space R®™ of ordered sets x = {,,..., Zon} of 2” real or 
complex numbers is naturally isomorphic to the tensor (KRONECKER) product 
of m factors, R*? @ --- @ R*, with the indices ordered lexicographically. If V, 
is the linear transformation defined on R? by the matrix (y2/2)( ; nt ), we define 
the linear transformation V,, on R® as the transformation corresponding under 
the induced isomorphism to V, @ --- @ V,. If we denote the identity in R®™ 
by J,, we have V?=J,, whence (V,@---@ V,)?= V3@---@ V? 
=I,@---@1,, so that V2 =I,,. We define the linear manifold M,, 
= {x:2¢€ R™, (I_n— Vm) x = 0}. 

For any p, 1 < p < oo, R®™ becomes the normed space [2m with the norm 

a= 1 
|z|,= (x |x|” "es < oo; or |z|,,=— max |z,|; V,, becomes an operator on 
1 1sism 
Ru, and we set A,,= ||,,— V,,|—? > 0 (certainly V,, + J,,), where the norm is 
taken in the algebra of operators on m=. M,, is a subspace of 2m. 

For fixed p, 1 S p < ov, let X be the real or complex Banach space of 

sequences x = {2(™)}, m= 1, 2,.. ., where x(™ ¢ 2m and the sequence {||x(™ ,} 
oo 1 
is in 1, with the norm |x| ={ D> jz x if p < co and |\z| = sup||z™| _, if 
1 m 
p = co. Obviously, X is isometrically isomorphic to /” (and hence is separable 
whenever p < co). Set M = {x: 2™e M,,, m= 1, 2, ...}; this is a subspace 


of X. Sopczyx [10] has shown that, if p + 2, M does not have a closed com- 
plement in X. 


Let now (1.2) be the system 
2”) — J (Im — Ven) 2™ = 0 m=1,2,.... 
Then A is constant, being the “direct sum” of the sequence {/,,(J,,— Vm)}; 
and, since ||A,,(7,,— V,,)| = 1, we have | Aj = 1. The solution of each individual 


equation is 


20) (0) = (Im+ Vn+ em! — Vy) 2™(0)  m=1,2,..., 


as is easily verified from V2, = J,,. 
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If x(t) = {x (¢)} is a bounded solution of (1.2), x(t) is bounded for 
every m, whence we must have (J,,— V,,)2™ (0) = 0, ie., 2(™(0) € M,, for 
every m; thus x(0) ¢ M. Conversely, if x(0) ¢ M, then z™ (0) € M,,, x(t) is 
constant, and hence z(t) is constant, a fortiori bounded. Thus M = X,, and, 
if p+ 2, X, has no closed complement. Incidentally, since all the bounded 
solutions are constant, they are a fortiori periodic of period 1, and therefore, 
with the notation of [3], X°= X,= M (observe that A, being constant, is 
itself periodic of period 1). This furnishes the counterexample referred to in 
[3; p. 95]. 

Lemma 2.2. Let D be a Banach space stronger than L(X). The set Xp of all 
D-solutions of (1.2) is a subspace of D, and the mapping T, defined by T,x = x(0) 
is a bounded linear one-to-one mapping from Xp into X. 

Proof. Xp is obviously a linear manifold in D, and the mapping 7, is linear 
and one-to-one. If {x,} is a sequence in Xp with the D-limit 2 (which is a 
fortiori the L(X)-limit), Lemma 2.1 implies that z € Xp, so that Xp is closed; 
and 2x, -—> x uniformly on every bounded interval, whence z,,(0) > z(0) in X, 
as n -> cc; thus 7’, is continuous, and hence bounded. 

Lemma 2.3. Let D be a Banach space stronger than L(X). If Y is any sub- 
space of X such that Y c Xqp, there exists a positive constant Sy such that every 
solution x of (1.2) with x(0) € Y satisfies |z1> <= Sy||x(0)|. 

Proof. The range of T, is Xp; since Y C Xop is a subspace, T51(Y) is a_ 
subspace of Xp. The restriction of 7, to T51(¥Y) is thus a linear bounded 
one-to-one mapping from 751(Y) onto Y, domain and range being Banach 
spaces; this restriction has therefore a bounded inverse [1; Corollary to Theo- 
rem 2.12.1] and the statement holds if we set Sy equal to the norm of this 
inverse. This proof breaks down if Y = {0}, but in this case the statement is 
trivially true. 

The following is a generalization of Theorem I. 4.1. 


Theorem 2.1. Let D be a Banach space stronger than L(X). Xop is closed if 
and only if there exists a positive constant S such that every D-solution x of (1.2) 
satisfies |xz]y < S\x(0)}. 

Proof. The “only”’ if part follows from Lemma 2.3 with Y = Xgp. The 
range of the one-to-one mapping 7, being exactly Xyp, the existence of S 
implies that 75! is bounded; and this implies in turn that Xgp is closed 
[1; Theorem 2.11.7]. Here again the proof breaks down, but the statement is 
trivially true, if X>»= {0}. 

Remark. If the condition of Theorem 2.1 holds, we have, for every 
D-solution x of (1.2) and every t,¢ J, |z|p = S| x(0)| = S|U-*(t) x(t) = 
S S||U-*(t,) || x(t), and S| U-1(¢)| is continuous. 

In order to state generalizations of Theorems I. 4.2, I. 4.3 and for further 
developments we introduce some notation and terminology. We consider the 
pairs (B, D), where B, D are Banach spaces stronger than.L(X); we shall say 
that the pair (B,, D,) is stronger than the pair (B,, D,), or that the latter pair is 
weaker than the former, if and only if B, is weaker than B, and D, is stronger 
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than D, (in the sense of I, Section 3 or F, Section 2.1). It is important to bear 
in mind that the relations “stronger than” and “‘weaker than”, both between FE 
spaces and between pairs, are not strict, i.e., each space or pair is both stronger 
and weaker than itself (we thus conform to the topological terminology from 
which ours is derived); the negatives ‘‘not stronger than”’, “not weaker than’’, 
on the other hand, are consequently strict, i.e., exclusive. The relations 
“stronger than’’ and “weaker than”’ between pairs are of course transitive; 
if (B,, D,) is both stronger and weaker than (B,, D,), then B,, B, are norm- 
equivalent and so are D,, D,; we may say in this case that the pairs are equi- 
valent. 

Remark. Since B,, D;, i = 1, 2, are Banach spaces, Corollary F. 2.1 implies 
that (B,, D,) is stronger than (B,, D,) if (and of course only if) every element of 
B, is in B, and every element of D, is in D,; the pairs are equivalent if (and 
only if) B,, B, consist of the same elements and D,, D, consist of the same 
elements. 

If the equation (1.1) (or rather, the operator function A ¢ L(X)) is given, 
we shall say that the pair (B, D) is admissible, or, in full, admissible with 
respect to the equation (or with respect to A) if for every { € B equation (1.1) 
has at least one D-solution. It is obvious that, if a pair is admissible, every 
weaker pair is also admissible. 

Theorem 2.2. Let B,D be Banach spaces stronger than L(X). If (B, D) is 
admissible, there exists a positive constant K such that for every f « B and every 
€ > 0 equation (1.1) has a D-solution x such that |z|p < (K + ©) |f[n- 

Proof. Let Y be the linear manifold of all D-solutions of equation (1.1) for 
all f € B; ie., of all x € D which are (BocHNER) integrals of some function 
# ¢€L(X) and satisfy + Azc¢B. Call T the mapping > #+ Az, defined 
on Y. T is linear, and by the assumption its range is precisely B. Since con- 
vergence in B or D implies convergence in L(X), it follows from Lemma 2.1 
that the graph of T is closed in D xB. By [1; Theorem 2.12.1] there exists a 
positive constant k such that for every f € B there exists x ¢ Y with Tz = #+ 
+ Azx=f and |z|p < kflg. The theorem thus holds if we take K as the 
infimum of all possible values of k. 





Remark 1. In contrast to Theorem I. 4.2, no assumption at all is made here 
as to X»p being closed or having a closed complement. 

Remark 2. The value of K obtained in the proof is the least value which 
satisfies the statement. When necessary, it shall be denoted in full by Kg,» (A), 
but the subscripts and/or argument may be omitted where confusion is unlikely 
to occur. r 

Corollary 2.1. Let B,D be Banach spaces stronger than L(X). Jf (B, D) is 
admissible and Xo = {0}, then, if f € B, the unique D-solution x of (1.1) satisfies 
lzlv = K [fle 


Proof. Trivial by Theorem 2.2. 


In this connection, we mention the following result, which will not be 
required in the sequel, but is interesting for its own sake. 
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Lemma 2.4. Let B, D be Banach spaces stronger than L(X). If there exists 
a linear manifold 8c B which is dense in B, and a positive constant K, such that 
for every { € $ equation (1.1) has a D-solution x satisfying |z|p < K |f|p, then 
(B, D) is admissible. 

Proof. Let f ¢ B be given. There exists a sequence {/,}, /,¢€ 8, {>= 0, such 
that lim |f — f,|/3= 0 po a fortiori limy,/,= f) . Taking a subsequence (which 


nc n-—> co 

we relabel {/,,}), if necessary, we may assume that |/, — /,-;)p S2-", n=1,2,.... 
For every n 2 1, f,— fn-, € 8; let y, be a D-solution of 9,+ A(t)y,= f, (t) — 
— fn—y(t) such that |y,|p S K|f/n— fn-ilg S 2-"K. Since D is complete, the 


series 5” y, converges in D (and a fortiori in L(X)) to, say, 2 ¢D. From 
I 


Lemma 2.1 it follows that x is indeed a solution of (1.1). 
ae anil | Sor 


We recall the definition of the angular distance y[z, y) = Tell ~ Tir 


any non-zero elements (I, p. 538; we shall henceforth use y instead of « in 
order to avoid confusion with other notations). Let Y be a subspace of X and 
assume Y + {0}. For a fixed x ¢’ Y andany y ¢ Y, y + 0, y[y, x] is larger than 
or equal to the distance d(Y, z/||x|]); hence y[{Y, x] = inf {y[y,z]:y¢ y+O} = 
= d(Y, z/\|x|) is positive. We state several auxiliary results connected with 
these definitions; the first is merely Lemma I. 5.1, which we include for 
reference. 








Lemma 2.5. For any non-zero x, y € X we have 


y(x, y)+ max{|z], yl} < 2)2— yl. 


Proof. Lemma I. 5.1. 


Lemma 2.6. Let Y be a subspace of X, Y + {0}. For every y, 0< y <1, 
there exist continuous functions qo, q, from X into X such that for every x « X 
we have q.(x) + 9,(2) = 2, qo(x) € Y, and either q,(x) = 0 or y[Y,9,(z)] 2 y. 
Further , \q;(x)| S 2y-*|z), i= 0, 1. 

Proof. Let ® be the canonical homomorphism from X onto the quotient 
space X/Y. By [5; Proposition 7.2] there exists a continuous function » from 
X/Y into X such that Dq(E) = £ and | p(£)| < y-|élx/x for every £ €X/¥. 
We set 9,(x) = p(x), q(x) = x — g,(x) for all x¢ X; thus q,q, are con- 
tinuous. Now ®q,(z) = Dz, whence Dq,(x) = 0, ie., g(x) ¢ ¥Y. Further, 
\9(z)| S y'|Px]xy~= y-d(¥, 2). If x € Y, this implies g,(x) = 0; if x ¢’ Y, 
then g,(z) + 0, and for any y €¢ Y, y+ 0, 


q(x) || 


viv oe lier lan || ~ pater [ip + al) — 2] = 7 





taking the infimum over all such y we obtain y[Y, q,(z)] => y. The last part 
of the statement is trivial if either one of q;(z), i = 0, 1, is zero, since y < 1; 
otherwise, it follows from Lemma 2.5 (actually, the construction shows that 
\a.(x)| S y-* |], Igo(z)] S (1 + y~*) 2h). 
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Remark. Except in the proofs of Theorems 8.3 and 9.3, the fact that qo, q, 
are continuous is immaterial (indeed, a complicated proof can be given of 
these theorems which does not make use of it). If this fact is omitted, the proof 
of Lemma 2.6 becomes trivial, since it suffices to choose for g,(z) any element 
of Y such that ||z — q)(x)| <= y~*d(Y, 2). 

Lemma 2.7. Let W, Y be subspaces of X, WC Y, {0} + W+ Y +X. Let 
y, 0< y < 1/8 be given. If x¢' Y satisfies y(W, x] = 3y, y[Y, x] < y, there 
exist y,z such that x= y +2, with y¢Y, y¢' W, ze Y and y[(W, yl y, 
v[¥,z]2 y. 

Proof. We set y,= max{y, y-! y[Y, z]}, whence 0 < y,< 1. We determine 
J % 28 in Lemma 2.6, but with y, instead of y, and set y = q,(x), z = q,(z). 
From the construction of q, we find |z| < yj'd(Y, x) < yj'\ 2] y[¥, z]sy|2}, 
and, by Lemma 2.6, y[Y,z] = y, = y. Now y+0, for otherwise z = z, 
whence y S y[Y,z]= y[Y¥,2]< y, which is absurd. By Lemma 2.5, 
y[z, y] S 2\z/-\z| < 2y; for any we W, w+0, we have y[w,y]= 
= y(w, x) — y[z, y]) => y(W,2]—2y=2 y. Taking the infimum over all 
such w we obtain y[W, y] = y. 

Lemma 2.8. If Y,, Y, are subspaces, both + {0}, such that X is their direct 
sum, then y[Yo, Y;] = inf{y [yo #1): ¥s€ Yas ys + 0, t = 0, 1} ts positive. 

Proof. Let Q,, Q, be the projections corresponding to Yo, Y, (cf. Lemma I. 
4.1, Remark); by the assumption, Q; + 0, i = 0, 1. For ya NON-ZETO Yo, Y;; 


us€ ¥,,i=0, 1, we have y[yo, x1] = | Qal-* |@ (72 — a27)| = lal > 0. 
and the lemma is proved. ; 

Remark. If Y = Y, is a subspace of X which has a closed complement Y,, 
and if0<y<1, ys y[Y¥po, Y,], then q, gq, of Lemma 2.6 may be chosen as 
q(z) = Q,2, i= 0,1. 

The following result, related to I (2.1), has been used unsystematically in 
previous papers, and will be required in later sections: 

Lemma 2.9. Let x,(t), 2,(t) be non-trivial solutions of (1.2); for any ty, EJ 
we have 





4 
y (a(t), %(t)] S 2 y [2 (to), Ze (to)] - exp (2 i | A (é) at) . 


Proof. Consider the solution a(t) = |x, (ty)|-? 2, (t) — |] xg (tq)|-? x2 (t) of (1.2). 
Applying I (2.1) and Lemma 2.5, 


4 


f i4@ae 


& 


\: y lets) (4) fecay S 


, 











y [41 (4), %2(4,)) - o(- 


: t, 
< 2[x(t)| < 2]2()I exp(|/ [A] ae 





. 4 
= 2 {2, (ls), X9(l0)]- exp( Jiaoia 
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Theorem 2.3. Let B,D be Banach spaces stronger than L(X). If (B,D) is 
admissible and Xyy is closed and + {0}, there exists a non-negative constant K’ 
such that, if f < B and x is a D-solution of (1.1) with x(0) <’ X,p[x(0) = 0] we 
have |z|p < (K + K’o-)|f|p, where o = y[Xop, x(0)] [o = 2], and K is the 
constant of Theorem 2.2. 

Proof. Let f and the D-solution z of (1.1) be given, and choose e> 0 
arbitrarily. By Theorem 2.2 there exists a D-solution 2’ of (1.1) such that 


(2.3) |z'lp = (K + e)|f[n - 


Applying (2.2) to x’ and / with J’= [0, 1], and taking into account that B, D 
are stronger than L(X), we have, for suitable positive constants 8, 6, which 
depend on B, D alone, 


1 
(2.4) |x’ (0)| = (6|z’|p + B[ffe) - exp ( f |A (0) at) < 


< ((K + e)8 + B) lp: exp (/ [4 iat). 


Now x— 2’ is a D-solution of (1.2), whence x(0) — z’(0) € Xgp, and by 
Theorem 2.1, 
(2.5) |x — z'|p < S|x(0) — z’(0)| . 


Assume 2(0) ¢’ Xop; if x(0) + 2’(0), Lemma 2.5 implies |2(0) — x’ (0) x 
x y[2(0), 2(0) — x’ (0)] < 2l|2’(0)],, whence 


(2.6) |(0) — x’ (0)| - y[Xop, z(0)] S 2| x’ (0)} ; 


if 2(0) = 2 (0), (2.6) holds trivially. Combining (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), and 
recalling that ¢ > 0 was arbitrary, we conclude that the statement of the 


1 
theorem holds with K’= 28(K6 + £B)- exp f | A (0)]] it) If on the other hand 
0 


x(0) = 0, the combination of (2.3), (2.4), (2.5) shows that the statement holds 
with o = 2 and the same KX’. 

Corollary 2.2. Let B,D be Banach spaces stronger than L(X). If (B,D) is 
admissible and Xo is closed and has a closed complement X,y, there exists a 
positive constant K* such that for every { € B the unique D-solution x of (1.1) with 
(0) € X,p satisfies |z\p < K*|f[n- 

Proof. If Xyp = {0}, the statement holds by Corollary 2.1 with K*= K; 
if Xy5p= X (whence X, y= {0}), it holds by Theorem 2.3 with K*= K + K’'/2; 
if neither is the case, the statement holds by Theorem 2.3 and Lemma 2.8 with 
K*= K + K'(y[Xop, X,p])~}, since any angular distance is < 2. 

According to the notation of F, if F is amy space stronger than E(X), lcF 
denotes the local closure of F in L(X). 

Theorem 2.4. Let B, D be Banach spaces stronger than L(X). Assume that 
(B, D) is admissible. If there exists a subspace Y of X such that YC Xgp and 
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such that the quotient space X/Y is reflexive (in particular, if X itself is reflexive, 
or if Xop ts closed and X/Xop is reflexive), then (1cB, 1cD) is also admissible. 

Proof. Let { € 1cB be given and set A = |/|,.y; there exists a sequence {/,}, 
in€ B, {alg S A, such that limy, /,= /. By Theorem 2.2, there exists a D-solution 
x, of #,+ A(t)z, =f, (t) such that, say, |z,|p < 2K|/,|, = 2KA. Applying 
(2.2) to x,, f, and J’= [0, 1] we have, for suitable positive constants 8, 6 which 
depend on B, D alone, 


1 
\x,(0)) < (6|z,Jn+ Bl fale) ‘exp (J \4@lat) = 


IA 


1 
= (2K + pra-exp( f \attat) =A, 
0 


where @ depends only on A and on B, D. It follows that | z,(0) + Y|| x;y < @A; 
since X/Y is reflexive, we may select a subsequence of {z,,} (which we relabel 
{x,}) such that {z,(0)+ Y}has a weak X/Y-limit, say z+ Y, where x, may 
be chosen so that, say ,||z| < 209A. Let x be the solution of (1.1) with 2(0) = 2; 
we claim that x 7 1cD. 

Since {z, (0) + Y¥} converges weakly to x(0)+ Y in X/Y, there exists a 
sequence {y, } such that {y, (0) + Y} converges (strongly in X/Y) to x(0) + Y, 
where y,, is a finite convex linear combination of the z,, 7 = n; thus y, ¢€ D, 
l¥nlo = 2K A, |y,(0)| S oA, and ¥,+ Ay,= g,, Where g,, is the corresponding 


finite convex linear combination of the f;, 7 2», n= 1,2,.... Therefore 
9n€ B, |gnfy = A and limyg, = f. 

Since {y, (0) + Y} converges to {x(0) + Y} there exists a sequence {2),} 
in X, Z,— yn(0) € Y for n = 1,2,..., such that limz,,,= z(0). Let z, be the 


solution of Z,+ A (t)z,= g,(t) which satisfies z,, (0) = z),. Since z,(0) — y,,(0) € 
€ YC Xp, 2n— Yn i8 a D-solution of (1.2) for every n. Therefore z,¢ D, and 
applying Lemma 2.3, 


leak» = [yalo+ [en — Ynln S 2KA + 
+ Sy|2n(0) — yn(0)| S (2K + Syo)A + Sy|zn(0)} 


whence lim sup|z,|y < (2K + Sy@)4 + Sy|\x(0)| < (2K + 3Syo)A < co. On 


the other hand, applying (2.1) to z,— 2, g,— f{ and t’= 0 for every bounded 
interval J’ c J, we conclude that lim, z, = x. It follows that z ¢ 1cD, as claimed. 
‘ n—»> oo 

Remark. If X,p is closed, there exists a subspace Y C Xp such that X/Y 
is reflexive if and only if X/X op itself is reflexive: indeed, if such a Y exists, 
the quotient space X/X p= (X/Y)/(Xop/Y¥) is also reflexive; the “if’’ part is 
obvious with Y = Xy». If in addition Xgp has a closed complement X, p, then 
X/Xop and X, y are naturally isomorphic, so that the condition reduces to the 
reflexivity of X, p. 
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Example 2.3. Under the assumptions of Theorem 2.4, the fact that X,p is 
closed (and even has a closed complement) does not imply in general that 
Xoicp is closed. Consider Example I. 4.2. Since for every solution z(t) of the 
homogeneous equation | x(t)! is non-decreasing, we have Xo¢,;x;= Xoo= {0}. 
which is closed and has the closed complement X; now Ic((,{[X]) = L™(X) 
(cf. Lemma I. 3.4) and, as shown in Example I. 4.2, X,= Xo1,.0;x, is not closed. 
However, the pair ({0}, (,[X]) is trivially admissible (it will indeed follow from 
Theorem 8.3 and Remark 2 of Section 3 that the pair (L’(X), (,[X]) is 
admissible). 

Example 2.4. It does not follow in general from the assumptions of Theo- 
rem 2.4 that (lcB, D) is admissible. Consider, in fact, for (1.1), the scalar 
equation #+ x= f(t); the pair ((,, (4) is admissible (Theorems I. 5.4 and 
I. 5.8, or Theorem 9.3) but (L®, Cy) is not, as is immediately clear on taking 
{@=1, ted. 


3. J -pairs 


The following sections shall be devoted to results concerning the relationship 
between the behaviour of the solutions of (1.2) on one hand, and the ad- 
missibility of certain pairs of spaces with respect to (1.1) (in the terminology 
of the preceding section) on the other. In order to describe the pairs that we 
shall consider, we mention certain classes of function spaces, the theory of 
which is given in F. 

For the sake of clearness, we recall the definition of the class 7 (F, Section 
4.1): 7 consists of all those normed spaces F whose elements are (equivalence 
classes modulo null sets of) real-valued measurable functions defined on J, 
which satisfy the following conditions: 

(a): F is stronger than L (i.e., convergence in F implies convergence in the 
mean on every bounded interval J’ c J); 

(b): if m €F and y is a real-valued measurable function on J such that 
ly| = |g|, then y ¢ F and [y|r < |or: 

(c): F + {0}; 

(d): if mp < Fand rt = 0, the function 77 ¢, defined by 


g(¢t—t) t2t, 


iow = {6 0<t<r, 


satisfies T'} p ¢ F and |7? g|r= |¢lr- 

The subclass 7 *c J is characterized by the additional condition: 

(d*): if p ¢ F and r 2 0, the function 7; 9, defined by Tz q(t) = p(t + 7) 
for all ¢ > 0, satisfies T>q@ € F. 

V’e also define the class 7°, which shall consist of all those normed spaces F 
whose elements are real-valued continuous functions defined on J, which 
satisfy (a), (c), (d) and . 

(b°): if m € F and y is a real-valued continuous function on J such that 
\y| = |¢|, then y ¢ F and |y|p < |¢Ir. 
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While this class is not in itself a worthwhile object of study, those of its 
elements which are Banach spaces, and will therefore alone interest us in this 
paper, have a simple canonical expression in terms of spaces in J and of €°, 
the subspace of C defined by C°= {p: p € C, p(0) = 0} (Theorem F. 6.3). 

The spaces M and L?, 1 < p < co, considered in I belong to 7 *; so do the 
Orlicz spaces (F, Section 5). Although C and (, do not themselves belong to 7°, 
their one-co-dimensional subspaces C° and (§, characterized by g(0) = 0 (an 
unessential restriction for our purposes) do belong to this class. 

If X is a given Banach space and F ¢ 7 [¢ 7°], we write F(X) [F[X]] for 
the normed space of all strongly measurable [continuous] functions { from J 
into X such that || ¢ F, with |/[p= ||/| |p. In particular, F = F(R)(=F[R]] 
(R being the real numbers); contrarily to the practice in I, we find it advisable 
here not to drop the argument X except in the subscript of the norm and of 
limits, and in other cases to be explicitly stated. One of the many important 
properties of these definitions is that F(X) [F[X]] is a Banach space if and 
only if F is one (Theorem F. 3.3 [Theorem F. 6.4]). For further properties we 
refer to F. 

We recall (F, Section 4.2) that if F¢ 7 and @ = 6(F) is defined as the 
largest t > 0 for which all elements of F essentially vanish on [0,1], there 
exists, for every / > 0, the number 


to+l 
a(F;l) = cup { lp(t)| dt: pc F, |olr s i} < oo, 
te 


independent of ¢,, for all ¢, > 6 (Corollary F. 4.3). Obviously, «(F; /) is a non- 
decreasing function of / and satisfies «(F;1,+ 1.) < «(F;1,) + «(F; /,) for all 
L,, 1, > 0. The same function can be defined for a Banach space B ¢ 7°, as 
follows easily from F, Section 6, and it turns out that «(B; 7) = «(eB; 1) for 
all 1, where eB ¢€ 7 is the envelope of B (Theorem F. 6.2). An important result, 
used but not explicitly stated in F (cf. proof of Theorem F. 4.21) is the following: 

Lemma 3.1. For any F ¢ 7 [for any Banach space B ¢ 7°] we have a(F; 1) 
= a(lcF; 2) [a(B; 2) = a(1cB; 1)} for all 1 > 0. 

Proof. Consider F € 7. Since F < 1cF we have «(F;/) < a(lcF; 2) for all 
l> 0, and the reverse inequality follows at once from Theorem F. 3.5. If B is 
a Banach space in 7°, Theorem F. 6.5 implies lcB = lc(eB), and using the 
first part of the present proof we have a{B; 1) = «(eB; l) = a(lc(eB); J) 
= a(1cB; 2) for all 7 >0. 

The pairs we shall consider will be — with a slight change of notation — 
of the form (B(X), D(X)) [or (B[X], D(X))], where B, D are Banach spaces, 
B¢ 7 [or B¢ 7°] and D ¢ 7*. A pair with these properties shall be termed 
a J -pair, and the notation for 7 -pairs shall be abbreviated, without ambiguity, 
to (B, D). We shall also speak of D-solutions instead of D(X)-solutions, and 
write Xp instead of Xyp,x)- (See F for justification of the details.) 

Remark 1. The assumption D ¢ 7 * instead of D ¢ Z merely serves, as is 
easily seen, to avoid inessential but troublesome complications at t = 0. 











Remark 2. Solutions being continuous functions, it would seem reasonable 
to consider D as a space of continuous functions; but it is apparently not 
expedient to do this; among other things, it would require, on account of 
Remark 1, a space (such as € or C,) of continuous functions which need not 
vanish at ¢= 0, and this space cannot therefore be translation invariant. 
As for the most important spaces of this type, namely € and (,, each is exactly 
the subspace of all continuous functions in L® and L>, respectively (where L> 
is the subspace of all g ¢ L” such that = Tim | (|: = 0), both of these being 


in 7 *, and may therefore be replaced by the » corresponding one of them. 


Remark 3. If a 7 -pair (B, D) is admissible with respect to some equation 
(1.1), D(X) must contain non-trivial solutions since B + {0}; D must, by (b), 
(d), (d*), contain the characteristic function of every bounded interval J’ c J; 
hence, by Theorem F. 4.11, D must be weaker than the space T defined in F. 
A useful result in this connection is: 


Lemma 3.2. Assume that D ¢ 7 * is weaker than T (in particular, that it is 
the second element of an admissible 7 -pair). If f, g are continuous functions 
from J into X such that f(t) = g(t) for all t => t,, where t, => 0, and if f ¢ D(X), 
then g € D(X) also. 

Proof. |f — g| = ( max |/f(t) — (0) Lorca €D. 

O0stst 


We recall that, if Fe 7 and t= 0, then O,F denotes the subspace 
{Z+.0) Y: p € F} of F, which is again in 7 (cf. F, Section 4.1). 

Lemma 3.3. For any 7 -pair (B,D) with Bc 7, if (O,B, D) is admissible 
with respect to some equation (1.1), for some t = 0, then (B, D) is itself admissible 
with respect to this equation. 

Proof. Let { ¢ B(X) be given; then 9,f = 7;{,,.0)f ¢ O,B(X). By assumption 
there exists a solution y ¢ D(X) of 9+ A(t)y = O,/(t). Let x(t) be that 
solution of (1.1) which satisfies 2(r) = y(t); obviously z(t) = y(t) for all 
t > t; by Lemma 3.2, x ¢ D(X), as was to be proved. 


Since Orlicz spaces are special cases of spaces in 7 * (F, Section 5), our 
thearems are in particular applicable when B and/or D are Orlicz spaces. In 
order not to lengthen the paper with the explicit statements, we merely recall 
that Orlicz spaces are locally closed (Theorem F. 5.1), and state here the 
following necessary and sufficient conditions, which are immediate conse- 
quences of Lemma F. 5.1 


Lemma 3.4. Let ® be a Young function and Lg the corresponding Orlicz space ; 
then: 


Lg is stronger than L} if and only if lim®(u)/u > 0; 
u—0 
Lo is weaker than L! (or than any 9,1), 1 = 0) if and only if lim®(u)/u < 0; 


ux 


Lg is stronger than L™ if and only if D(uy) — ~ for some ig< 2, 


Lo is weaker than L™ (or than L@ ) if and only if (uy) = 0 for some uy > 0. 
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4. Dichotomies of the solutions of the homogeneous equation 


In I, Section 5 it was shown that the admissibility of certain 7 -pairs with 
respect to (1.1) (to use the terminology of the present paper) implies, and is 
implied by, certain types of behaviour of the solutions of (1.2); these types of 
behaviour were considered in [4] and denoted, in one special case, with the 
term dichotomy. We now intend to extend this concept to our more general 
context, and accordingly frame the following definitions. 


We shall say that a subspace Y of X induces a dichotomy (of the solutions 
of (1.2)) if either Y + {0} and there exist positive constants y < 1, Ny, Nb, yo 
such that: 

(Di): every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢ Y satisfies | x(¢)| < Ny|| x(t)! 
for allt > 4, => 0; 

(Dii): every solution z(t) of (1.2) with x(0) <’ Y, y[Y, x(0)] = y, satisfies 
jx(t)| = Nol x(t) for all ¢ => t, = 0; 

(Diii): every pair of non-trivial solutions x,(¢), x(t) of (1.2) with 2,(0) ¢ Y, 
x(0) <’ Y, y[Y, x(0)] = y satisfies y[z9(t), x(t)] =} yo for all ¢ = 0; 

or Y = {0} and there exists a positive constant Ng such that: 

(Dii): every solution x(t) of (1.2) satisfies |x(t)| = No\\x(t,)| for all 
t2t,2 0. 

We shall say that a subspace Y of X induces an exponential dichotomy (of 
the solutions of (1.2)) if either Y + {0} and there exist positive constants y < 1, 
v, v', N, N’, y. such that: 

(Ei): every solution x(t) of (1.2) with 2(0)¢ Y satisfies |x(t)| < 
= Ne-*’-*) || x(t.) for allt > ¢, => 0; 

(Eii): every solution x(t) of (1.2) with x(0) <’ Y, y[Y, x(0)] = y, satisfies 
|x(t)| = N’e" -) |x()| for all ¢ > t = 0; 

(Eiii): condition (Diii) is satisfied ; 
or Y = {0} and there exist positive constants »’, N’ such that: 

(Eii)): every solution z(t) of (1.2) satisfies ||z(t)| = N’e” ¢-*) || x(¢,)} 
for allt => t, => 0. 

The choice of y in these definitions is immaterial, as the following lemma 
shows. 


Lemma 4.1. Let Y be a subspace of X, Y + {0}. If Y induces a dichotomy 

{an exponential dichotomy], there exist scalar positive non-decreasing functions 
‘0(e) [N”’ (a)] and yo(c), for o > 0, such that: 

(Dii’) [(Eii’)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢’ Y satisfies |x(t)| = 
= NG (o)|x(t)| [12] = N" (oe |x (ty) for all t > ty = 0, where 
o= y([Y, x(0)]; 

(Diii’) [= (Eiii’)]: every pair of non-trivial solutions x(t), x(t) of (1.2) with 
%(0)¢ Y, x(0)¢’ Y satisfies y[x(t), x(t)] => yo(o) for all t= 0, where 
o= y([Y, x(0)). 

If Y induces an exponential dichotomy, there further exist positive constants 
Nx Yo, and a scalar non-negative non-increasing function T (a), such that: 





-_ 


~~ rk 


i fl TR ia: 
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. (Eii,.): every solution x(t) of (1.2) with x(0)¢' Y satisfies \\x(t)| = 
= Nie" *-™ | x(to)| for allt = t, = T(y[Y, x(0)]); 

(Eiii..): every pair of non-trivial solutions x(t), x(t) of (1.2) with x(0) « Y 
a(0) ¢’ Y satisfies y[xo(t), x(t)] > yuo for allt = T(y[Y, x(0))). 

Proof. Assume that Y induces a dichotomy. We consider a solution z(t) 
of (1.2) with x(0) ¢’ Y. By Lemma 2.6 and the fact that 0 < y < | there exist 
solutions y(t), z(t) of (1.2) such that x(t) = y(t) + z(t), y(O) = go(x(0)) < Y, 
2(0) = q,(x(0)) <’ Y, y[¥, 2(0)] = y. 

To prove (Dii’), we choose t > t, > 0, and assume to begin with that y + 0. 
By (Di), (Dii): 


, 


Iz(a)l < Ly (odl + b2CGo)l < Noly (Ol + l2a)l < (NoNG-2/MG + 1) lee 


Now, by Lemma 2.5, |2(0)] = (0) — y(0)| = ly Ol ly), x] = 
= ~ | y(O)| y[Y, x(O)]; therefore, setting o = y[Y, x(0)], we have 


(4.1) | (to)| S (2NoNo-*o~* + 1) jz (to) - 


On the other hand, using (Diii) and Lemma 2.5, 


(4.2) |x| = ly) + 20) = > vol 2) - 


Combining (4.1), (4.2) and (Dii) as applied to z(t), we obtain (Dii’) with 
N¢ (0) = > yoNG(2NoNj-10-*+ 1)-1. If y= 0 we have x =z, whence, by 
(Dii), ||x(¢)| S Nox (ty); since No > No (oe) for all o > 0, (Dii’) holds in this 
case also, with the same Nj (co). 

To prove (Diii’), we choose t, > 0, and again assume to begin with that 
y + 0. We set to (t) = || 2 (ty)||-2 z(t) — | (ty) y(t), w(t) = | x(t) -1z(t). Thus 
Uo(t), u(t) are solutions of (1.2), w)(0) ¢ Y, u(O) <’ Y, y[¥, u(0)] => y. From 
(4.1), 


(4.3) w(t) = (2NNo-to-1+ 1)-?, 


where again o = y[Y, x(0)]; by (Diii), y[wo(to), w(to)] = yo whenever u, + 0. 
Using Lemma 2.5, 
(lua) if uy = 0 
4 = — u(t,)|| = . 

(4 ) Y [2 (to), (to) ) || Uo (to) u( o)|| = ls Yo!||u (to) | if Up ve 0. 
Since yo< 2, (Diii’) holds with y4(o) = yo(2NyNo-o-+ 1). ft y = 0, 
(Diii) yields directly y[x9(to), x(ts)] = yo; since yo > yo(c) for all o> 0, 
(Diii’) holds in this case also with the same o(o). 

Assume that Y induces an exponential dichotomy. The proof of (Eii’), 


(Eiii’) is entirely similar to the preceding proof (since an exponential dichotomy 
is also an ordinary dichotomy with N, N’ instead of Ny, No), except that in the 
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last step of the proof of (Eii’) we apply (Eii) to |z(¢)| instead of (Dii). For the 
proof of (Eii,.) and (Eiii,,) we observe that, using (Ei), (Eii) and Lemma 2.5, 
we obtain, instead of (4.1), (4.3), 


| x(t) < (2NN’-20-2e- +4 1) z(t) 
|u(t)] = (2NN’-2g-2e- + ¥M 4 )-2 


respectively. Combining these with (4.2), (4.4), respectively, and considering 
the case y = 0 separately, we conclude that (Eii,.), (Eiii,.) hold, with N%, 


1 1 
=> (l+ 8)? 7X’, Yo = gy (1+ €)-* Yo, T (co) = max fo. (vy + v’)-} x 


x log(2N(N’o | , for any fixed e > 0. 


For any pair Y,, Y, of subspaces such that X is their direct sum let Q,, Q, 
denote, as in Lemma 2.8, the corresponding pair of projections. 

Lemma 4.2. If a subspace Y, of X has a closed complement Y,, then Y, 
induces a dichotomy [an exponential dichotomy] if and only if there exist: positive 
constants Ny, No*, yj [v, »', N, N’*, yj] such that: 

(Di*) [((Ei*)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Yq satisfies ||x(t)| < 
< Nolx(t)| (hz | < Ne-r¢-] x(t,)|] for all t = t = 0; 

(Dii*) [(Eii*)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Y, satisfies | x(t) = 
= No*lx(t)l (iz(t)| = N’*e” ¢- |x(t,)|] for all t > t = 0; 

(Diii*) [= (Eiii*)]: every pair of non-trivial solutions x,(t), x,(t) of (1.2) 
with x,(0) € Y;, i = 0,1, satisfies y[x9(t), x,(t)] >} yp for allt = 0. 

Remark. Conditions (Di*), (Dii*), (Diii*) were taken as a definition of a 
dichotomy in [4, Section 4]. 

Proof. If Y>= {0}, Y,= X, then (Di*), (Diii*), (Ei*), (Eiii*) are trivially 
satisfied, whereas (Dii*), (Eii*) are obviously equivalent to (Dii,), (Eiig), 
respectively, with No*= No, N’*=N’. If Y¥,= X, Y,= {0}, then (Dii*), 
(Diii*), (Eii*), (Eiii*) are trivially satisfied, whereas (Di*), (Ei*) are identical 
with (Di), (Ei), respectively. We may therefore assume in the remainder of 
the proof that Y; + {0}, i = 0, 1. 

The proof of the ‘only if” part follows at once from Lemmas 2.8 and 4.1, 
setting No*= NO(y[Yo. ¥1)), vo= volv (Yo ¥1)), N’*= N" (vy (Yo, ¥1))- 

For the proof of the “‘if’’ parts we consider the case of a dichotomy, the 
proof for an exponential dichotomy being entirely similar. (Di) is identical 
with (Di*). For the proof of (Dii), (Diii) we choose any fixed y, 0 < y <1; 
we consider any solution x(t) of (1.2) with x(0) <’ Yo, y[Yo, x(0)] =>} y. We 
construct the solutions y(t), z(¢) in such a way that y(0) = Q,x(0), z(0)= Q, x(0) 
(i.e., y(t) = U(t)Q,U-*(t) x(t), 2(t) = U(t)Q,U-* (t) x(t). Then x(t) = y(t) + 
+ 2(t), y(O) € Yo, z(0) ¢ Y,. We repeat the argument of the proof of Lemma 4.1 
and find, using (Di*), (Dii*), (Diii*), that (Dii), (Diii) hold with 


1 
No= > vENGQNENG 77+ 7, y= > SANNA 7+ 1). 


It may be asked whether the fact that a subspace Y of X induces a dicho- 
tomy might not imply that it has a closed complement even in a space X in 
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which not every subspace has one; the answer is no, as is shown by Example4.1 
below, in which A (¢) is constant. For an exponential dichotomy, on the other 
hand, it may be shown that the answer is yes for periodic (in particular, for 
constant) A (t); the question remains open in the general case. 
Example 4.1. Let X be the real or complex Banach space /™ of all bounded 
sequences x = {z,} of real or complex numbers, with the norm |x| = sup|z,|. 
n 
The linear manifold If = cy ={z:2¢I*, lima, = 0} is a subspace, and 
n—>oo 
Sosozyx [9] has shown that [> has no closed complement in /™ (cf. [6; p.539)). 
Consider z € 1”, x €' If, and set z= |\z|-!z. For any y € Jp, ly = 1, we 
have lim y, = 0, and therefore 


n-»o0o 


yly, x] = |y — z| =} lim sup/z,| ; 
n-—>co 


taking the infimum of the first member over all such y, y [/>’, x] => lim sup |z,|. 
On the other hand set A,,= max |z,|; since |z| = 1 we have 0 < 1s and 
lim A,,= 1. For some my wo metiers Am, > 0, and then A,, > 0 for all m = mp. 
or = = m, we choose y(™ = {y™} by setting y= A>'z, if lsn< m, 
and y™) = 0 otherwise; then y™ € Ip, |y™ | = an oe Pe = 1 for allm = my. 


Thus, for all such m, 
yl, 2) S y[y™, 2] = |y™— 2] = — max (A; *— 1)|z,|, sup al} 
1s2sm a>m 


= max {} — Ap, Sup al} ‘ 


n>m 
Taking the limit of the last member as m-> co, we obtain y [/?, x] < limsup|z,| ; 
n-—>oo 
we conclude that 


yo, 2] = | z|-* lim sup|z,| . 


Consider for equation (1.2) the system 
@+n'2,=0 xvn=1,2,.... 


Here A is constant (and given by a constant diagonal matrix) and | Aj = 1. 
The solution of each individual equation is 


y(t) = e- "2, (0) ; 


we note that every |z,(¢)| is non-increasing, hence | z(t)! is non-increasing, 

hence X,= X = I”. We shall show that X,.= />. Indeed, if x(0) € Xoo, we 

must have . 

0 = lim Jx(n)| = lim |, (n)| = lime-*|z, (0)] , 
n— co n—> co n-> oo 





Math. Ann. 139 
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so that x(0) = {x,(0)} € 1, whence X4,c I. Conversely, if x(0)¢ 1? and 
€ > 0 is given, choose n, so large that | 2, (0)| < é for n > no; then 


: 
ll 


lim sup|| z(t) = lim sup pe { max e-*/"|z, (0)|, hes 4 e~ tn | a, (Dl}) < 
t--2 


ta jisnsn 


< lim sup wn fe max |z,,(0)}, sup |, = (O)I}) 
t— co 1snsn j 
<= lim sup (max {e~*/"*|| x(0)|, e}) = e; 


t—>- co 


since ¢ > 0 was arbitrarily small, lim sup|z(t)!| = 0, and 2(0) € Xg,; hence 
t—>co 


Is’ C Xoo, and equality follows. 

We claim that X,,= /> induces a dichotomy; indeed, since |x(¢)| is non- 
increasing for every solution of (1.2), (Di) is satisfied with N,= 1. For any 
solution x(¢) of (1.2) with x(0) <’ lf and any ¢t = t, => 0 we have 


a(t) = = ape ihe (0)| > lim supe~“/" |x, (0)| = = none )*, (0)| 


n--> oO 


- Iz Of vip, 2(0)] = |x (lo)| v Ly, x(0)], 


so that (Dii) holds with Nj = y. Finally, for any pair of non-trivial solutions 
X(t), x(t) of (1.2) with x,(0) «ly, x(0) <’ I, and any t= 0 we have z(t) € 1° 
— lim sup|2,,(¢)| < lim sup|z,,(0)| = °) , whence 


n—> co n—> oo 


y [%o(t), x(t)] = y (ly, x(t)] = |x (é)|-? lim sup|z, (¢)| = 


n—>co 


|z(0)|-? lim supe-*™|z,, (0)| = |x(0)|- Bas n sup|z, (0)| 


n—>oco 


ylly, x(0)] , 


so that (Diii) holds with y,= y 

Remark. It will follow from Theorem 8.3 that, in Example 4.1, the 7 -pair 
(L?, L>°) is admissible; this fact is easy to prove directly and provides, via 
Theorem 8.1, an alternative proof of the fact that X,,= /> induces a dichotomy. 
It is, by the way, obvious that X,= X = I® induces a dichotomy with N,= 1; 
but Lemma 4.6 below is not applicable, since codim [> = 

We next describe, for reference purposes, how the conditions for a dichotomy 
or an exponential dichotomy may be simplified if A ¢ M(X). 

Lemma 4.3. Assume that A ¢ M(X). A subspace Y induces a dichotomy [an 
exponential dichotomy] if and only if either Y + {0} and there exist positive 
constants y <1, No, No, yoly < 1, v, »', N,N’) such that: 

(Di,) [(Ei,)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Y satisfies ||a(n)| < 
< Nolx(nq)] (lz(n)| < Ne-"-"»| x(ng)|] for any integers n = no = 0; 

(Dii,) [(Eii,)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) <’ Y, y[Y¥, x(0)] = y, 
satisfies |x(n)| = Ng x(n) [|x(n)] 2 N’e"-"|a(mq)|] for all. integers 
nz mn 2 0; 


IV 
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(Diii,) [omitted for an exponential dichotomy]: every pair of non-trivial 
solutions x(t), x(t) of (1.2) with z,(0) « Y, x(0) < Y, y[¥, 2(0)) = y, satisfies 
y [xo(n), z(m)] S} Yo for every integer n = 0; 

or Y = {0} and there exists a positive constant N} [positive constants v', N’} 
such that: 

(Diig,) [(Eiip,)]: every solution x(t) of (1.2) satisfies |x(n)] = Nilx(n,)| 
[x(m)] = N’e"—"| x(nq)|] for all integers n > n= 0. 

A subspace Y, which has a closed complement Y, induces a dichotomy [an 
exponential dichotomy] if and only if there exist positive constants N,, No*, 
yé [v, »’, N, N’*] such that: 

(Di®) [(Ei®)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Y, satisfies x(n)! < 
< Nol x()| [|2(n)] < Ne-r-9|x(ng))] for all integers n = ny = 0; 

(Dii®) [(Eii®)]: every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Y, satisfies | x(n) = 
> Nigel x(no)] [|x(n)] = N’*e%"-"9 | x(ng)|] for all integers n = my = 0; 

(Diii®) [omitted for an exponential dichotomy]: every pair of non-trivial 
solutions x,(t), x, (t) of (1.2) with x,(0) € Y,, i = 0, 1, satisfies y[x(n), x,(n)] = 
= y§ for every integer n = 0. . 

Proof. We consider the first part of the statement and carry out the proof 
only for the case in which Y + {0}. The “‘only if’’ part is trivial; it remains 
to prove the “if” part. Set L = |Aly. 

For any solution z(t) of (1.2) with 2(0)¢ Y and any ¢ = ¢,= 0, (Di,) 
implies, by I (2.1), 


|x (t)] S e*|x({t] + 1)] < e* Nol x([to])] S Nol x(t)] . 


so that (Di) holds with e?“N, instead of N,; similarly, (Dii,) implies (Dii) 
with e~?“ Nj instead of N4. For any pair of non-trivial solutions z(t), x(t) with 
x(0)¢ Y, x(0)€’ Y, y[{¥,2x(0)]= y and any ¢2 0, (Diii,) implies, by 
Lemma 2.9, 


y[a(t), cj) = Fe-*2 [xe ({t)), x({t})] = Fethy, . 


so that (Diii) holds with e~*” y,/2 instead of yp. 

By the same argument, (Ei,), (Eii,) imply (Ei), (Eii), respectively, with 
e®LN, e-22N’ instead of N,N’. Finally, Lemma I. 5.4 shows that, since 
A € M(X), (Ei) and (Eii) together imply (Eiii). 

The proof for the last part of the statement is similar, using Lemma 4.2. 

Remark. It is not true that (Di), (Dii) together imply (Diii), even if A is 
constant and X is finite-dimensional: see Example I. 5.7. 

We now return to the general situation. 

Lemma 4.4. If Y induces an exponential dichotomy and if D is any Banach 
space in J *, weaker than T (in particular, the second element of an admissible 
TF -pair) then Xypn= Y. 

Proof. Immediate from (Ei) and Lemma 4.1, (Eii’), since every decreasing 
exponential belongs to T, hence to D, whereas no increasing exponential 
belongs to M, let alone to the stronger space D (Corollary F. 4.4). 

21* 
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The corresponding result for an ordinary dichotomy is weaker: 

Lemma 4.5. If Y induces a dichotomy, then X4,C Y and Xo, is a subspace; 
if D is a Banach space in J *, weaker than T (in particular, the second element 
of an admissible 7 -pair), then either Xyy= Xy or XypC XogC Y, according as 
D is, or is not, weaker than L™. 

Proof. Lemma 4.1, (Dii’) implies at once that X,,c Y. The linear mapping 
y > U(t)y from Y into L®(X) is bounded, since (Di) implies |U y].. < No|\y||; 
the inverse image Xy,. of the subspace L>(X) is therefore closed in Y, hence 
a subspace of X. 


Let D be as stated and consider any D-solution z of (1.2); Gm x € M(X) 
(Corollary F. 4.4). If x(0) ¢ Y, we have, by (Di), |z(¢)]| < N, vi ja(u)| dus 
<WN, olzlu for all ¢ > 1; if x(0) € Ni Lemma 4.1, (Dii’) eaten, ies an appro- 
priate Ng > 0, |x(é)| < No -f ‘x(u)l du <= No-*|z]y for all ¢2>0; in 

é 
either case, x € L®(X), and z(0) ¢ Xp. Thus X,pC Xo. If D is weaker than L® 
then X,C Xp, so that equality holds. 

Assume that D is not weaker than L”; if x is any non-zero D-solution of 
(1.2) we must have lim - ||z(t)|| = 0, for otherwise, since z(¢) does not vanish, 

t+ 
we should have § = inf| (0) >0O and hence yx; < §-'|z], so that y,¢ D, 


which means that D is pane than L®, a contradiction. Lemma 4.1, (Dii’) 
now implies that x(0) ¢ Y, and hence lim sup| x(t) < N, - lim inf|z(t)| = 0 


to t—> co 
so that x € L>(X), whence x(0) € Xoo. We conclude that Xp C Xoo as claimed. 

Lemma 4.6. If Y induces a dichotomy, and if Xoo has finite co-dimension 
with respect to Y, then Xo also induces a dichotomy. 

Proof. 1. By Lemma 4.5, X4,C Y is a subspace. We shall assume X,,+ Y 
since otherwise there is nothing to prove. In particular, Y + {0}. We choose 
y, 0 < y < 1/3, arbitrarily; by the assumption and by Lemma 4.1 there exist 
positive constants Ny, No, y» such that (Di), (Dii), (Diii) hold for this y. 

Let Y,, be any (finite-dimensional) complementary subspace of Xy, with 
respect to Y. By an adaptation of the proof of Theorem I. 5.6 there exist 
positive constants Nog, yj, such that: 

(Div*): every solution z(t) of (1.2) with 2(0)¢ Yo, satisfies ||x(t)| = 
= Nis || x(t.) for all ¢ > t = 0; 

(Dv*): every pair of non-trivial solutions 2 9(t), 29,(¢) of (1.2) with 
%oo(0) € Xoo, Xo (0) € Yo; satisfies y[xo9(t), %i(t)] = yo for allt => 0. 

By the argument of the “if” part of Lemma 4.2 as applied to X,, in Y we 
have, using (Di), (Div*), (Dv*): 

If Xoo + {0}, there exist positive constants Noo, yo9 such that: 

(Div): every solution z(t) of (1.2) with 2(0)«¢ Y,2(0)¢’ Xo, and 
vy (Xoo, x(0)] > y satisfies |x(t)| = Moo||x(t,)| for all ¢ => t = 0; 











a ( 
for 
if . 
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(Dv): every pair of non-trivial solutions 29 o(¢), z(t) of (1.2) with 2 (0) € Xoo, 
x(0)€ YY, x(0)€' Xoq and y[Xoo, x(0)] > y satisfies y[xyo(t), r(t)] > Yoo 
for allt > 0; 
if Xo9= {0}, there exists a positive constant No» such that: 

(Div,): every solution z(t) of (1.2) with 2(0)¢ Y satisfies |x(¢)| = 
=} Nool|x(tp)|| for allt => t, = O. 

2. Proof for the case Xy.+ {0}. By (Di) for Y, condition (Di) is satisfied 
for X5,C Y with the same value of N,. We shall prove the remaining con- 
ditions taking 3 y instead of y, as we may, since 3 y < 1. Consider a solution 
x(t) of (1.2) with (0) €’ Xoo, y[Xoo, z(0)] = 3 y. We distinguish three cases: 

Case I: x(0) € Y. By (Div), |x( = Noo) x(¢,)| for all t > t, => 0; for any 
non-zero solution 299 (t) of (1.2) with 29.(0) € Xoo, (Dv) implies y [x9 (t), z(t)] => 
=} Yoo for allt > 0. 

Case II: x(0) €’ Y, y[{¥, x(0)]= y. By (Dii), |x(@)| = No\)x(t,)| for all 
t=] t, = 0; for any non-zero solution 2 (t) of (1.2) with 2.(0) € Xq9c Y, 
(Diii) implies y[2»o(t), x(t)] >} yo for allt = 0. 

Case IIT: x(0) €' Y, y[Y, x(0)] < y. By Lemma 2.7, we have z(t) = y(t) + 
+ z(t), where y(t), z(t) are solutions of (1.2) with y(0) € Y, y(0) €’ Xoo, z(0) €’ Y, 
and y[Xoo, ¥(0)]) = y, y[¥,2(0)] => y. Applying (Dii), (Div), (Diii) and 
using Lemma 2.5 we have, for any ¢ 2 t, 2 0, 


(4.5) |z()| = Wve + 2(0)] = > ro max{ly(®)], |2(0I} = 
+ yp max{Nol y (te). Nolz(la)|} 2 
= J (min{N bo, No}) (ly (to) + |=(t)|)) = 


= i vo (min{Nio, N5})|2(6)l - 


_— 


For any non-zero solution 299(¢) of (1.2) with 2.(0) € Xo. we have, applying 
(Diii), (Dv) and using Lemma 2.5, for all t => 0, 








_ || teolt)  —_ylt) ~—_—aft) || 
v[too(#), =] = |e ea@ ~ Teal ~ Teel = 
1, || Zool y(t) ‘{l2t00(#)|) me 
= ve lesen || (#)|| lz as z Yo Yoo *\iz45(8)|| Yo Yoo - 


Taking the three casvs together and considering that 7», 799< 2, we con- 
clude that (Dii), (Diii) hold for Xy9, with 3 y instead of y, + Yo min {Nbo, No} 


instead of No, and + Yo Yoo instead of y,; therefore X,. induces a dichotomy. 

3. Proof for the case Xo9= {0}. Consider any non-zero solution x(t) of (1.2). 
If z(0) € Y, (Div) yields ||x(t)| = Nool|x(t))| for allt => ft = 0. If x(0) €’ Y, 
Lemma 2.6 implies that x(t) = y(t) + z(t), where y(t), z(¢) are solutions of 
(1.2) with y(0)=q(x(0))€Y, 2(0)=9,(z(0))€ Y, y[¥,2@))2 y; if 
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y(0) = 0, (Dii) yields directly | x(t)]| = No\|x(t,)| for allt => t = 0; if y(0) + 0, 
we apply (Dii), (Div,), (Diii) and use Lemma 2.5, and obtain (4.5) for all 
t >t, >} 0. Taking these three cases together, we find that (Dii,) holds with 
+ ye min {Njo, No} instead of Ng, so that Xyo= {0} induces a dichotomy. 

Example 4.2. The assumption that X,, has finite co-dimension with 
respect to Y cannot in general be omitted in-Lemma 4.6. In Example I. 5.6, 
in which X is separable Hilbert space, X itself induces a dichotomy (and has 
of course the closed complement {0}); however, X,9= {0} (which has the 
closed complement X) does not induce a dichotomy, since (Dii,) fails to hold. 


5. The basic inequalities 

We again consider equations (1.1), (1.2) for given A ¢L(X). The main 
result of this section is the following theorem. 

Theorem 5.1. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
and that Xyy is closed. Then: (1): if Xpp + {0}, there exist a positive constant C 
and positive functions C’(y), c(y), ¢’(y), defined for y > 0, such that for every 
A>0, y >0 the following inequalities hold: 

(i): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Xp and every t = 0, 

t+4 
(5.1) 19, +4 2[p = [xx +4, 0) 7) = rane | |x(u)| du 


(ii): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢’ Xyp, y[Xop, x(0)] } y and 
every t = 0, 


(5.2) Inout < aoe a fi |x(u)] d 


(iii): for every pair of non-trivial solutions x,(t), x(t) of (1.2) with z(0) € Xop, 
x(0) €’ Xop; y(Xop, x(0)}= y> and every t 2 0, 
‘ t+4 
(5.3) |9.4 s%p < ae y[%o(t’), x(r’)] / | xo(u)| du , 
+4 


(5.4) [to 7p = = jbo y [o(t’), x(t’)] / | z(u)| du, 


for somet’,tr St’ St+4; 

(2): if Xop= {0}, there exists a positive constant C’ such that for every A > 0 
the following holds : 

(iip): for every solution x(t) of (1.2) and every t = 0, (5.2) holds with C’ 
instead of C’(y). 

Proof. We shall carry out the proof only in the case in which Xpp + {0}, 
the proof of the other case being similar (except that Corollary 2.1 is used 
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instead of Theorem 2.3) but simpler. Consider tr > 0 and A < 0 such that 
t+42 26, where 6=6(B) (6=6(eB) if Be 7*]; then necessarily 
t+ A/2= 6. Now 6(1cB) = 6(B) (F; p. 238 [and Theorem F. 6.5]); by [8; Theo- 
rem 2] and Lemma 3.1, 424 4/2,243.4/2)€ 1¢eB with |%.4 4/2,2+s4jhen = 
S 2A/a(le B; 4) = 2A/a(B; A). But then yir4 4,244)€1¢B with 
[xe +47, thee Da < 2A/a(B; A). By Theorem F.3.5 [Theorem F. 6.5, with 
some minor adjustments, if B ¢ 7°] there exists an increasing sequence {y,}, 
0 < wm S Xy4 42,444) Such that y,¢B, |y,|g < 24/«(B; 4), and lim, y, 
= Zir+.4/2,1+.4) (Since the sequence is increasing, the convergence is also 
pointwise a.e.). This sequence will be required in the later steps of the proof. 

Proof of (i). Let x(t) be a non-trivial solution of (1.2) such that z(0) € Xgp, 
ie., € D(X). 4 >0 beimg given, consider to begin with t => 20— A and 


t 
construct the sequence {y,} as above. Set y,(¢) = x(t) { y,(u)|xz(u)|-'dw. 
0 


¥, (t) is a solution of (1.1) for f(t) = f,,(t) = pp (t)||x(t)|-* x(t); we have |//,,|| = y,, 
whence /,,€ B(X) [¢ B[X] if B ¢ 7°, since in this case y,, and hence also /,, 
is continuous] and |/,|, < 24/a(B; 4). Further, y,(0) = 0, and y,(t) is a 
constant multiple of the D-solution z(t) for ¢ 21+ A, whence y,¢ D(X) 
(Lemma 3.2). We may apply Theorem 2.3 and find, since y,(t)=0 for 
t=r1+A, 


t+4 
6.4420 [ valwiz(u)l-du < [yb < (K+ K'/2)[fala s “AA EEP) ; 
™+4/2 


we may let n tend to oo under the integral (Lebesgue’s theorem); using 
Schwarz’s inequality we have 


t+4 t+4 
ne f |2(u)|duz 31.4 a2 [ Iewl-du [ jx(wl due 
1+"4/2 r+4/2 


= =|. ; + 2p - 


Assume now, on the contrary, that tr < 20 — A, ie., r+ A < 26; using 
Theorem 2.1, formula I (2.1) and the fact that «(B; /) is non-decreasing with /, 
we have 

™+4 


206 
19.4 4%) < |z[p S S|x(0)| s s-exp( | A (u)| ax) -A- / |z(u)| dus 





aii 26 t+4 
& se aye | A (u)|| ix). J || a (w)|) du. 


t 


Thus (5.1) is proved for all tr > 0, with 


, 20 
C= max {8 (K + K’/2), S - «(B; 26) oxo | A (u)| in} : 
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Proof of (ii). Let z(t) be a solution of (1.2) with x(0) €’ Xyp, y[Xop, x(0)] = 
=y-A4<0 being given, consider to es ay with t > 26 — A and construct the 


sequence {y,} as above. Set y, (t) = x(t) f Wn (u) ||z(u)||-*du- y, (t) is a solution 


of (1.1) for {= fall) =—yal|z(|-22(); again f,€B(X) [€B{X]] and 
l/nln < 24/a(B; A). Further, y,,(0) is (at least for sufficiently large n) a non- 
zero scalar multiple of x(0), so that y,(0) ¢’ Xgp, y[Xop,. y,(0)] =} y; and 
y,(t)=0 for t=>1t+ A, whence y,¢ D(X) (Lemma 3.2). We may apply 
Theorem 2.3 and find, since y, (¢) = 0 for 0 < t< 1+ A/2, 


t+4 
t 2A(K + K’ y"? 
[xto,121p / Yn (u)|ae(u)|-*du < [yay < (K+ K’y~) [fale S = aA 


t+ 4/2 


letting n tend to oo and using Schwarz’s inequality as above, 





8(K K t) tr+4 ‘ t+4 t+A4 

ao ’ _ 

Gta | lewlduzelnoadn f lewl-tdu f xu duz 
(5.5) t t+A/2 t™+A4/2 


2 |Zto, 2) 2|p . 


Assume now, on the contrary, that tr < 26 — A. Applying (5.5) with 26 — A 
instead of t we have, by I (2.1), 


8(K + K’y-) 
[xto.1%lp = |x(0,20-4) 1p S wr r |z(u)idus 





a 


20 t+4 
8(K+ K’y"? ; 
S Sete | A (u)| in). / |z(u)j du. 


20 
Thus (5.2) is proved for all r>0, with C’(y) =8(K+ K’ ysvexo(f | A (w)} au), 
0 


Proof of (iii). Let z(t), z(t) be a pair of non-trivial solutions of (1.2) with 
%(0) € Xgp, z(0) €’ Xop, y[Xop, z(0)] S|} y. 4 >O being given, consider to 
begin with t > 26 — A and construct the sequence {y,} as above. Set y, (t) 


t oo 
- o(t) f Yn(U) ||%o(u)-? du + x(t) f Yn (u)|z(u)|-? du. y,(f) is a solution 


of (1.1) for f(t) = fa(t) = yn (t) (xo(E)|-2x9(t) — |z(@)|-22(t)); we have if, (t)| 
= walt) y[zo(t), x(é)]. If the continuous function y[z,(t), z(t)] takes its 
maximum in [t,t+ 4] at t’ we have |f,| < y[zo(t’), z(t’)] - yp, since 
yn(t)= 0 outside that interval; thus /,¢ B(X) (¢ B[X]] and |j,|, < 
< (2A/a(B; A)) y[x(t’), z(t’)]. Further, y,(0) is (for sufficiently large n) 
a non-zero scalar multiple of z(0), whence y,(0) ¢’ Xpp, y[Xop, Yn (0)] = ¥; 
and y,(¢) is a constant multiple of the D-solution z,(¢) for ¢ => + + 4, whence 





¥; 








“Vv 
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yp, < D(X) (Lemma 3.2). We may apply Theorem 2.3 and find 


t+4 
|9. +4%olp pf Yn (U)|| Xo(u)|—2du 
t+4 Ss |ynlp Ss (K + K’ yD fale Ss 
|xto.a%/p Jn ta letra 


24 K + K’ te , , 
= a viele ), x(r’)). 


Letting n tend to oo and using Schwarz’s inequality as above, 


t+4 
8(K+K’y-!  o.- 
(5.6) SET EH pizote’), 2(e) f |xe(w)l du z 
‘ tT+4 t+ 4 
= FrlOc+szlo f Izowi-tdu f fxo(ul du = 10. 2p, 
t+ 4/2 t+ 4/2 
and similarly 
t+4 
8(K + K’y-}) y 


(5.7) —~A-a(B: A)? [o(t’), #(r')] / |x(u)| du = |xt0,12[p- 


Assume now, on the contrary, that tr < 26 — 4 < 26; by Lemma 2.9 we 
20 
have y S y[z(0), z(0)] S 2y[x9(t), x(t)] exp (2/ |.A (u)|] au); hence, using (i) 
0 
and (ii), we have in this case 
t+4 


20 
10.4 s%0ln = at | |A(w)] is) ylae(r), 2(2)) f bxa(u)] du, 


t 


20 t+4 
Ixto.a2h < eGo J |A(w)| is) ylze(e), 2(c)) f |x(u| du. 


These inequalities (with t’ = 1), together with (5.6), (5.7), prove (5.3), 
26 

(5.4) with c(y) = max (a(x + K’ y*} 20 y-1 exp (2 f \A(w)h au)} ce’ (y) 
0 


= max {a(« + K’ r) 2C’(y) y~! exp (2/ A (u)} au}. 
0 


Remark. From now on we shall omit, for the sake of brevity, the explicit 
statement of the results for the case Xp = {0}, saying simply “if X,p = {0}, 
such-and-such holds, mutatis mutandis” (e.g., in Theorem 5.1, if Xop = {0}, 
(ii) holds, mutatis mutandis). This terminology is to be construed as follows: 
all references to y are to be deleted; thus, a function (uw, v, . . ., z, y) is to be 
replaced by (u,v, ...,z) (and p(y) by a constant ~); and the phrase “every 
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solution z(t) of (1.2) with z(0) <’ Xgp, y[Xop, z(0)] } y’”’ is to be replaced 
by “every non-trivial solution z(t) of (1.2)”. Note that the phrasing of (Diiy), 
(Eii,) in the definitions of the dichotomies agrees with this convention if 
Y = Xo». 

Corollary 5.1. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to 
(1.1) and that Xyp is closed. Then, if Xo + {0}, the following inequalities hold 
for every A => A, = 0 and every y >0, where C, C’(y) are as in Theorem 5.1: 

(i): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Xgp and every t, = 0, 
t > t+ Ap, 

t+4 +4 


4C 
5.8 d 
( ) i || x(u)| us xo, 4p cimiay | || x(u)|] du 4 








2c 
(5.9) [xie.0+ 4) (X10, ah (Bs Ay) [Xit.te + 4) 7b; 


(ii): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢’ Xop, y[Xop, z(0)] => y, 
and every t, > 0, t > ty + Ap, 








+4 4c'( t+4 
(5.10) / |x(u)| du < cafe eB: iy | |x(u)| du, 
te t 
20° (y) 
(5.11) 1Xtu.t.+ 4) Lp S Po, 4,jbp «(Bs 4) 1Xte0+ 4)[p ; 


if Xop = {0}, (ii) holds, mutatis mutandis. In any case, the coefficient 4 in (5.8), 
(5.10) may be replaced by 2 if A/A, is an integer. 
Remark. From now on we shall set, for the sake of brevity, 





2 
(5.12) I'(A) = io, ap @(B: A) 


for all A >0, so that the coefficient of the integral in, say, (5.8) is 2C I"(A,). 


Proof. We shall carry out the proof only in the case in which Xyp + {0}. 
Let A => A, > 0 be given and set m = [4/A,]. Consider a solution x(t) of (1.2) 
with z(0) € Xp and take any f => 0, t > t, + Ay. Since D ¢ 7 * and D is 
weaker than T, we have 7,0, 4,)€ D. By [8, Theorem 1}, 


t+, 
Ix.aitpf |e(u)l dus 2A,|@, +4,2[p - 


Combining this inequality with Theorem 5.1, (i), where we set t = ¢, and put A, 
instead of A, and taking into account (5.12), 


t+, te + Ay 
(5.13) flew dus C1(4,) fF Lx(w) aw. 











Ap} 


(5.1 


and 
inst 


(5.1 
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Applying (5.13) to t+ 149, t+ id, (i= 0,...,m— 1) instead of t,t, and 
adding, 


t+mA, te +m, e+ 4 
(5.14) f |x(u)| dw = CI'(Ag) J |z(u)| du = CI'(A,) J |x(u)| dw , 


and applying the first inequality of (5.14) to t,+ 4—mA,, t+ 4—mA, 
instead of to, ¢, 


t+4 


t+4 
(6.16), ol. |z(u)| dus CP (4s) f |xwjdus or) i ‘e(w)l du. 


—m4, + 4—md, 


We have p. a(u)|) du < iM “12(w)l du 8 i ||z(u)|| du, and combining 
4-m4, 

this with (6. 14) and (5.15) we obtain (5.8). The case 4/A,= m, an integer, is 

covered by the first inequality of (5.14). 


Again by [8, Theorem 1}, 


t+ 4, 
1x10, abo f |x(u)] du = 2A] x1.44 47D = 240] Xe... + 4)2 [0 - 


Combining this inequality with Theorem 5.1, (i), where we set r= ¢, and 
put A, instead of A, and using |7i14 4)2|p S [9,4 .4,2/p, we obtain (5.9). 
Thus (i) is proved. 

For given 4 >0 let z(t) be a solution of (1.2) such that 2(0) ¢’ Xop, 
y[Xop, 2(0)] = y. By [8, Theorem 1] and Theorem 5.1, (ii) with t = ¢ and A, 
instead of A we obtain in the same way as above 


ty + 4, t+4, 
J |x(u)| du s C’(y) To) f |x(u)| du; 
then (5.10) follows by the same argument as above, as well as the refinement 
for the case in which 4/A, is an integer. 

Again by [8, Theorem 1] and Theorem 5.1, (ii) with tr = ¢ + 4 — A, and A, 
instead of A we obtain (5.11) by the same argument as that used to prove (5.9). 
Thus (ii) is also proved. 

Remark. The argument which leads from (5.13) to (5.8) (and the correspond- 
ing argument for part (ii)) may be modified or altogether replaced by another 
in such a way as to show that the coefficient 4 in (5.8), (5.10) may be diminished 
for large A; we shall not be concerned with these refinements. 

Corollary 5.2. Assume that the F-pair (B,D) is admissible with respect 
to (1.1) and that Xp is closed and + {0}. Then the following inequality holds for 
every A >0, y > 0, where c(y) is as in Theorem 5.1 and I"(A) is given by (5.12): 
for every pair of non-trivial solutions x(t), x(t) of (1.2) with x(0) € Xop, 
2(0) <’ Xop, y[Xon, 2(0)] 2 y, and for every t = 0, 


- t+24 
(5.16), —-y [%o(t), x(t)] = (2e(y) I'(4))“* exp (-2 f | A (u)| au). 
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Proof. From [8, Theorem 1] we have 


t+24 


|xto, ailp tea |xo(u)| du < 2A|O.4 4% p . 


Combining this with Theorem 5.1, (iii), namely (5.3) with t= ¢, and using 
Lemma 2.9, we obtain 


t+4 


laa, 2001 = > rlao(e a(eexp(-2 f LAWl du) 


t+24 

“s -f, \izo(w)id 

2 (2e(y) F'(4))"? exp(-2 f |A(u)j au) 2. 
t { ||q(w)||de 


t+24 t+4 t+24 
By I 21), J |(u)| du = (j || Xp (w)} au)exp(—/ A (udu) and (5.16) 
follows. 


6. Uniform conditional stability in the mean and in slices 


Sections 8 . ad 9 will show that under certain conditions the admissibility 
of a 7 -pair with respect to (1.1) implies the existence of a dichotomy, ordinary 
or exponential, of the solutions of (1.2) (direct theorems). If those conditions 
are omitted, this is no longer true in general, but something may still be proved. 
In the first two conditions of the definition of a dichotomy we compare | z(t)|| 
and || x(t.) for some solution x(¢) of (1.2) and any ¢ => t, => 0; in this section we 
shall show that in the general case we have similar relations between the 


t+4 +4 
integrals f ||x(u)|du and { |z(u)| dw for every fixed 4 >0 (or, what is 
t bo 


the same thing, the mean values of ||z|| in each interval of length 4) and also 
between the D-norms of the “slices” yj,;44)2 and Yj4,1,44)% Of the 
solution z(t) (hence the heading of this section). There does not seem to be 
any valid analogue of condition (Diii) = (Eiii) in this more general situation. 

Theorem 6.1. Assume that the 7 -pair (B,D) is admissible with respect to 
(1.1) and that Xop is closed. Then, if Xop + {0}, there exist positive functions 
M,(A), Mo(A, y), defined for A > 0, y > 0 and respectively non-increasing and 
non-decreasing with A, such that for every A > 0, y > 0 the following inequalities 
hold: 

(i): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Xp and every t= t, = 0, 


t+4 t+4 
(6.1) J |x(u)| du = M,(4) J |x(u)| dw , 


(6.2) 1x1e,0+.4) 2 = Mo(A)| x0..4.44) 7; 








lA 


bi 
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(ii): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢’ Xon, y[Xop, x(0)] = y, and 
every t > t, => 0, 


t+4 +4 
(6.3) { \x(u)| du = Mo(A, y) J |x(u)| du, 
(6.4) [X.0+.4)2%1 = Mol, v)|x0.4+.4)7bv: 


if Xon = {0}, (ii) holds, mutatis mutandis. 
Proof. We shall carry out the proof only in the case in which Xyp + {0}. 
Proof of (i). Let x(t) be a solution of (1.2) with z(0) € Xgp. Fort = t, + A 
we apply Corollary 5.1, (i), with 4, = A and take into account the final remark 


t+4 
in the statement of that corollary. Fort, < ¢ < t, + A we have f |x(u)| dus 


< 7 {z(u)h du + va iz(u)l du and a similar inequality for the slices. Com- 
&+ 


bining these with i 5.1, (i), with 4, = A and ¢, + A instead of t, we 
conclude that (6.1) and (6.2) hold for all ¢ > ¢, > 0 with 


which is non-increasing: indeed, so is (A), by (5.12), since |y;o4)p and 
a(B; A) are non-decreasing with 4. Thus (i) is proved. 

Proof of (ii). Let x(t) be a solution of (1.2) with x(0) <’ Xop, y [Xop, 2(0)] = y. 
If t > t, + A/2 we apply Corollary 5.1, (ii), with 4, = 4/2, so that the final 
remark in the statement of that corollary applies. Since 1x10, ail = 


= |x10, sei + [xta2,ailv = 2] x10,42/0 and «(B; 4) < 2a(B; 4/2), this 
implies 
t+4 


ti+4 
f |x(u)| du = 40’(y) (A) f |x(u)| du, 


[Xtw.t.+ 412% S 40" (y) P(A) | x¢,04.4)2)p - 
If t; S t S t, + A/2 we have, by the same argument, but with 4/2 instead of 
both A, and A, and ¢, + 4/2 instead of ¢ in Corollary 5.1, (ii), 


+4 t+ 4/2 +4 
f |x(u)jdu= f |x(u)jdu+ f |x(u)jdus 
Foe. te + A/2 


t+4 
S (1+ 40"(y) 1), Zs Jz] dus 1+ 40(y) F(a) f [zw du 


and similarly 
IZtu.u+4)%p S (1 + 40’(y) F(A) | x0,04.412I0 - 


We conclude that (6.3) and (6.4) hold for all ¢ > ¢, > 0 with 
MA, y) = (1+ 40"(y) P(A), 


which is non-decreasing with A, so that (ii) is proved. 
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Corollary 6.1. Assume that the Z-pair (B,D) is admissible with respect 
to (1.1) and that Xyp is closed and has a closed complement X,y. Then there 
exist positive functions M,(A), Mo*(4), defined for A > 0 and respectively non- 
increasing and non-decreasing, such that for every A > 0 the following holds: 

(i*): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢ Xgp and every t= t, = 0, 
(6.1) and (6.2) hold. 

(ii*): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) € X,p and every t = t, = 0, 
(6.3) and (6.4) hold with Mj*(A) instead of Mj(A, y). 

Proof. Theorem 6.1 and Lemma 2.8. In the non-trivial case X,;p + {0}, 
i= 0, 1, we set Mg*(4) = Mg(A, y[Xop, Xip)).- 

For the next results we first restate Lemma I. 5.3 in a more useful form. 

Lemma 6.1. Let w(t) be any real-valued positive function defined on J. If 
there exist positive constants M, t, y, with n <1, such that p(t, +t) S ny(to) 
and y(t)= M y(t.) for all p20, tp StSt,+t, then y(t)S Mn e-’¢- w(t) 
for allt = t, => 0, where vy = —t— logn > 0. 

Proof. For n = 0,1, 2,... we have p(t, + nt) < yn" yp(t,). For any t>t,>0 
such that, say, tf) + nt < t<t, + (n + 1)t (nm a non-negative integer) we have 
er t—&) y(t) S eh -™) M yltg+ nt) < e+" M y y(to) = M 4" p(t). 

Theorem 6.2. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
and is not weaker than (L1,L>), and that Xop is closed. Then, if Xyp + {0}, 
there exist: a positive constant v, and positive functions v'(y), M(A), M’(A, y), 
defined for A>0, y > 0, the last two being respectively non-increasing and 
non-decreasing with A, and such that for every A > 0, y > 0 the following in- 
equalities hold: 

(i): for every solution x(t) of (1.2) with 2(0) € Xgp and every t => t, = 0, 


t+4 +4 

(6.5) f |x(u)| dus M(Aje-"*-) =f |x(u)| du, 
i is 

(6.6) [Xt,e+4)%bp S M(A)e-*¢- | yi, +4) 2Ip 


(ii): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) €’ Xon, y[Xop, x(0)] =} y, and 
everyt > t, => 0, 


t+4 t.+4 

(6.7) ff |x(w) du z= M'(A, yer ™E-™) ff | x(u)j du, 
t ty 

(6.8) 1x1.e+ 417 =>} M' (A, ye” i+) €-) | yi, 644) 2 bp; 


if Xop = {0}, (ii) holds, mutatis mutandis. 

Proof. We shall carry out the proof in the case in which Xyp + {0}. 

The functions «(B; A) and | yo, 4))p are non-decreasing for all 4 > 0. 
Now (B, D) is not weaker than (L’, L>); hence either B is not stronger than L’, 
or D is not weaker than L> . In the former alternative, lim «(B; 4) = co (cf. F, 

4-0 
Remark on p. 254 [and the fact that «(B; 4) = «(eB; A) if B « 7°)); in the 
latter, lim |x;0, 4)p = ©, by Theorem F. 4.22. In either case, therefore, 
Ao 
lim (4) = 0, where J"(4) is given by (5.12). 


A->oa 
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Proof of (i). We select A, > 0 so large that 2eC I'(A,) < 1, where C is as 
in Theorem 5.1, and set y= 4jz!. Let z(t) be any solution of (1.2) with 
(0) € Xop- 

We first consider the case 4 = Ay. By the assumption on A, and by Corol- 
lary 5.1, (i), with t = t, + A», we have 

tet 4e+ 4 


&+4 
f \z@iduse f jz(ujdu. 


By Theorem 6.1, (i) (with the special value of M,(4,) obtained in the proof of 
t+4 
that theorem), we may now apply Lemma 6.1 to y(t)=/ |x(u)| du, with 


t 

M = 1 + (2e)-! > M,(A4,) = M,(A), t = Ao, 4 = e~}. We conclude that for 
all ¢ > t, > 0 (6.5) holds with M(A) = e + 1/2 (constant); for the same range 
of A the proof of (6.6) with the same M (A) is identical. 

We now consider 4 < Ay. Let the positive integer m be such that 
(m — 1)4 < Ag S mA; mis a non-increasing function of 4. For any t=t,2=0 
we apply Theorem 6.1, (i), with t, + i4 (i = 0,...,m — 1) instead of ¢, and 
add; combining this with the previously proved part of the present theorem, 
we have 


t+A tim4 +8" 
f \x(u)|du< f |x(u)l du < (e+ 1/2)e-"¢-) f* x(u)] du < 
t t t. 


7 
4 


+4 


< m(e + 1/2) M,(A)e-"*-) =f |x(u)| du, 
te 


so that (6.5) holds in this case also, with M(4) = m(e + 1/2) M,(A). The proof 
of (6.6) with the same M (A) is identical. Since M,(A) and m are non-increasing, 
and since we obviously have M,(4) = 1, so that M(A) = e + 1/2 = M(A,) 
for every 4 < Ao, we have proved that M(A) is non-increasing for all 4 > 0. 
Proof of (ii). For given y>0O we select Aj(y)>0 so large that 
2e0"(y) I'(4o(y)) S 1, where C’(y) is as in Theorem 5.1, and set »’(y) 
= (4(y))7. Let x(t) be any solution of (1.2) with x(0)¢’ Xop, y[Xop, 2(0)J 2] y. 
We first consider the case A = A5(y). By the assumption on 44(y) and by 
Corollary 5.1, (ii), with 4o(y) instead of 4, and ¢t = t, + 4o(y), we have 


to + 4g(y) +4 t.+4 
J |a@wjduze f |x(u)jdu. 
to + 45(y) te 


By Theorem6.1, (ii) (with the special value of Mj(4o(y), 7) obtained in the proof 

t+A4 -1 
of that theorem), we may now apply Lemma 6.1 to p(t) = (/ | x(u)|) au) : 
t 


with M = e~*(e + 2) > (Mo(Ao(y), y))-? = (Mo(4, y))“, t = oly), 9 = €. 
We conclude that for all ¢ > t, => 0 (6.7) holds with M’(A, y) = (e + 2)-* 
(constant). For the same range of A the proof of (6.8) with the same M’(A, y) 
is identical. 
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We now consider 4 < 4o(y) and choose the positive integer m, a non- 
increasing function of 4, such that (m —1)4 < 4o(y) S m4. We have to 
consider several cases. Assume to begin with that t => (m—1)4; we may 
apply Theorem 6.1, (ii) to ¢— iA (i = 0, .. ., m — 1) instead of t, and obtain 

t+4 t+4 
J baw) dus m(MG(4, Xf [z(u)] dw. 


t—(m—1)4 


If t > t, >} (m— 1)A we apply the previously proved part to t,— (m — 1)4, 
t — (m — 1)A, mA instead of t,, t, A and find 
t+4 


4 
J |x(u)| du = m— MA(A, y) ii |x(u)| du = 
i t—(m—1)4 


4 
> (mie +2) MAA, yerore- “7” jew) duz 
t—(m—1)4 


t+4 
> (me + MAA, yerme-o "Ff" Ja(w)l dw. 
t 


If, on the other hand, t > (m — 1)A > t, => 0, we apply the previously proved 
part to 0, t — (m— 1)A, mA instead of t), t, 4 and find, taking into account 
that v’(y) (m — 1)4 < »'(y)45(y) = 1 and 4, + 4 < mA, 


t+4 t+4 
f |z(w|duzm*Mo(4,y) sf |z(ujdue 
t t—(m—1)4 
mA 
> (m(e + 2) MGA, pe" e-m—04) fF |x(u)| du z 
0 : 
+4 
> (m (e + 2))-2e-* em —1) 4— te) M5 (A, pe” tt) f |z(u)|dua= 
ty 


t+4 
= (me(e + 2))* MG(A, ye” ME-™) f |x(u)| du. 
t 
If finally 0 < t, < t < (m — 1)A, Theorem 6.1, (ii) implies 
t+4 +4 
f |x(u)| du = Mo(A, y) { |z(u)| dus 
° +4 


= e~" *(m-1)4 MAA, ple” ME-%) f | x(u)| dua 
te 


, age 
= Mid, nee “F* Jew) du. 
& 


We conclude that (6.7) holds for all A < Aj(y) with M’'(A, y) 
= (me(e + 2))-1M(A, y). The proof of (6.8) with the same M’(A, y) is iden- 
tical. Since Mg(A, y) is non-decreasing with A, it follows by a similar argument 
as in part (i) that M’(A, y) is non-decreasing with A for all 4 > 0. 
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Corollary 6.2. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
and is not weaker than (L’, L5°), and that Xp is closed and has a closed complement 
Xp. Then there exist positive constants v, v'*, and positive functions M(A), 
M'* (A), defined for A > 0 and respectively non-increasing and non-decreasing, 
such that for every A > 0 the following holds: 

(i*): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) € Xop and every t = t, = 0, 
(6.5) and (6.6) hold; 

(ii*): for every solution x(t) of (1.2) with x(0) ¢ X,p and every t = t, = 0, 
(6.7) and (6.8) hold with v'*, M’*(A) instead of v'(y), M'(A, y). 

Proof. Theorem 6.2 and Lemma 2.8. In the non-trivial case X,p + {0}, 
i= 0,1, we set »’*= »'(y[Xop, Xip]), M’*(4) = M'(A, y[Xop, Xi). 

Remark. The condition “(B, D) not weaker than (L’, L>)”’ on the admissible 
J -pairs in Theorem 6.2 and Corollary 6.2 cannot be relaxed in general; see 
Example 7.4 below. 

In the converse theorems of Sections 8 and 9 (Theorems 8.3 and 9.3) we 
shall show that the existence of a dichotomy or an exponential dichotomy of 
the solutions of (1.2) implies the admissibility of certain 7 -pairs with respect 
to (1.1). In view of the essential réle played in the proof of those theorems by 
the “‘angular-distance condition’”’ (Diii) = (Eiii) (see Example 9.2), it cannot be 
expected that similar converse results exist for Theorems 6.1 and 6.2. The 
following example will show that no converse result can indeed hold even in 
the case in which the angular-distance problem is vacuous, i.e., when Xgp = X. 

Example 6.1. Let {l,,} be a decreasing sequence of positive numbers such 
that 1,< 1/2 and limd,= 0. Let A(t) be a real-valued, continuous and conti- 


nm-+ oo 
nuously differentiable function on J such that A(¢) = 1 except on the non- 
overlapping intervals J,= [n,n +1,], n=1,2,...; on J,, A()} 21 and 
fa@dt= e&,n=1,2,.... 


Jn 

Consider now equations (1.1) and (1.2) with X=R and A(t)=1+ 
+ AW/AW, a continuous function. The general solution of (1.2) is x(t) 
= 2(O)e-*/A(t). Hence |x(t)| S |x(0)\e~* for all ¢¢ J, so that x¢T; more 
generally, x < D for any Banach space D ¢ 7 * which is weaker than T (cf. 
Remark 3 in Section 3). Thus Xp7= X9p= X for all such D. 

Let A > 0 be given. Since lim J, = 0, there exists n, such that 1, < 1, < 4/2 


nc 
for alln = n); we set 1, = 1. We claim that there exists a constant A > 0 (which 
depends on A) such that every solution z(t) of (1.2) satisfies 


(6.9) |z(O)je~* S A(\x()| + |z(t + D)) 


for all ¢> 0. Indeed, assume first that ¢ > m); since u(J,)=1, <1 and 
1 < 1,< 1/2 for all m= ng, ¢t and ¢ + 1 cannot both be interior points of J,’s; 
hence either A(t) = 1 or A(t + 2) =1; then 


e-* e-¢+d : 
|a(t)| + |x(t + D)| = |x (0)| (Ge + ac) = |x(O)\e—¢+ B |x (Ope t+" 
Math. Ann. 139 22 
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For all t > 0, |x(t)| = |2(0)| e-*/A(¢) ; hence (6.9) holds with A = max fe max A(t)\_ 
Ostsn, 
Since n, may obviously be taken to be a non-increasing Rh of A, so is 


A= A(A). 
Let now z(t) be any solution of (1.2) and consider any ¢ = t, = 0. For 
every u,0 < u < A — I, we have, by (6.9), 


[x(t + w)| = |x(0)| =a < |x(O)|e- C+") = |x(0)|e- ¢- e~ H+ < 


(6.10) iar = 
S Ae~ -) (|x (tg + u)| + |x(to+u+ dj), 
lat +u+))| < Ae-¢+!- (jx (t+ u)| + |x(t+u+)\)<s 
S Ae ¢-) (|x(tg+ u)| + |r(f+ u+ DI). 
Now t<t+Ilst+A/2st+A—I<t+A, so that [t,t+4—UU[t+lt+A] 
= [t,t + A]. Combining (6.10), (6.11) and recalling the notation 7,= 7} if 
t= 0, T,= T_, if t < 0 we have 


(6.11 


|Xte+4)%] S |Xie+4-n2] + |Xe+4e4+412] S 
S Ae“ #—) (Ty. | Xun 4 4-02 + Te- 4-1 Xtu+t6441%| + 
+ Tyo 40| Xte.e4+4-02| + Tr-4|Xin+t.444)7!) S 
S Ae #-&) (Ty pt 2TH + Te-+0)| Xtte.te+ 41 « 


For any Banach space D ¢ 7 * which is weaker than T (and therefore 
contains x and its “‘slices””), we have 


[Zt.e+ 4321p Ss 4Ae~ ¢- | y 01, 4,44) 7p , 


i.e., (6.6) with »y = 1 and M(A) = 4A, a non-increasing function of A. Taking 
in particular D = L’, we obtain (6.5) with the same M(A). Thus condition (i) 
of Theorem 6.2 (a fortiori condition (i) of Theorem 6.1) is satisfied for every 
Banach space D ¢ 7 * which is weaker than T. 

We shall now show that, on the other hand, no 7-pair at all is admissible 
with respect to (1.1). We begin by showing that the 7-pair (T, M) is not 
admissible. Consider equation (1.1) with f(t) = e~*; thus f ¢ T; since all solutions 
of (1.2) are in M (actually in T, as shown above), it is sufficient to consider the 
particular solution y(t) of (1.1) given by 


s t 
yi) = fa f edwesdu=- f aw du. 
0 0 


For any positive integer n and any t, n + 1/2 < ¢ < n+ 1, we have A(t) = 1 


n+1 
and hence y(t) => et f Au) du = e~™+¢e2"— e*-1, Therefore / y(tjj)dt= 
n+1 Ja n 


= f y(ijdt=—5 1 in 1_,0c0 as n->oco. Hence y ¢’ M; aad (T, M) is not 


n+1/2 
admissible. 
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Assume now that some 7-pair (B, D) is admissible with respect to (1.1). 
Since M is weaker than D (Corollary F. 4.4), the weaker 7 -pair (B, M) is also 
admissible. Since X = R is reflexive and M is locally closed (Lemma F. 4.1), 
Theorem 2.4 implies that the 7 -pair (lcB, M) is also admissible. Now 1cB is 
a locally closed space in 7 [for B ¢ 7° this follows from Theorems F. 6.2 and 
F. 6.5]; hence, by Theorem F. 4.7, +(lcB) is locally closed and IcB 
= 0, (+ (le B)), where 6 = 6 (lc B) = 6(B). By Lemma 3.3, the 7-pair 
(+ (le B), M) is then also admissible. Finally, since +(1cB) is a locally closed 
space in 7 *, it is weaker than T (Corollary F. 4.9); thus the 7-pair (T, M) is 
weaker than (+:(1cB), M) and hence is also admissible: which is absurd. 


7. Non-uniform conditional pointwise stability 

In this section we obtain some results concerning ‘‘pointwise”’ properties 
of the solutions of (1.2); ie., comparisons between |x(¢)| and |x(f,)| for 
t= t, = 0; they fall short of the strong properties of a dichotomy (to be 
discussed in subsequent sections), and in one respect they are actually a step 
backwards with respect to the preceding section, in that they sacrifice the 
uniformity (with respect to ¢,) inherent in Theorems 6.1 and 6.2. We note that 
Theorem 7.1 (part in square brackets) below constitutes a substantial im- 
provement on, and generalization of, Theorems I. 5.1 and I. 5.2. 

Theorem 7.1. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
[and is not weaker than (Li, Ly)], that D is stronger than L™, and that Xop is 
closed. Then there exists a positive function R,(t) [R(t)], defined for t = 0, such 
that for every D-solution x(t) of (1.2) and every t > t, = 0 we have 


(7.1) |x(t)|| S Ro (ty) |) x (tg)| 
(7.2) [\x()| S Rte" *— | x(tq)| , 


where v is as in Theorem 6.2]; more precisely, there exists a positive function 
0o(A) [o(A)], defined for A > 0, such that for every A > 0 (7.1) [(7.2)] holds with 


tet A tet 
Ro (to) = eo( 1) exp( f |A(u)| au) [Re = 0(4) exp f |A(u)| ax)}. 
ly te 
Proof. We may assume that Xyp + {0}. Since D is stronger than L”, there 
exists 8 > 0 such that D < BL”. 
Let x(t) be as stated. For ¢ = t, + A we have, by Theorem 5.1, (i), Theo- 
rem 6.1, (i) [Theorem 6.2, (i)] and I (2.1), 


jx(t)] s 19.2... Ss BO. 2p Ss 
t 





&+A4 
Cc , CM,(4) f , _ 
= ry lz(u)i dus Sete) ee Co 6 
BOM, (A Me , 
( ) \ " 7 
= “28; 4) vol / an | hie 
te 


-[te+4 
M(A : 
i= oy a exo / |A(u)| i ert iva 





te 
22e 
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t&+4 
it WSt<+4, T 1) imple [ao] < exp(7 14(w] du) I=) 


l= e’4exp| ri ‘1A(u)h du} e~"t- late. Thus the theorem is proved with 


sid)=mentl BODY Uo) = e°4 max (1, FOIA) 


Theorem 7.2. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
[and is not weaker than (L', L>)], that B is weaker than 0,1} for some t = 0, 
and that Xyp is closed. Then, if Xyp+ {0}, there exists a positive function 
Rolt, vy) (R’(t, y)], defined for t => 0, y > 0, such that for every solution x(t) of 
(1.2) with x(0) €’ Xopn, y[Xop, x(0)] => y and every t = t, = 0 we have 


(7.3) x(t) = Rollo, vy) |) x(t) 
(7.4) [ha (é)] = R(t, ye” © ¢- | x(t.)| , 


where v' (y) is as in Theorem 6.2]; more precisely, there exists a positive function 
00(A, y) [e’(4, y)], defined for A > 0, y > 0, such that for every A> 0, y > 0 


+4 
(7.3) [(74)] holds with Rj(te, y) = 05(A, y) exp (- flaca au) Le (te 7) 


+4 
= 0'(A, y) exp (- ii |.A (u)| aw)}: if Xop = {0}, the statement holds, mutatis 
ty 


mutandis. 

Proof. We carry out the proof in the case in which Xp + {0}. The 7-pair 
(B, D) being admissible, so is the weaker 7 -pair (0, L', D); and by Lemma 3.3 
the 7 -pair (L', D) is also admissible. We apply Theorem 5.1, (ii),-with L’ 
instead of B, recalling that «(L’, 1) = 1 for all 1 > 0. For any solution 2(¢) as 
stated we take t = ¢ in (5.2) and let A tend to 0. This yields 


(7.5) [xto.a%bp = ©’ (y)|x(@)| . 
Ift => t, + A we have, by (7.5), Theorem 6.1, (ii) [Theorem 6.2, (ii)] and I (2.1), 


Mo (4,y) 
x(t) = = Oo ‘Gy [xu 4,4 7p = = CG) Zt. te + 4)*|p 2 : 


_ Mold, T 
Mo(4,”) (Xo, 4110 v(- [ | A (u)} i || x (to) 





| 





C’ (y) y 
M’(A eS 
iso = a ote | (Aco ta) een otf 
t 


t+4 
if 4 < t<t,+ A, I (2.1) implies |x(¢)| = exp (- f |A(u)] au) || x (ty) |] 
r +4 ’ 


to 


to 
| = e-” 4 exp (- f \A(u)l au) e” (7) (t-te) I=tol| . Thus the theorem is 
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proved with 
, . M, (4,y) 
00(4, y) = min {1, : phe. | 
[o'«4, y)=e-" 4 min {1, — ie ||. 


Corollary 7.1. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
[and is not weaker than (L’, Lf)), that B is weaker than 0,1, for some t = 0, 
and that Xyp is closed and has a closed complement X,y. Then there exists a 
positive function Ro*(t) LR’ *(t)}, defined for t => 0, such that for every solution 
x(t) of (1.2) with x(0) € X,p and every t = t, = 0 (7.3) [(7.4)] holds with Ro* (t,) 
[v’* as in Corollary 6.2 and R’*(t,)] instead of Ro(ty, y) [v'(y) and R’ (ty, y)); 
more precisely, there exists a positive function o4* (A) [o’ *(d)], defined for A > 0, 
such that for every A > © (7.3) [(7.4)] thus modified holds with Ro*(t,) 


te+4 te+4 
= e*(A) exp(—"f 1A(w)] au) LR'*t) = @'*(4) exp(—f |A(w] ax)}. 


Proof. Theorem 7.2 and Lemma 2.8. In the non-trivial case X;p + {0}, 
i = 0, 1, we set 99*(4) = 00(4, y[Xop, Xip)) [o’* (4) = 0’ (4, vy [Xop, Xi). 

Remark 1. If, under the assumptions of Theorem 7.1, we apply the argument 
of the proof to the solutions x(t) of (1.2) with z(0) <’ Xgp, y[Xop, x(0)] => y 
(if Xop + {0} — and mutatis mutandis if X,p = {0}), we obtain an inequality 
of the form 


x(t) = Rott, y) x(t) (hae) = Re, ye” ¢-™| x(t) 
t+4 
which, except for the special form R(t, y) = 09(4, y) exp (- f \A(u)l du 
i 


[R’(t, y) = +--+], is trivial by I (2.1) and hence not worth while stating 
explicitly. 
Similarly, in Theorem 7.2 we should obtain for 7(0) € Xpp an inequality 
of the form 
jx(t)| S Ro(t)| x(t) (lz) S Re’ ¢-™ | x(@)}) 


which, except for the special form of R,(t) [R(t)], is trivial by I (2.1). 

Remark 2. The part of Theorem 7.1 not in square brackets is, except for the 
special form of R,(¢,), a trivial consequence of the Remark following Theo- 
rem 2.1, and is included here only for symmetry’s sake. 

The following remarks and examples have the purpose to show in what 
sense Theorems 7.1 and 7.2 are best possible. 

Remark 3. In the first place we inquire whether, in Theorem 7.1, Ry (ty) [R (t) } 
might not always be taken independent of fy, i.e., whether condition (Di) [(Ei)} 
for a [exponential] dichotomy might not hold. The answer is as follows: if, in 
addition to the assumptions of Theorem 7.1, B is weaker than O, L’ for some 
t => 0 (i.e., the assumptions of Theorem 7.2 are satisfied too), Theorem 8.1 will 
show that Xyp actually induces a dichotomy [and if (B, D) is not weaker than 
(L1, L®), Theorem 9.1 will show that X,p induces an exponential dichotomy]; 
but for every 7-pair (B, D) with B not weaker than any 9,L (regardless of 
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whether D is stronger than L® or not [or whether (B, D) is weaker than (L’, L>) 
or not]) we shall construct an example (Example 7.1) in which (B, D) is 
admissible with respect to (1.1), X»p = X, and condition (Di) does not hold 
[let alone (Ei)]. 

Remark 4. We claim that the assumption “D is stronger than L®”’ in 
Theorem 7.1 cannot be relaxed in general. Since all solutions are continuous 
functions, an actual weakening of this assumption is the case only if D contains 
a continuous fanction not in L®™, i.e., an unbounded continuous function. For 
every 7 -pair (B, D), with such a D, which is admissible with respect to some 
equation (1.1) with X,» + {0} (otherwise Theorem 7.1 would be vacuous or 
trivially true for such a 7 -pair) [and regardless of whether (B, D) is weaker 
than (L’, L>°) or not] we shall construct an example (Example 7.3) in which 
(B, D) is admissible with respect to (1.1) and there exists an unbounded D-solu- 
tion of (1.2), so that (7.1) cannot hold with any R,(¢,) [let alone (7.2)]. 

Remark 5. In the part of Theorem 7.1 in square brackets, the assumption 
“(B, D) is not weaker than (L’, Ly)” cannot be relaxed in general; see Ex- 
ample 7.4 (part not in square brackets) below. 

Remark 6. Similar remarks apply to Theorem 7.2. Firstly we ask whether 
in this theorem Ro(to, y) [R’ (ty, y)] might not always be chosen independent 
of ty, i.e., whether condition (Dii) or (Diiy) [(Eii) or (Eii,)] for a [exponential] 
dichotomy might not hold. The answer is as follows: if, in addition to the 
assumptions of Theorem 7.2, D is stronger than L™, it was noted in Remark 3 
above that X,p induces a dichotomy [an exponential dichotomy if (B, D) is 
not weaker than (L’, L;°)]; but for every 7 -pair (B, D) which is admissible for 
some (1.1) with X,p + X (otherwise Theorem 7.2 would be vacuous) and such 
that D contains an unbounded continuous function (cf. discussion in Remark 4 
above) [regardless of whether (B, D) is weaker than (L’, L>?) or not], we shall 
construct an example (Example 7.3) in which (B, D) is admissible with respect 
to (1.1), but condition (Dii) or (Diig) does not hold [let alone (Eii) or (Eiig) }. 

Remark 7. We claim that the assumption “B is weaker than 9, L} for some 
t = 0” in Theorem 7.2 cannot be relaxed in general. Indeed, for every 7 -pair 
(B, D) with B not weaker than any @,L! [regardless of whether (B, D) is 
weaker than (L’, L®) or not] we shall construct an example (Example 7.2) in 
which (B, D) is admissible with respect to (1.1), Xep = {0}, and the non-trivial 
solutions are not bounded away from 0, so that (7.3) cannot hold with any 
Ro(ty) [let alone (7.4)]. 

Remark 8. In the part of Theorem 7.2 in square brackets, the assumption 
“(B, D) is not weaker than (L', L>)” cannot be relaxed in general; see Ex- 
ample 7.4 (part in square brackets) below. 

Example 7.1. For every given Banach space B ¢ 7 which is not weaker than 
any @,L' we shall exhibit a scalar equation (1.1) (i.e., with X = R), such 
that (B, T) is admissible and X,, = X, and such that condition (Di) for a 
dichotomy fails to hold with Y = X and any N,. For every Banach space 
D ¢ 7 * weaker than T (all others being excluded by Remark 3 of Section 3), 
(B, D) will be admissible and Xyp = X. 
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If B ¢ 7°, it is stronger than L® (Theorem F. 6.3), which is itself in 7 * 
and not weaker than any @,L’. Therefore the example corresponding to 
B = L” will dispose of all cases with B ¢ 7°. 

Let then B be a Banach space in 7, not weaker than 0,1’ for any r 2 0. 
By Theorem F. 4.21, «,(B) = amas; l) = 0. Since for every B «(B; 1) is 

+0 


non-decreasing and satisfies a(B; 1+ 1,) S «(B; 4) + «(B; l,) for any 1,,1, > 0, 
we conclude that «(B;l) is continuous. The strictly increasing function 
«(B; 12) + 1 (which tends to oo as |-+ oo) has a continuous strictly increasing 
inverse function, say #(u), defined for 0<u< co; this function satisfies 


B(u) < w for all u > 0. We set d(t) = et t Btu) du for allt € J. 6(t) is continuous 
and continuously differentiable. It satisfies, for all ¢¢ J, 0 < d(t) < Ble") < 
<e-*< 1 and 6(t) = —et f (Be — B(u)) du, whence —e-*< 5(t) <0. In 
particular, setting «(l) = a(B; l), 

(7.6) a(d(t)) < a(B(e-*)) < a(B(e-*)) + Ble“) = e-*. 


The function ¢ — 6(t) has a derivative 1 — 5(t) > 1 and is thus strictly 
increasing and tends to oo as t -> oo. Set tf, = 0 and define the strictly increasing 
sequence {t,} by t,4;— (t,+1) = ¢,. If lim t, = t' < oo, we should have 6(t’) = 0 


which is absurd; hence lim t,, = oo. bi 
n—> CO 
Set 6(0) = 4; we define 
et (ga *}) —é8<t<0 


(7.7) =)" _ 4, 4) 

2/ £(t — (t)) t>0. 
Since ¢ — 6(t) is strictly increasing and maps [t,,, ¢,,,,) onto [¢,,-,, t,), m=1,2,... 
and [0, ¢,) onto [—46, 0), and since U [tn» fnaa) = J, &(é) is indeed defined for 
all ¢¢ JU [—4, 0). Since &(¢) is strictly decreasing in [— 4, 0), it will be clear 
by induction on n that &(¢) is strictly decreasing, continuous and continuously 
differentiable throughout if we only show that §(—0) = &(0) and &(—0) 
= &(+0); now &(—4) =e, &(—4) =0, so that indeed £(0) = e-e/2= 1 
= &(—0) and &(+0) = e~%((1 — 5(0))§(—8) — (—8)) = —e-* = — 1 
= &(—0). 

Let A(t) be a real-valued, continuous and continuously differentiable 
function on J such that A(t) = 1 except on the intervals J, = (n—6(3n),n], 
n= 1,2,... (which do not overlap since 4(t) < 1 fort ¢ J); onJ,,1 S A(t) Ss 
<A (n— + 8(3n)) == e**. 


Consider now equations (1.1) and (1.2) with X = Rand A(t) =— i] + 9 


a continuous function. The general solution of (1.2) is x(t) = x(0)&(#)/A(?). 
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Using (7.7) and the fact that é(t) is decreasing, |x(t)| < |x(0)| &() < 
< |x(0)|e— ¢+4/% £(— 5) = |x(0)|e-* for all ¢ ¢ J, so that x € T; hence Xy7 = X. 
Condition (Di) for a dichotomy with Y = X is not satisfied, for, using x a and 


nats pw > 1 &(n) 
assuming (0) + 0, s——y snp =2("— 398) Gaq—y Seay = OX 


& (n) sll 
X Fa— t@) ~° /2_, co as moo, 
We claim, however, ane (B, T) is admissible: in particular, that for every 
{ €B the solution y(t) = po JO) fu ) du (cf. I (2.5)) of (1.1) belongs 
6 


to T. For every ¢ = t, we have 
t 


wos [ EO 4 (u)|f(u)| du < 





&(u) 
0 
7° 8 £0. | 
Sf Foylemlaus 2) f sey He wide + 
0 a 
t 
+ f Iwidu+nos | 
8) : 
Fe My (/ [isoidu+ Sem J iu) aa) | 
t 
+ [ Wwldu+ ne, 


t-3@ 
where 7 (t) = { A(u) |f(u)| du if there exists an integer m such that m>t—6(t), 


t=>m— 5(3m), and 7(t) = 0 otherwise; if such an m exists then m > t — 1, 
whence, using (7.6), (t) < at \f (u)| du< <= e-™|/|n < e~***[/|g- Using (7.6), 


(7.7) and the fact that / « M (Corollary F. 4.4), ; 
ly(s)| < eer (« + DMflu+ ta) + e*[[n+ e-'** [le < 


<= (t+ le“* [ffm + e(e — 1)-te-* fff - 


Since |y(t)| is thus bounded by a decreasing exponential for ¢ = ¢t,, y ¢ T as 
claimed (cf. Lemma 3.2).. 

Example 7.2. For every Banach space B ¢ 7 which is not weaker than any 
0,1) we shall exhibit a scalar equation (1.1) such that (B, T) is admissible 
and Xyy5= {0}, and such that the non-trivial solutions of (1.2) are not bounded 
away from 0. For every Banach space D ¢ 7 * weaker than T, (B, D) will be 
admissible and (since D is stronger than M) X,p = {0}. As in Example 7.1, the 
example corresponding to B = L® will dispose of all cases with B ¢ 7°. 
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Let then B be a Banach space in 7, not weaker than 0,1 for any t 2 0. 
We construct 6(¢) as in Example 7.1. The function ¢ + d(¢) has a derivative 
1 + d(t) > 0 and is thus strictly increasing. Set t, = 0 and define the strictly 
increasing sequence {f,} by ¢,,,=¢,+ 4(t,). As in Example 7.1, limt,= . 


n->oco 
Setting 6(0) = 6 we define 


E(t) = ef"/@) Ost<d=4, 


(7.8) E(t + (t)) = et +9 -4/2E (4) t20. 


By a similar argument as in Example 7.1, &(¢) is well defined for all ¢ ¢ J and 
is strictly increasing, continuous and continuously differentiable throughout. 

Let A(t) be a real-valued, continuous and continuously differentiable 
function on J such that A(t) = 1 except on the intervals J, = [n, n + d(o,)], 
n=1,2,..., where o,= 2n + log&(n + 1); these intervals do not overlap, 


since ak <l;onJ, 1S AS A(n+ 5 5(0,)) = = e"E(n + 1). 


Consider now equations (1.1) and (1.2) with X = R and A (t) = a: + i, 
a continuous function. The general solution of (1.2) is x(t) = x(0) &(é)/A(é). 
Now o, 21, hence d(¢,)<e-!, for all n=1; therefore A(t)=1 for 
nt+et<tsin+1. Using (7.8) and the fact that €(¢) is increasing, 
ja(t)| = \x(0)| E(t) => |z(O)|et 9/2 E(Q) = eee 2 for n+etstsn+l, 


n = 1> 6. Therefore 7 ‘ix(t)| dt = 7 ‘lz(| dt = (1 — e~)e"-*/2|2(0)| > x 
as n co for any non- ‘trivial iden z(t) of (1.2). We conclude that x ¢’ M, 
so that Xo = {0}. 
E(n + $4(a,)) _ - 
On the other hand, lx (n+ 5 = 4(o,)) = |x(0)| im +48(c,)) = = |x(0)|e-*—> 


—+ 0 as n + , so that the solutions of (1.2) are not bounded away from 0. 
It remains to prove that (B, T) is admissible: in particular, that for every 





f €() aw 
A(t) &(u) 





f¢€B the solution y(t) = — {(u) du of (1.1) exists and belongs 


to T. For every ¢t > 0 we have 


t+3(t) 
ly [$8 x0a7 0 au 2 [ Fy Ww du+ [fu du + 
t+ t 


+ ¥ J FO A (u)|f(u)| du + nit), 
n=t+ 6) E(u) 


where 7 (t) = fl Au) If (w)| du if there exists an integer m such that m<t-+-6(t), 


ts m+ 5(0,,), and 7(t) = 0 otherwise; if such an m exists then m >t — 1, 
whence, using (7.6), »(t) <e™é(m + 1) Z \f(u)| du < e E(m + lem be 


=e-™If[p < e~***[f/[n- If u = t + 5(¢) and ) Seer so that wu’ + 6(u’) = 
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(this is indeed possible, since ¢ + 5(¢) is strictly increasing) we have u’ = ¢. 
Since é(t) is increasing we have i = Faye ttin s e-“+42, Thus, 
using the fact that { ¢ M, and applying Lemma I. 3.1 and (7.6), 


ly(t)| < e-t+8/2 F et —ul4 (w)| du + e~*I/la + D> fet? em E(n + 1)|f(u)| du + 
t n2tJlan 
4 e~**1 [fp -_ 
< e-t+1+9/2(¢ - 1)-"|/lu+ e~‘l/ln+ e-t+9/2 Dd eré(n re 1)e~*|/[p+ 
nat 


+ e~**1//[p < 


< ctfevine —1)-4f|et ( +e+ an ¥ =")ia} . 
0 


Since |y(¢)| is thus bounded by a decreasing exponential, y ¢ T as claimed. 
Example 7.3. Let D be a Banach space in 7 * containing an unbounded 
continuous function, say y. For every ¢ > 0 there exists an interval J’c J, 
which we may assume bounded, such that |y(t)| > e~"|y|p for all ¢¢ J", 
i.e., |ylp xs < ely|; hence x,€D and |y;|p < ¢. Thus, D being in 7*, 
x1 € D for every bounded J’ c J and lim] 7, y|p = 9. 
1-0 


Let (B, D) be a 7-pair such that D contains an unbounded continuous 
function and assume that the pair is admissible with respect to a certain fixed 
equation (I.1). We choose a sequence {/,} of positive numbers such that 
lim A, = co. For n= 1,2,... we choose l,, 0 <1, <1 so small that, if J, 


n->oco 


= [n —1,/2, n + 1, /2], then f ||A(]| dt < 1 and 
Jn 


n+1 
(7.9) |zs.d0 = [to tho < exp(— 24, — J A ()|j dt) . 


Let A(t) be a real-valued, continuous and continuously differentiable function 
defined on J such that A(t) = 1 except on the non-overlapping intervals J,; 
on J,, 1 S A(t) S A(n) = A,. Consider the function y(t) = (A(t) — 1) (¢ + 1) x 


x exp (f 1400 au); p(t) =0 except on the intervals J,. On J,, 
0 
n +1,/2 
05 mi <q — 1) (n+ 1 +42) exp (" f"1ACw dv) 
n+1 
< (A, — 1) (nm + 2) exp |.A (u)} au) =z. 
0 


Now o, 7),€D and, by (7.9), o,|z,,)p < e-"**(A,—1) (n + 2). Since D is a 
Banach space and 3’ e-"4»(1, — 1)(n + 2) < «, we have 3’ o, 7;,€ D; since 
1 I 


0< us Jo, x,,, property (b) of the definition of the class 7 implies that u< D. 
I 
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Consider now the equations 
(7.10) #+ A,()x =f (6) 
(7.11) 2+ A,(t)x=0 


where A,(t) = A(t) — co] I. The general solution of (7.11) is 2,(t) = 


= A(t) x(t), where z(t) is that solution of (1.2) for which z,(0) = 2x(0). 
Now, using I (2.1) or (2.1), |,(¢)— 2(@)] = (A() — 1) x(| < (A@)—1) |x] x 


t 
x exp f |A(u)| du} <= p(t)|x(0)|, so that z,— x¢€ D(X); hence z,¢ D(X) if 
6 


and only if z ¢ D(X), so that Xyp(A,) = Xqp(A) (regardless of whether this 
linear manifold is closed or not). 

If now Xgp(A) = Xgp(A,) +X and if z,(t) is any solution.of (7.11) with 
x, (0) = x(0) <’ Xgp(A) we have, using the assumptions on J, and applying 
I (2.1), 


||, (m + 1,/2 1,/2)|! 
Re ae et Sst exp ( { L4cwt ae) < edz!+0 


as » — oo, so that condition (Dii) or (Dii,) for a dichotomy with Y = Xyy(A,) 
== Xyy(A) cannot hold. 

If, on the other hand, Xgp(A) + {0}, let z(t) be a non-trivial solution 
of (1.2) such that z,(0) € Xyp(A). We now select {/,} more precisely in such 
a way that = A, |%(n)| = co and construct (7.10), (7.11) accordingly. Then 


x, (t) = A(t) alt) i is a non-trivial solution of (7.11) with z,(0) = 2(0) € Xgy(A) 
= Xyy(A,), ie., a non-trivial D-solution of (7.11). However, lim ||z ,(n)| = 
nx» 
= lim A,,||z,(n)|| = 0, so that z,(¢) is unbounded. 
n-—> co 

Finally we show that, in any case, (B, D) is admissible with respect to 
(7.10). Let f € B(X) be given, and set g(t) = f(t)/A(t); by property (b), (b°), 
g € B(X). Since (B, D) is admissible with respect to (1.1), there exists a D-solu- 
tion y(t) of #+ A(t)z = g(t). We claim that y,(t) = A{t) y(t) is a D-solution 
of (7.10). The fact that y,(¢) is a solution is verified at once; applying (2.1) to 
y(t) with t’= 0 we obtain, for every ¢ € J, 


lyi(t)— yO) =AO—-DViyOls 
t t 
< (A()-1) (incon +f io(wiau)exp( f |4(w)|a) < 


0 
t 
5-1) (yO + + DlobwexP( f [4()|du) < 
S(\y()| + lol #( . 
so that y,— y € D(X); since y € D(X), we conclude that y, < D(X) as claimed. 
Example 7.4. Consider for equation (1.1) the scalar equation 


+ (C+ 1p tx=f) [#— (t+ Ite =f). 
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The general solution of the corresponding homogeneous equation (1.2) is 
a(t)= (¢+ 1)-*x(0) [x(t) = (+1) 2(0)]. Hence Xy,= Xyp= X [Xo o= Xy 
= Xyy= {0}]. Since for every such solution |z/(f)| is non-increasing [non- 
decreasing], condition (Di) [(Diig)] is satisfied with Y = X and N, = 1 [with 
Y = {0} and Ng = 1), ie., X[{0}] induces a dichotomy. Theorem 8.3 (or 
direct computation) will show that (L’, L>°), as well as every weaker 7 -pair 
(B, D) is admissible (regardless of whether D is stronger than L® [B is weaker 
than @,L for some t = 0] or not). Further, for any such pair, D is weaker 
than L> and stronger than M, so that Xpp = Xo9= X [Xop= Xom= {0}). 
However, for any 2z(0) +0 and any vy > 0 [»’ > 0] we have |x(f)| e’* = 
= |x(0)| (¢ + 1)2e"t co [|a(t)|e-**= |ar(0)| (t + l)e-”"t > 0] as t + ~~, so that 
no inequality of the form (7.2) [(7.4)] holds for ¢, = 0. 


8. The case of ordinary dichotomy 


Our next result is a generalization of Theorem I. 5.5. 

Theorem 8.1. Assume that the 7 -pair (B,D) is admissible with respect 
to (1.1) and is stronger than (O,1L}, L™) for some t = 0, and that Xyp is closed. 
Then Xop induces a dichotomy. 

Proof. Since (B, D) is admissible, so is the weaker 7-pair (O,L’, D); by 
Lemma 3.3, (L', D) is also admissible. Since D is stronger than L”, we have 
D <= BL” for a certain positive 8. We shall consider only the case in which 
Xop + {0}. 

Proof of (Di) and (Dii). We apply Theorem 5.1, (i), (ii) for the 7-pair 
(L’, D) (instead, we could use Corollary 5.1). For any solution x(t) of (1.2) 
with x(0) € Xp and any ¢ > t, > O we apply (5.1) with r =4,,0<A=<t—t, 
and obtain, since «(L', 4) = 1, 


te+4 
|x| S [O,442]0 = BIO,+42]p = BCA” J |x(u)| du. 
Letting A tend to 0, and using continuity for the case { = t,, we find that (Di) 
holds with N,= BC. 

Let y, 0 < y < 1 be given. For any solution x(t) of (1.2) with x(0) <’ Xgp, 
y[Xop, 2(0)] = y and any t>t,=>0 we apply (5.2) with O0< A= t—t, 
t = t — A and obtain 


t 
[x(to)l = [x10,e-4)2}0 = Bl xi0.c-4)%» S BC’ (y) 4 J |x(u)| du. 
t-— 


Letting A tend to 0, and using continuity for the case ¢ = f,, we find that (Dii) 
holds with Ng = (BC’(y))-}. 

Proof of (Diii). Let y, 0 < y < 1 be given and let x,(¢), x(t) be non-trivial 
solutions of (1.2) with x)(0) € Xgp, z(0) <’ Xop, y[Xop, x(0)] => y. We apply 
Corollary 5.2 for the 7-pair (L?, D), observing that 8] x0, 41> = | x10, aj) = 1, 
so that J/(A) = 2 8 for every A. For every f > 0 and every A > 0 we have 


t+24 \ 
y[o(t), x(t)] = (4 Be(y))-* exp (-3 | A (u)| és). 
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Letting A tend to 0, we find that (Diii) holds with y,= (4 Bc(y))-?. 

Remark. The assumption “(B.D) is stronger than (@,L',L™) for some 
t = 0” cannot be relaxed without further assumptions on A (t) (see Theorem 8.2 
below). Indeed, if (B, D) is not stronger than (9, L’, L®) for any t = 0, then 
either (1): B is not weaker than any 9,L’, or (2): D is not stronger than L®. 
In case (1) Examples 7.1 and 7.2 provide instances for every such 7 -pair in 
which it is admissible and there is no dichotomy (cf. Remarks 3 and 7 in 
Section 7). In case (2), in order that the assumption be effectively weakened, 
we must assume that D contains an unbounded continuous function (cf. Re- 
mark 4 in Section 7); and then Example 7.3 gives instances for every such 
7 -pair in which it is admissible and there is no dichotomy, provided only that 
this 7-pair be admissible for some equation (1.1) (cf. Remarks 4 and 6 in 
Section 7). 

The situation is quite different if we assume that A ¢ M(X). 

Theorem 8.2. Assume that A ¢ M(X), that the 7 -pair (B, D) is admissible 
with respect to (1.1), and that Xyy is closed. Then X4y induces a dichotomy. 

Proof. Set |A]y= L. Let x(t) be any solution of (1.2) with x(0) ¢ Xop. 
Applying Theorem 6.1, (i) we have for every t > t, => 0, by I (2.1), 

t+1 te+1 
ja(t)| < e& f \x(u)| du < e&M,(1) f |x(u)| du s e®4M,(1)\x(t,)| , 
i t, 
so that (Di) holds with Ng= e?“ M,(1). 
Let y, 0< y <1, be given, and let x(t) be a solution of (1.2) with 
«(0) <’ Xo». y[Xop, x(0)] = y. Applying Theorem 6.1, (ii) we have for every 
t= t, = 0, by I (2.1), 
t+1 te+1 

jx()| Se" f |x(w)iduze*Mo(l,y) f |x(u)|du Se? Mo(1, y)| x(t) . 
i ty 

so that (Dii) holds with N, = e~?“M4(1, y). 

Let y, 0 < y <1 be given, and let z(t), x(t) be non-trivial solutions of 
(1.2) with 2,(0) € Xop, 2(0) <’ Xop, y[Xop, 2(0)] = vy. Applying Corollary 5.2 
we have, for every t > 0, 


y [xo(t), x(t)] = (2e(y) F(1))-*e-*, 
so that (Diii) holds with y,= (2¢(y) I’(1))-e~*®”. 


We now turn to the consideration of converse results, which are generali- 
zations of Theorem I. 5.7. 

Theorem 8.3. If there exists a subspace Y of X which induces a dichotomy, 
the pair (L4, L®) (and every weaker 7 -pair) is admissible; if moreover Xoo has 
finite co-dimension with respect to Y (in particular, if Y is finite-dimensional) 
then the pair (11, L5°) (and every weaker 7 -pair) is admissible. 

Proof. 1. We shall assume for the time being that Y + {0}. Let y, 0<y<1 
be such that (Di), (Dii), (Diii) hold for appropriate Ny, No, yo. 

Let f « L’(X) be given. We define g(t) = q(U (t)/ (0), h() = a(U-()/ () 


for all ¢ < J, where gp, g, are the functions defined in Lemma 2.6 for our given 
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- Y and y. f(t) is strongly measurable; since U-1(¢t) is continuous and qb, g, are 
continuous mappings from X into X, g(t), h(t) are also strongly measurable. 
For every ¢, g(t) + h(t) = U-*(t) f(t); further, g(t) ¢ Y, and either A(t) = 0 or 
yL¥, h(t)] = y. 

For given u € J, y(t) = U(t) g(u) and z(t) = U(t) h(u) are solutions of (1.2) 
with y(0) = g(u) € Y and z(0) = h(u). Ifg(u), h(u) + O we have y[g(u),h(u)]= 
= y[Y, h(u)] => y, and (Diii) and Lemma 2.5 imply 


yomax{|U (u) g(u)|, | (u) h(u)|} S 2) (u) (g(u) + h(u))| = 2\f(u)| ; 


the inequality remains valid if g(u) = 0 or if h(u) = 0 because y,< 2. (Di), 
(Dii) now imply 


(8.1) = [U(é) g(u)| S NolU(u) g(u)| S 2No yo" |/(u)| OsSust 
(8.2) = |U()A(u)| S No |U(u) h(u)| S 2Noy)“* If) OStsu. 


Consider the function 
t fe) 
(8.3) a(t) = { U(t)g(u) du — f U(t) h(u) du; 
0 i 


The integrals exist on account of the measurability of g(t), h(t) and (8.1), (8.2), 
as well as of the fact that f ¢ L’4(X); x(t) is a solution of (1.1), as may be 
verified directly. By (8.1), (8.2) we have, for every ¢ € J, 


t co 
|x(é)| s 2 0 ‘(No f If (u)| du+ ae | \f(u)| du) < 2 y5*|f/[,max{No, No-*}, 


whence x ¢ L”(X). Since f was an arbitrary element of L’(X), (L', L®) is 
admissible. 

2. If Xo has finite co-dimension with respect to Y, Lemma 4.6 states that 
Xoo induces a dichotomy; we may therefore change the notation and assume 
from the first that Y = Xy,. For any f ¢ L}(X) and z(t) as defined by (8.3) 
we then have 


lzOl < f X10, (u)|| U (t) g(u)| du + 2(NG 9) Lf Utw)| du. 


Now lim f{ |\f(u)|| dw =0; as for the first integral, the integrand is bounded, 


to t 
on account of (8.1), by 2N, yg"||/(u)||, which is independent of ¢ and integrable 
on J; on the other hand, for fixed wu, y(t) = U (t) g(u) is a solution of (1.2) with 
y(0) = g(u) < ¥ = Xoo; therefore lim Yio, 4(u)|U(¢) g(u)| = lim |y(t)| = 0. 
t-—+ co t+ 2 


By Lebesgue’s theorem, lim ||x(¢)| = 0,ie., 2¢L3°(X); thus (Li, L>) is 
t—> co 


admissible. 
3. Assume now that Y = {0} (whence, by Lemma 4.5, Xo.= {0}). Let 
f € 14(X) be given; for any u = 0 the function U (t) U-!(u) f(u) is a solution 

















ee 
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of (1.2); by (Dii,) we have, for all u >t = 0, |U(t)U-*f(u)| < Ng-*\f(u)}. 
Consider the function 


(8.4) x(t) = — f U(t) U-*(w) f(u) du; 
t 


the integral converges since the integrand is bounded by N4~-'|//(u)| and 

f €L4(X); x(t) is a solution of (1.1), as is verified directly; and | z(t)! < 

< No" f \f(u)|du+0 as t+o, so that x¢LF(X). Hence (L’,L>) is 
é 

admissible. 

Example 8.1. The condition that X,, have finite co-dimension with respect 
to Y cannot be entirely omitted in the second part of the statement of Theo- 
rem 8.3. Consider Example I. 5.6, in which X is separable real Hilbert space, 
and X (which has the closed complement {0}) induces a dichotomy; however, 
Xoo= {0} does not induce a dichotomy (Example 4.2). Let B be any Banach 
space in 7 [in 7°]; we shall show that (B, L>) is not admissible. There exist 
a function y ¢€ B and a positive integer k such that y = 0, y(t) = 0 fort = k, 


\ 


k 
and lvls = 1; we set A=f yl dt > 0. Since B is a Banach space, 
0 
g= Sm (m+ 1) Tip eB and [gle < lyfe > m-'(m + 1)-'= 1. Also, 
1 1 


Cs) (m+ 1k 
fpdt= Sm (m+1)" f Thzyp(t) dt =A, so that gp ¢ L’. 
J 1 mk 


We set f = {f,}, where f,= n-1y, n=1,2,..., so that |\f| = (2/6) and 
f € B(X) [€ B[X]]. Every solution y(¢) of (1.1) is given, according to I (2.5), by 


t 
1+ (n—l)e~! ,(u)d 
p= PDE (ys f thes] 
0 


f t 
Pi eon P(ujdu " 
= ae w+ f 3%et--) n=1,2,.... 
0 


Now 1 < 1 + (n — l)e~“< n, so that we have, considering that g ¢ L’, 








ae __ vies __\,, .. 
Tim yq() =m (io + [ 4 a)" & Det 
0 
If we had y ¢ L>°(X), this limit must be 0, whence 
7 p(ujdu 
y, (0) a * [x (n— lje-* . 
0 


Now u = logn implies 1 + (n — l1)e~“< 2, whence we ought to have 


oo (m+ 1)k 
1 1 ned 
lyn (0)| = > | plu)duzs a / g(u) du 
-m= (1+ k-*logn) 
log mk 
= za bs m-1(m + 1)-1 = 5 Af + k-* logn)-? ; 


m = (1+ k-'logn] 
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but this would imply || y(0)|?= ¥ y2(0) = < 2? SY (1 + k'logn}-?= oo, which 
I I 


is absurd. 

Remark 1. The pair (L’, L>) in Theorem 8.3 cannot be replaced by any 
7 -pair which is not weaker unless there exists an exponential dichotomy, as 
will follow from Theorem 9.1; in particular, therefore it cannot be thus replaced 
for A = 0, since then both X and {0} induce dichotomies but there is no 
exponential dichotomy; it is easy to treat this case directly. 

Remark 2. For the role played in Theorem 8.3 by condition (Diii) in the 
assumption, see Example 9.2. 

Corollary 8.1. If there exists a subspace Y of X which induces a dichotomy, 
and if Xq is closed, then X, also induces a dichotomy. 

Proof. Theorems 8.3 and 8.1. 

Remark. Condition (Di) for the dichotomy induced by X, can be proved 
directly, using Theorem 2.1; condition (Dii) is trivial, since Y Cc Xp. 

Example 8.2. The existence of a dichotomy does not imply that X, is 
closed ; in Example I. 4.2 every solution x(t) of (1.2) has | x(t)|| non-decreasing, 
so that {0} (which has the closed complement X) induces a dichotomy, yet X, 
is not closed. 

Corollary 8.2. Jf X, is closed, a necessary and sufficient condition that there 
exist a dichotomy is that (L’, L™) be admissible; if moreover Xo. has finite co- 
dimension with respect to Xq, a necessary and sufficient condition is that (L*, L>) 
be admissible. 

Proof. Theorems 8.1 and 8.3. 


Corollary 8.4. Assume that A ¢ M(X), that some 7 -pair (B,D) is admissible 
and that Xoy is closed. Then (11, L™) is also admissible; if, moreover, D is 
not weaker than L®, or if Xoo has finite co-dimension with respect to X,= Xop 
(Lemma 4.5), then (L’, L¢?) is also admissible. 

Proof. Theorems 8.2 and 8.3 and Lemma 4.5. 


9. The case of exponential dichotomy 


We begin by establishing sufficient conditions for an exponential dichotomy, 
which will constitute a generalization of Theorem [. 5.3. 

Theorem 9.1. Assume that the 7 -pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) 
and is not weaker than (L1, L>), and that Xoy is closed. Assume further that 
there exists a subspace Y of X which induces a dichotomy. Then Xyy induces an 
exponential dichotomy. 

Proof. We shall consider only the case in which Xo p + {0}. On account of 
the assumptions, Theorem 6.2 is applicable. Let z(t) be any non-trivial solution 
of (1.2): if z(0) « Y, (Di) implies that x(t) is bounded, hence cannot satisfy 
(6.7) for any A, y, so that x(0) € Xgp, whence YC Xp; if x(0) <’ Y, Lemma 
4.1, (Dii’), or (Dii,), implies that 2(¢) is bounded away from 0, hence cannot 
satisfy (6.5) for any A, so that (0) <’ Xgp, whence XypnC Y. We conclude that 
Y = Xgp, so that Xp induces a dichotomy. Let y, 0 < y < 1, be such that 











fo 


fi 
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(Di), (Dii), (Diii) are satisfied for Y = X, with certain constants Ny, N45, yo. 
In particular, condition (Eiii) = (Diii) is satisfied. 

Let x(t) be any solution of (1.2) with (0) € Xy». By Theorem 6.2, (i), and 
(Di) we have, for any ¢, => 0,¢ = 4+ 1, 


t to+1 
lx()| < No f la(u)| du < NyM(lje"¢-"—9 fF fx(u)| du < 
t-—1 ty 
< eN3M (I)e-"'-") | 2(t)| ; 


for O<t)<tSt)+1, (Di) implies |x(t)| < Nol x(t) < e’Ngen"'-" | x(t). 
Thus (Ei) is satisfied with N = e”N?_M (1) (since obviously N, = 1, M(1) = 1). 

Let x(t) be any solution of (1.2) with 2(0)¢’ Xgp, y[Xop, x(0)] = y. 
By Theorem 6.2, (ii), and (Dii) we have, for any t, > 0,¢ — t)+- 1, 


t te+1 
jx] = No fs lx(u)| du > NOM'(, ye U-&—-Y fF |x(u)| duz 
t-—1 t 


= eK NEM (1, pe” OV" x(t) 5 


for 0< t,<t<t,+1, (Dii) implies | x(t) => No2x(t,) => e-” © Noe” & ¢- | x(t,)I. 
Thus (Eii) is satisfied with »’ = »’(y) and N’=e-" N¢?.M' (1, y) (since obviously 
No = 1,M' (1, y) S 2D). 

Corollary 9.1. Assume that the 7 -pair (B,D) is admissible with respect to 
(1.1) and is stronger than (O,L1,L™) for some t = 0, and not weaker than 
(L?, L>); and that Xoy is closed. Then Xoy induces an exponential dichotomy. 

Proof. Theorems 8.1 and 9.1. 

Theorem 9.2. Assume that A ¢ M(X), that the 7 -pair (B,D) is admissible 
with respect to (1.1) and not weaker than (L', L>), and that Xoy is closed. Then 
Xop induces an exponential dichotomy. 

Proof. Theorems 8.2 and 9.1. 

Remark. The condition “(B, D) is not weaker than (L', L>)” on the ad- 
missible 7 -pairs in Theorems 9.1 and 9.2 and Corollary 9.1 cannot be relaxed 
in general: see Example 7.4 or simply consider the case A = 0. 

As for the condition “(B, D) stronger than some (9, L‘, L®)” in Corollary 
9.1, Examples 7.1, 7.2, 7.3 show that if it is omitted there need not even be a 
dichotomy, let alone an exponential dichotomy (cf. Remark after Theorem 8.1). 

We next consider necessary conditions for an exponential dichotomy, 
i.e., improvements on Theorem I. 5.4 (and, incidentally, on Theorem I. 5.8). 
We begin with three lemmas related to Lemma I. 3.1. 

Lemma 9.1. For any v > 0, a function p € L belongs to L' if and only if 

t 


@’ (t) = [ e-**-)|p(u)| du belongs to T; and if and only if D’'(t) 
0 y 


= f e-*™-9|@(u)| du exists and belongs to T. 
t 


Math. Ann. 139 23 








336 J. L. Massera and J. J. SCHAFFER: 


Proof. Assume gy ¢€L); for every n=0, 1,... we have sup @'(t)< 
nstsn+1 


< z e-"8-s-1) j lola, whence ®' ¢€ T (proof of Lemma F. 4.6) and 


i7=0 


|O'lr = y z. 7-5-0 ii ‘\o(w)| dw 


~E( ere wv f lplw)| du = (er 1)-"IJgh. 


j=0 \n=j 


Conversely, if ®’¢'T, ‘j ‘\p(u)idu < < vi re “\p(u)|\du< e'D' (n+ 1) < 


<e sup @'(t); hanes g «Land, er the proof of Lemma F. 4.6, Ma 
n s'ae +1 
<e x sup '(t) < 2e"|%'y. 
0 nstsn+l 
The proof for ®”’ is entirely similar. 


In Example F. 4.1, M, was defined as the subspace of M which consists of 
t+1 
all those g¢ M such that lim { |p(u)| du = 0; it was shown that M,¢.7*. 


tot 
Lemma 9.2. For any v > 0, a function  € L belongs to M, if and only if 
D' (®’’ |, as defined in Lemma 9.1, belongs to Le. 
Proof. Assume: g € My. For given ¢ > 0 we choose f, => 0 so large that 


t+1 
f lp(u)|duse for all (>t. Set = ZioudP> F2= AtyolP; then 


t 
®' =D, + OD, where Dj (t) = f e~*“- |p,(u)| du, i=1,2. Now 9, ¢L, 
0 


hence ®; ¢ T (Lemma 9.1) and therefore ®; € L?, since T < Lf. On the other 
hand, p,¢ M, |p.|y < ¢; by Lemma I. 3.1, ®3 ¢ L® and |]... <= (1 — e~*)-"e. 
Hence lim sup ®’(t) < 0 + (1 — e-*)~'e; since ¢ was arbitrary we conclude 


t—>oo 


that ®’¢ L>. 
t+1 
Conversely, from the proof of Lemma I. 3.1 we have { |g(u)| du < 
é 


<= e’P' (t + 1); therefore ®’¢ L} implies gm € My. 

The proof for ®” is entirely similar. 

We recall that, if F, @ are Banach spaces in 7 *, then F \ @ and F V & 
are Banach spaces in 7 * (Theorems F. 2.1, F. 4.2), where F A G is algebra- 
ically the intersection of F and @, with the norm |¢]p,g= max{|¢|r, |¢]a}; 
and FV @ is algebraically the sum F + G, with the norm |9|pyg 
= inf {|p:)e+ [pala: iF. 26 @, git P2= ¢}- 

Lemma 9.3. Let B ¢ 7 * be locally closed. For any v > 0 and every p < BV LA 
|p € (BV L!) A My], ® and ©", as defined in Lemma 9.1, exist and belong to 
BAL” [BALS), and |®'|psrm, |O'lpato = A()|olave (Pearce, 
|’ leane a ee where H(») is a positive constant which depends 
on B mo » alone. 
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Proof. We shall carry out the proof for ®’, the argument for ®’’ being 
entirely similar. Since B is in 7 * and locally closed, B is stronger than M 
(Corollary F. 4.4) and weaker than T (Corollary F. 4.9); there exist positive 
constants f,, B,, such that 6,T =< B < 6,M. Let »>0 and mc BV L' be 
given. For an arbitrarily chosen ¢ > 0, there exist p, ¢ B, g,¢ L’, in such a way 
that g,+ Ya l¢:le+ leh = elaviert+ © We may write D’= D, + D;, 


where ®; = { e~*-“|,(u)| du, i=1,2. By Lemma 9.1, 0, ¢€T, hence 
0 


®; «BA L®; and, since T < L®, [®5|g,y0 S (max{Az!, 1})e**(e”— 1)-" | gh,. 
By Lemma 1.3.1, 0, €L”, with |®j].. < (1—e-")-"|g,|m = B2(1—e-")-" |oalp. 
We next prove that Dj ¢ B. 

Let B’ be the associate space of B (F, Section 4.5). For any py ¢ B’ we 
have, using Fubini’s theorem, 


fos) 


oo t 
J Pj (t)|p(t)| dt = J |p(t)| dt f e~" C- 4) |p, (u)| du 


I 


oo t co oo 
J lp(t)| de J e~”* |g, (t — v)| dv = J e-r*du f |p(t)| |Teq,| dts 


WA 


f e~**|y|p [7s glade = >|, lo lle - 


Therefore ®; ¢ B’; but, since B is locally closed, B = B’’ (Theorem F. 4.18). 
Hence ; ¢ B, as claimed; also, |®j|p = |®i|_- = »~*|aIp- 

We conclude that [®j]g,,0 < (max {f,(1 — e-’)-", »-"})|@]g, which, 
taken together with the above bound for the norm of 3, gives |D'|g,,0 < 
< (max {Ay*e**"(e”— 1)-1, e®*(e"— 1)-1, Bae”(e”— 1)-*, »-) ([g|avar + 2); since 
this holds for all ¢ > 0, the statement concerning g ¢ B V L/ is proved, with 
H (v) equal to the maximum in the last formula. 

Assume now that @ ¢ (B V L’) A M,. Since g € B V L’, the first part of the 
proof shows that ®’< B \ L®; but also m € My, and by Lemma 9.2 we have 
’ ¢ L>. Using the first part of the proof we have 


|P'Iparc= |P'|p.r© S A(») eleven = A(r)|olaviyam, » 


and the proof of the lemma is complete. 

Theorem 9.3. If there exists a subspace Y of X which induces an exponential 
dichotomy, the following 7 -pairs are admissible: (1): (B V L', B A L™), for any 
locally closed B ¢ 7 * — in particular, (M, L™) and (L’,T); ((2): (BV L’4) A 
A M,, B A L>) for any locally closed B ¢ 7 * — in particular, (My, L>°); (3) any 
T -pair weaker than some J -pair in (1) or (2). 

Proof. We shall carry out the proof for a pair (BV L',B/AL®), the 
argument for the other case being exactly the same. 

We shall assume for the time being that Y + {0}. Let y, 0< y <1, be 
such that (Ei), (Eii), (Eiii) hold for appropriate », »’, N, N’, y. 

Let f ¢ (B V L*) (X) be given. We define g, h as in the proof of Theorem 8.3; 
by the argument of that proof, and using (Ei), (Eii) instead of (Di), (Dii), we 
23* 
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obtain, instead of (8.1), (8.2), 


lA 


(9.1) [UW g(w < 2N yore" | f(w)] O<usi 
(9.2) | U(0) A(w)] < 2(N’ yo)-te-* I f(w) Ost<u. 


We consider the solution of (1.1) given by (8.3); the integrals exist on 
account of the measurability of g, h, and (9.1), (9.2), as well as Lemma I. 3.1 
and the fact that / ¢ M(X). For every ¢ € J we find 


t oo 
ja(t)| = 264m f e-°™-9] f(u)| du + N’-? f e-* @-9}f(u)] au 
0 i 

By Lemma 9.3, we have x ¢ (B A L®) (X). Since f € (B V L’) (X) was arbitrary, 
the 7 -pair (B V L’, B A L™) is admissible. 

If Y = {0} and f ¢ (B V L’) (X) is given, we argue as in the proof of Theo- 
rem 8.3: by (Eiiy), | U(t)U-*(u) f(u)| < N’—e-” “-9|f(u)| for allu => t > 0. 
We consider the solution 2(¢) of (1.1) given by (8.4); the integral again exists 


and = |x(t)| < N’-! f e-*™-%\f(u)| du, whence, by Lemma 9.3, 


i 
x € (BA L®) (X). It follows again that (B V L’, B A L”) is admissible. 

Example 9.1. The 7-pairs (M, L™), (L’,T) in Theorem 9.3 cannot in 
general be replaced by any stronger but not equivalent .7 -pair; for, consider 
the scalar equation # + x = f(t) as equation (1.1). The general solution of (1.2) 
is a(t) = x(0)e-*, so that X induces an exponential dichotomy. For any 
admissible .7 -pair (B, D) and any f € B, all solutions of (1.1) are in D, since all 
solutions of (1.2) are (Lemma 4.4). If (B, D) is stronger than (M, L™), B must 
be norm-equivalent to M, since it is weaker, but also necessarily stronger 
(Corollary F.4.4 [Theorem F. 6.3]). D is stronger than L”; for f= 7,¢ M, 
a solution of (1.1) is x= y,; hence 7,¢ D, so that D is also weaker than L®, 
hence norm-equivalent to it. Thus (B, D) is equivalent to (M, L~). 

If now (B,D) is stronger than (L’,T), D is norm-equivalent to T, being 
stronger, but also necessarily weaker (Remark 3 in Section 3). B is weaker 
than L!; let @ © B be arbitrary; a solution of (1.1) for f= |g| «B is x(t) 


t 
f e-¢-“|@(u)| du; since this must be in T, Lemma 9.1 implies @ ¢ L’; 


0 
by Corollary F. 2.1, B is stronger than L’, hence norm-equivalent to it. Thus 
(B, D) is equivalent to (L’, T). 

Example 9.2. If A « M(X), conditions (Ei), (Eii) imply (Eiii) (Lemma. 5.4), 
hence the existence of an exponential dichotomy, and are therefore sufficient 
for the validity of Theorem 9.3. On the other hand, consider Example I. 5.5: 
X, is the z-axis; if we take X, as described in that example, conditions 
(Ei) = (Ei*) and (Eii*) of Lemma 4.2 are satisfied, with y = 1, »’' = 1, N = 1, 
N’*= 1. We shall show that, for y = 2 — /2 = 2sinz/8 < 1, (Eii) is also 
satisfied (it would be easier to prove it for y= 2, but this is > 1). Consider 
a solution (x(t), y(t)) of (1.2) with y[Xo, (#(0), y(0))] = y2 — 2 ; this implies 
|x(0)| < |y()). 
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For all ¢ > 0 we have: 
|y(O)| = |y(O)| (1 — e-**) + |x(O)je-** = |y(0) (1 — e-**) + x(O)e~**| 
= |x(t)| e-# = |y(0)] (1 — e-*) — |x(0)| e-** > |y(0)| (1 — 2e-*4); 
|y(0)| = |y(@®| = |y(@je* = |y(0)| e-*. 


Therefore, 


\y(O)| y2 = [(xUe), y(e))] e-* = |y(O)| (1 — e-*42+ e- 2H” 
= |y(0)| (1 — 3e-2#+ 4e-4tyi/2 > \y (0)| \7 /4 


(the norm is the euclidean norm) and therefore, for any t = t, = 0, 


I(20, yO) = arg eM 1Celle), ytd) 

so that (Eii) holds with »’=--1, N’ = //7/(4/2). However, for (/(t), g(é)) 
= (0, e~*/*) « T(R*) every solution of the inhomogeneous equation (1.1) is 
bounded below by an increasing exponential for sufficiently large ¢, hence does 
not belong to M(R?); therefore the 7-pair (T, M) is not admissible; by the 
argument at the end of Example 6.1, no 7-pair at all is admissible, let alone 
one of those mentioned in Theorem 9.3. 

Corollary 9.2. Assume that A « M(X), or that there is a subspace Y of X 
which induces a dichotomy. A necessary and sufficient condition for the existence 
of an exponential dichotomy is that some 7 -pair (B, 1) not weaker than (L’, L> 
be admissible and that Xo be closed. 

Proof. The necessity follows from Theorem 9.3 and Lemma 4.4 since, 
e.g., (M, L®) is not weaker than (I’, L5*) (because M is not stronger than L/); 
the sufficiency follows from Theorems 9.2 and 9.1, respectively. 

Corollary 9.3. Assume that the 7 -pair (B,D) is admissible with respect to 
(1.1) and not weaker than (L’, L>), and that Xo is closed; assume further that 
either A < M(X) or (B, D) is stronger than (9,11, LL”) for some t => 0. Then the 
following 7 -pairs are admissible: (1): (B V Ll’, B A L”) for any locally closed 
B« 7 *; (2): (BV L’) A My, BA L®) for any locally closed B « 7 *; (3): any 
J -pair weaker than some J -pair in (1) or (2). 

Proof. Theorem 9.2, Corollary 9.1 and Theorem 9.3. 


10. On the admissibility of 7 -pairs 


We discuss briefly in this final section the following question, which might 
already have been raised in connection with Example 7.3: Given a 7 -pair 
(B, D) with D weaker than T (Remark 3 in Section 3), does there always exist 
an equation (1.1) with respect to which this pair is admissible? The answer 
is no: we shall exhibit one 7-pair, namely (M, L>°), which is not admissible 
with respect to any equation (1.1); besides the .7 -pairs which are stronger than 
this there are others with the same property, but they are not conveniently 
described in terms of the individual spaces defined up to now and we have not 
found a necessary and sufficient condition for such .7 -pairs. A stronger result 





340 J. L. Massena and J. J. ScHAFFER: 


is given for the case in which A ¢ M(X). We shall also state a sufficient con- 
dition for a 7 -pair to be admissible for some equation (1.1). 

Theorem 10.1. If the 7 -pair (B,D) is admissible with respect to (1.1) for 
some A ¢ L(X), then (B, D) is not stronger than (M, L®); if, moreover, A ¢ M(X), 
then (B, D) is not stronger than (L™, L>>). 

Proof. For a given constant k > 0 and every n= 1,2,... we choose a 
number [,,, 0 < ,, < 1 so small that, if J,, = [n,n + 1,], then f{ |A(t)| dt < k, 


Jn 
n=1,2,... . (If A €M(X), we may choose k = |A]y and J,= 1). For some 
fixed z,¢€ X, ||x9|| = 1 and for U (¢) as usual, we set 
1,1 U (t) U-*(n + 1) a ¢¢eJ,,2=1,2,... 
f= * 
0 teJ~ U J, 


n+l, 
Thus, by I (2.3), ¢¢ J, implies |f(@)] < exp" f |A(u)] au) < Ize"; if 
A €M(X) and 1,, k “y ne as specified above, it follows that f ¢ L™(X). 
In the general case, 4 VO) dt= J Wo dt < e*, n=1,2,..., so that 


f < M(X). 
Let y(t) be any solution of (1.1) for this /. By I (2.5) we have, for every n, 


y(n + 1,) = U(n + 1,)U-*(n) y(n) + jf U(n + 1,)U-*(u) f(u) du 


= U(n + 1,) U-*(n) y(n) + 2% 
whence, using I (2.3), 


1 = |x| < |y(n + 1,)] + | y(m)] exp (J | A (u)| dn) < |y(n +1,)| + el y(n) - 


Since this holds for all n, y <’ L>’(X) and the theorem is proved. 

Theorem 10.2. Jf B¢ 7* is a Banach space not weaker than L', then 
(BV L1,T) (and every weaker 7 -pair) is admissible with respect to (1.1) for 
some A € L(X). 

Proof. We need only consider the real one-dimensional case X = R. We 
consider equation (1.1) with A(t) = — é (t)/E(t), where &(t) is defined as in 
Example 7.1 for the space B in question (since B ¢ 7 * is not weaker than L} 
it is not weaker than any 9,L/). It follows from the argument in Example 7.1 
that (B, T) is admissible. It remains to show that (L', T) is also admissible, 
since (B V L’, T) will then obviously be admissible too. 

From (7.7), e*&(t) = e/*&(t — d(@)) is a strictly decreasing function for 
t= 0 (since &(¢) is strictly decreasing for t > —6 and ¢ — d(t) is strictly 
increasing). Since the general solution of (1.2) is x(t) = x(0) &(é), X itself 
induces an exponential dichotomy with » = 1, N = 1; by Theorem 9.3, (L’, T) 
is admissible. 

Remark. lf B ¢ J [or ¢.7°} is not weaker than any 9, L’, it is stronger than 
some Banach space B, ¢ 7 * which is not weaker than L’, namely B,= +(1cB) 











% = 


-— ~—7 7 © oo 














Differential Equations and Functional Analysis. 1V 341 


if Be 7 (F, Section 4.3) [B,= L® if B¢ 7°]; the 7-pair (B,T) is hence 
covered by Theorem 10.2; a direct proof on the same lines as that of Theorem 
10.2 is simpler. 

Corollary 10.1. Every 7 -pair (B,D), where B, D are Orlicz spaces, is ad- 
missible with respect to (1.1) for some A ¢ L(X). 

Proof. By Theorem F. 5.2, every such pair is weaker than (L1 V L®, L’A L®), 
which is itself weaker than (L' V L®, T); Theorem 10.2 applies to the last 
T -pair. 

In connection with the results of Sections 5 to 9, the question may lastly 
be raised, whether the admissibility of a certain 7 -pair (B, D) with respect to 
an equation (1.1) might necessarily imply that X,, is closed. Example 8.2 
shows that the answer is negative for (L’, L®), since this pair is admissible by 
Theorem 8.3, but X, is not closed. An example covering a larger class of 7 -pairs 
is the foliowing: 

Example 10.1. Let X be the real separable Hilbert space of all square- 


oe) 1/2 
summable sequences x = {x,} of real numbers, with || (5 “) . Let 
1 
equation (1.2) be the system 


#,+ tanh(t—n)-2,=0 n=1,2,... 


so that A(t) is a diagonal matrix, || A (¢)|| = 1 for all ¢. 

The solution of each individual equation is 

cosh n 
2, (t) = a cosh(t—n) x, (0) a= Ii,2,... 

and these functions are in T, since |z,(¢)| < |z,,(0)|e~“-™ coshn. For every 
D ¢ 7 * which is weaker than T, X,p thus contains in particular all points 
with only finitely many non-zero components and is therefore dense in X. 

Consider, however, the solution x(t) starting from the point defined by 
x, (0) = n-!, n=1,2,...; we find, for lonst<n+1, |z(t)] = |x, (6) 
on ae teer > a + oo as too, so that x does not belong to 
M(X), let alone to D(X). Hence X5py+ X and Xyy cannot therefore be closed. 

However, consider the corresponding equation (1.1), namely 





#, + tanh (¢ — n)-2z,=f,(t) n=1,2,.... 


For any { = {f,} € M(X), a solution is y(t) = {y, (t)}, where 


t 
h(u — 
Yn (t) = etna In(u) du, n=1,2,.... 





Since || < |»| implies a < 2e~ (in|), we have 





fe-™HIp,(u)| du 


lyn (t)| < 2 <2 fm Aifa tu) du 














342 J. L.Massera and J. J. Scudrrer: Differential Equations and Functional Analysis. IV 


(which is meaningful by Lemma I. 3.1). Since the length of a curve in X is 
larger than or equal to the length of the chord, 


[) os) 2\ 1/2 oo 
iy = 2(5(, eA, (u)] au) <2 fe mAip(u)l du 


for all ¢ > 0. Lemma 9.3 now implies that (M, L™), (L*, T), (Mj), L>°), and all 
the other 7 -pairs mentioned in the statement of Theorem 9.3, are admissible. 
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Ein elementarer Beweis 
des kubischen Reziprozitatsgesetzes 


Von 
Wa ter Hasicnt in Saarbriicken 


Einleitung 


Mit seiner beriihmten Arbeit ,,Beweis des Reziprozitatssatzes fiir die 
kubischen Reste in der Theorie der aus dritten Wurzeln der Einheit zusammen- 
gesetzten komplexen Zahlen“, die im Jahre 1844 in Crelles Journal erschien, 
gab G. EtsensTEIn den Ansto8 zur ErschlieBung eines der gréBten Gebiete der 
algebraischen Zahlentheorie, namlich der Klassenkérpertheorie und der Theorie 
der allgemeinen Reziprozitatsgesetze in algebraischen Zahlkérpern. E1sEn- 
STEIN fand sein Reziprozitaétsgesetz durch eine genaue Analyse eines der 
klassischen GauBschen Beweise fiir das quadratische Reziprozitatsgesetz, 
namlich des Beweises, der auf der Summenformel fiir die zum quadratischen 
Restcharakter (=) gehérigen GauBschen Summen und auf Kongruenzrechnung 
im Kreiskérper P(¢), (¢ = primitive p-te Einheitswurzel) beruht [1]. Anstelle 
der rationalen Primzahlen treten beim kubischen Reziprozitatsgesetz die nicht 
in der Diskrimante 3 aufgeaenden Primzahlen des Kérpers P(y— 3); ahnlich 
wie beim quadratischen Reziprozitatsgesetz treten dazu Ergainzungssatze fiir 
die Einheiten und fiir die Diskriminantenteiler, die G. Eis—ENSTEIN in einem 
Nachtrag zu seiner obengenannten Arbeit behandelt hat [2]. 

Der oben zitierte Beweis mit GauBschen Summen ist bekanntlich nicht der 
elementarste unter den sieben verschiedenen Beweisen, die Gauss fiir das 
quadratische Reziprozitaétsgesetz gegeben hat. Diesen Platz nimmt vielmehr 
der aus jeder Einfiihrungsvorlesung in die Zahlentheorie bekannte Beweis ein, 
der auf dem GauBschen Lemma beruht. Das GauBsche Lemma kann folgender- 
maBen formuliert werden: 

Sei p eine rationale Primzahl +2 und a eine nicht durch p teilbare ganze 
rationale Zahl, ferner A die Strecke . 4 . Seien weiter z, bzw. z, die An- 
zahlen der ganzen Zahlen auf A, deren absolut kleinste Reste mod p positiv 
bzw. -negativ sind, und die auBerdem durch a teilbar sind, und sei s(a, p) 
= 0+2)+ 1+ 2,. Dann ist 
(1) (5) =e. 


Wir wollen hieraus, in Anlehnung an eine Idee von L. Reper {3}, das 
quadratische Reziprozitatsgesetz kurz herleiten. 
Math. Ann. 139 24 
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Sei namlich in (1) a = q eine zu 2p teilerfremde Primzahl; es ist zu be- 
weisen, daB 
1 


(2) 8(q, p)— 8(p.9) = G (P—1) (g—1) (mod 2) 
gilt. Hierzu setzen wir 
Z, = Anzahl ganzer Zahlen auf A mit absolut kleinstem Rest mod p vom 
Vorzeichen (—1)* (¢ = 0, 1), 


S(q, p) =90-Z)+1-Z,. 


Offenbar ist S(q, p) = i (p— 1) (¢—1), also S(q, p) — S(p, g).= 0. 
Andererseits ist 
1 
S(q, p)— 8g. p) = Li-(Z—2z)=— LY i-Dy, 
i=0 O<i,k <1 
wobei 
Z,, = Anzahl ganzer Zahlen auf A mit absolut kleinstem Rest mod p vom 
Vorzeichen (—1)* und absolut kleinstem Rest modg vom Vorzeichen 
(—1)}*. 
Durch Vertauschung der Rollen von p und q folgt also 
(S(q, p) — S(p, 9) — (s(¢. p) — (9,9) = SY G—b) 2 = 
Osiksl 
= 0+ (Zoq+ 23) + 1 + (Zo, + Zy0) (mod 2) . 
Nun ergibt sich durch Spiegelung der Strecke A am Punkt * , da dabei das 
Vorzeichen des absolut kleinsten Restes sowohl mod p als auch modq irgend- 
einer ganzen Zahl wechselt : 
Zoi1t+ Z,9= Anzahl ganzer Zahlen auf der vollen Strecke [0,qp] mit 
positivem absolut kleinstem Rest modp und negativem 
absolut kleinstem Rest modg, 


und diese Anzahl ist gleich + (p— 1) (q—1), da es zu je 2 Zahlen a, 6b mit 
(a, p) = 1 und (6,g) = 1 auf dem Intervall [0,qp] genau eine Lésung der 
simultanen Kongruenzen 

x =a (mod p) , 

x = b (mod q) 


gibt. Durch Einsetzen folgt daraus die Behauptung (2). 

In der vorliegenden Arbeit wird nun dieser Gedankengang zum Beweis des 
kubischen Reziprozitatsgesetzes beniitzt. Wir operieren im Bereich der ganzen 
Zahlen des Kérpers P(y— 3), die wir uns als Gitterpunkte eines reguliren 
Dreiecksgitters in der GauBschen Zahienebene vorstellen, und leiten in den 
Abschnitten 1—4 zunachst das Analogon zum GauBschen Lemma her (dieses 
findet sich ibrigens schon bei E1sENsTEIN [1], allerdings nur als Satz, den er 
nebenbei erwahnt und nicht weiter beniitzt). Es driickt das in 2. definierte 
kubische Restsymbol c(a, p) durch eine ganzzahlige Potenz der normierten 
primitiven dritten Einheitswurzel 9 aus; der Exponent s(a, p) wird dabei in 
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der Gestalt —1-z_,+0-+2,+1-z, angegeben, wobei die Gitterpunkt- 
anzahlen z,; in ahnlicher Weise wie oben beim GaufBschen Lemma fiir das 
Legendresymbol definiert sind (vgl. 4.). 

Ist nun speziell a = q eine zu 3 p teilerfremde Primzahl des Kérpers P (y—3), 
so wird das kubische Reziprozititsgesetz durch explizite Berechnung des 
Kongruenzwertes von 8(q, p) — 8(p, q) modulo 3 geliefert. Dazu ersetzen wir 
8(q, p) wie in dem oben angegebenen Beweis durch eine leichter zu hand- 
habende Summe S(q, p) und zeigen in 9., daB 


8(q, p) — 8(p, g) = S(q, p) — S(p, 9) (mod 3) 
gilt. 

Die dazwischen liegenden Abschnitte’5—8 sind der Bestimmung des 
Kongruenzwertes von S(q, p) — S(p, q) mod3 gewidmet. Da es sich dabei um 
die Bestimmung von Anzahlen von Punkten in Dreiecken der GauBschen 
Zahlenebene handelt, erweist es sich als zweckmaBig, einige elementare topolo- 
gische Begriffe einzufiihren (5., 6.) und sodann die in Frage stehenden Anzahlen 
durch ,,algebraische Anzahlen“ in ,,Dreiecksketten“ zu ersetzen (7.); in 8. 
wird dann die gewiinschte Formel fiir S(q, p) — S(p, q) hergeleitet. 

In Abschnitt 10. werden schlieBlich noch, ebenfalls auf geometrische Weise, 
die Ergainzungssaitze aus dem Gau8schen Lemma hergeleitet. 


1. Restklassen nach einer Primzahl im Kérper P(/—3) 


Sei P der Kérper der rationalen Zahlen und J der Ring der ganzen Zahlen 
im Koérper P (y—- 3), den wir hier als in den komplexen Zahlkérper eingebettet 
betrachten wollen. J besitzt die Ganzheitsbasis (1,0), wo g die normierte 


primitive dritte Einheitswurzel—+*!°  pedeutet; d.h. die Zahlen aus J, 

aufgefaBt als Punkte in der GauBschen Zahlenebene, bilden das von den 
—_- —- 

beiden Vektoren 0,1, 0,0 aufgespannte Gitter, das wir wieder mit J bezeichnen. 


Sei nun a = a, + a,0 (a,, a, ganzrational) eine Zahl aus J. Dann besitzt das 
Ideal Ja des Ringes I die Ganzheitsbasis 


a=4a,+ 4,0, 
a9 = 409 + 4,0 = —a,+ (a,—4,)Q. 
Ia ist also ein Teilgitter des Gitters J. Jede Zahl x ¢ I (diese Zahlen werden 


im folgenden auch einfach als ,,ganze Zahlen‘‘ bezeichnet) ist modJa genau 
einer ganzen Zahl r im Innern oder auf den Randstrecken 0a, 0 9a (exklusive 


Endpunkte a, ga) des von den Vektoren 0, a, Oo a in der GauBschen Zahlen- 
ebene aufgespannten ,,Fundamentalparallelogramms modJa‘‘ kongruent. Die 
Anzahl der Restklassen von J mod Ja ist demnach gleich der Anzahl der ganzen 
Zahlen in diesem Parallelogramm, d. h. gleich 


a, ee ae ee 
ZN a al7 aoa a 
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und dies ist gleich der Norm von a: 

N (a) = a@ = (a, + a0) (a, + 420°) = af —a,a,+ a§. 
Die Gesamtheit der oben konstruierten Zahlen r nennen wir das kleinste Rest- 
system mod Ja. 

Die Einheiten des Rings J sind die sechs Zahlen 9’ (j durchlauft die Rest- 
klassen der ganzen rationalen Zahlen modulo 6, wofiir wir auch schreiben 
»j mod 6“, da eine Verwechslung mit dem Kongruenzrechnen im Ringe J nicht 
zu befiirchten ist); dabei bedeutet 9 die normierte primitive sechste Einheits- 
wurzel 

~ 1468/3 

. . -- ° 
Zwei ganze Zahlen, die sich multiplikativ nur um eine Einheit voneinander 
unterscheiden, heiBen assoziiert, wofiir wir das Zeichen ~ verwenden. 

Im Ring J gilt bekanntlich der Satz von der eindeutigen Zerlegung in Prim- 
zahlen, und es gibt drei verschiedene Arten solcher Primzahlen: 

1. Unverzweigte Primzahlen 1. Grades p; das sind solche mit 


p*p, N(p)= rationale Primzahl P = 1 (mod6) . 
Zu jeder rationalen Primzahl P = 1 (mod6) gehéren bis auf Assoziierte genau 


zwei solche, p und p. 

2. Unverzweigte Primzahlen 2. Grades p; das sind solche mit 

p~P, P rationale Primzahl = —1 (mod3) ; 
fiir sie gilt also N(p) = P?. 

3. Der Diskriminantenteiler 1—o und seine Assoziierten 2 + 9, 1 + 20 
usw.; fiir diese sechs Primzahlen gilt N (p) = 3. 

In allen Fallen bilden die Restklassen mod Jp einen K6érper, und zwar das 
Galoisfeld Gy (,). Seine multiplikative Gruppe G* ist zyklisch von der Ordnung 
N(p) — 1 und wird durch das um den Rest 0 verminderte kleinste Restsystem 
mod J p reprasentiert; dieses heiBt das kleinste reduzierte Restsystem. 





2. Das kubische Restsymbol nach einer Primzahl p 


Von jetzt an sei p eine unverzweigte Primzahl aus P(y—3). Die Ordnung 
N(p)— 1 von G* ist dann durch 3 und mit Ausnahme des Falles p = 2 sogar 
durch 6 teilbar. 

Sei nun a € J, (a, p) = 1. Dann setzen wir 

N(p)—1 


(2.1) C(a, p) = Restklasse vona % modIJp. 

Es gilt im Kérper Gy,,): C(a, p)*= 1. Andererseits hat das Polynom X*— 1 
in Gy.) genau drei Wurzeln, und zwar die 3 untereinander verschiedenen Rest- 
klassen der Zahlen 1, 0, o0?. Deshalb enthalt die Restklasse C(a, p) genau eine 
dieser drei Zahlen; wir nennen sie c(a, p): 


(2.2) e(a, p) = o*») (s(a, p) mod 3) , 
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wo also s(a, p) eine mod3 eindeutig bestimmte ganze rationale Zahl bedeutet. 
c(a, p) heiBt das kubische Restsymbol von a nach p. Da G* zyklisch ist, so folgt 
genau wie fiir das Legendresymbol in der elementaren Zahlentheorie, daB 
c(a, p) dann und nur dann gleich | ist, wenn a mod / p dritte Potenz einer Zahl 
aus J ist. 

Aus der Definition von c(a, p) und C (a, p) liest man sofort folgende Eigen- 
schaften von c(a, p) ab: 

1. c(a, p) hangt nur von der Restklasse von a mod I p ab. 

2. c(a, p) hangt nur von der Klasse zu p Assoziierter ab: 


c(a,p)=c(a,p’) fir pxp’. 
3. c(a, p) ist eine multiplikative Funktion des ersten Arguments: 
c(ab, p) = c(a, p) - c(b, p) . 
4. ¢(—a, p) = c(a, p) . 
Fir p + 2 ist dies klar, da dann der Exponent J in (2.1) gerade ist; 
fiir p = 2 ist aber c(a, p) = a (mod2J) und a = —a (mod2/). 
5. Ubergang zu Konjugierten: 


c(@, p) = c(a, p) = c(a, p)-*. 


3. Absolut kleinstes Restsystem und Drittelsysteme 
Die sechs Mittelsenkrechten zwischen O und den 6 Assoziierten zu p (ge- 
deutet als Punkte in der GauBschen Zahlenebene) umschlieBen ein regulares 
Sechseck um den Nullpunkt. Seine Ecken sind die Punkte 





. 1— 2+ 
P3=—3*p, Py= 7 P 


sowie die Punkte Pj, P,, P_,, P_,, die aus ihnen durch Multiplikation mit 0 
bzw. o~! hervorgehen. Dabei wollen wir die drei Seiten P;, P, im folgenden zur 
Sechsecksflache dazurechnen, wenn von 
Punkten die Rede ist, die ,,im Sechseck“‘ 
liegen (siehe Fig. 1). Ob man die Eckpunkte 
dazurechnet oder nicht, ist dabei gleich- 
giiltig, da sie wegen (3, p) = 1 nicht zum 
Gitter IJ gehéren). Die Gesamtheit der 
Zahlen + 0 aus J, die in diesem Sechseck 
liegen, bilden wieder ein reduziertes Rest- 
system mod p, das absolut kleinste (redu- 
zierte) Restsystem; man sieht dies sofort 
durch Zerlegung des Fundamentalparallelo- 
gramms aus 1. in geeignete Dreiecke und 
Verschiebung dieser Dreiecke in das Sechs- Fig. 1 
eck, wie es in Fig. 1 angedeutet ist. 

Wir unterteilen nun die Sechsecksfliche in drei Teilgebiete A_,, Ag, A,. 
Dabei soll A, aus den beiden symmetrisch zum Nullpunkt gelegenen Drei- 
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ecken (O, Pj, Po), (O, P;, Ps) bestehen, wobei wir die Randstrecken 0 P;, OP, 
(exklusive 0) dazurechnen. Die Gebiete A,, A_, sollen daraus durch Multi- 


plikation mit 9 bzw. o~! (a. h. durch Drehung um + = um den Nullpunkt) 


hervorgehen. In Fig. 2a ist das Gebiet A, schraffiert, wobei die zu A, mit- 
zuzahlenden Randstrecken hervorgehoben sind. 

Die in den Gebieten A_,, Ay, A, liegenden Zahlen des absolut kleinsten Rest- 
systems sollen die Drittelsysteme heiBen und mit R_,, Ry, R, bezeichnet werden. 





Fig. 2b 


4. Das Gau8sche Lemma fiir c (a, p) 


Wir betrachten das System der Zahlen az, wo x das Drittelsystem R, 
durchlauft, und bezeichnen es mit a Ro. 

GauBsches Lemma. Ist z; (j = —1, 0,1) die Anzahl der Zahlen aus aR,, 
deren absolut kleinster Rest in R, liegt, so gilt 


(4.1) c(a, p) = @~ "tt . 


Beweis. Seien z,, x, zwei voneinander verschiedene Zahlen aus R, und 7, r, 
die absolut kleinsten Reste der Zahlen ax,, az,. Dann gilt fiir beliebiges ;: 


r, + 0'r,. 
Denn aus r,= 0’r, wiirde folgen 
ax, = ax, (mod Ip) , 
also 
m= Oa, (mod Ip) 
und daraus sogar 
= OX, 


da o’x, auch im absolut kleinsten Restsystem liegt. Da aber 0’ x, im Drittel- 
system R; liegt, ist diese Gleichung héchstens mit 7 = 0 (mod3) méglich und 
fiihrt auf x,= x,, was der Voraussetzung widerspricht. 

Bildet man deshalb zu jeder Zahl x € Ry den absolut kleinsten Rest r und 
zu diesem weiter, falls er zu R, gehdrt, die Zahl x’ = o~/r, so durchlaufen die 
x’ wieder genau das Drittelsystem Ry. Also ist 


IT ax=o-**+*%- JT z (modIp), 
zER, zeR, 
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woraus wegen J] x + 0 (mod/p) durch Kiirzen folgt 
zceR, F 
N(p)-1 


a & =9-*1th (modIp), q.e.d. 
Man sieht, daB der Beweis genau dem klassischen Beweis des GauBschen 
Lemmas fiir die ganzen rationalen Zahlen und die quadratischen Reste nach- 
gebildet ist. 
GemaB (2.2) setzen wir im folgenden fiir den im GauBschen Lemma auf- 
tretenden Exponenten 


(4.2) 8(a, p) = —2.,+%. 


Bemerkungen. 1. Im GauBschen Lemma kann man natiirlich das Zahlen- 
system aR, durch das System aRj ersetzen, wo Rj irgendein anderes Re- 
prasentantensystem fiir das Drittelsystem R, bedeutet. Zum Beispiel kénnen 
wir fir Rj diejenigen ganzen Zahlen +0 nehmen, die in dem von den beiden 
Vektoren OP, OP, aufgespannten Parallelogramm A liegen; dabei ist die 
Seite OP; sowie die gegeniiberliegende Seite zu A mitzuzahlen (siehe Fig. 2b). 

2. Ubt man auf die Gebiete A_,, Ao, A, 
die Translationen mit den Gittervektoren 
des Gitters Jp aus, so erhalt man eine 
Parkettierung der GauBschen Zahlenebene 
mit 3 Systemen von Parallelogrammen 
(siehe Fig. 2c, in der angegeben ist, welche 
Seiten jeweils zu einem Parallelogramm 
zuzuzahlen sind). Seien M, (j = —1, 0, 1) 
die Mengen der Punkte aus J, die jeweils 
einem dieser Systeme angehdren. J ist 
dann in die vier untereinander fremden 
Mengen Ip, M_,, My, M, zerlegt: 


(4.3) T= [pM MM, . 





M, besteht genau aus denjenigen Punkten 
von J, deren absolut kleinster Rest zu R, gehért. Folgende Symmetrieeigen- 
schaften sind sofort ersichtlich und leicht nachzurechnen: 

a) Die Mengen Ip, M_,, My, M, liegen zentralsymmetrisch zu jedem 


Gitterpunkt des Gitters J - - , 

b) Eine Drehung um den Winkel baz (k mod3) um irgendeinen Gitter- 
punkt des Gitters J-*5* p laBt Ip invariant und fahrt M, in M,,, iber 
(7, k mod3). 

5. Dreiecksketten in der Euklidischen Ebene und Uberdeckungszahl 


Wir werden im folgenden das Reziprozitatsgesetz fiir das kubische Rest- 
symbol aus dem GauBschen Lemma herleiten. Der Beweis wird sich durch die 


350 Watter Hasicut: 


Betrachtung der Anzahlen von Punkten gewisser Punktgitter in Dreiecken der 
GauBschen Zahlenebene ergeben. 

Dabei wird die Additivitat dieser Anzahlfunktionen beim Zusammensetzen 
von Dreiecken eine wesentliche Rolle spielen. Es liegt also aus beweistech- 
nischen Griinden genau wie bei der elementaren Inhaltslehre nahe, orientierte 
Dreiecke zu betrachten und die oben erwahnten Anzahlen gemaB dieser 
Orientierung mit einem Vorzeichen zu versehen. 

Gegeniiber der Inhaltslehre ist aber in unserem Fall noch eine weitere 
Komplikation gegeben, dadurch namlich, daB von den Gitterpunkten einige 
auch auf dem Rand oder sogar in einer Ecke des betrachteten Dreiecks liegen 
kénnen; auch diese Schwierigkeit laBt sich beheben, indem wir solche Punkte 
bei der Anzahlbildung nicht mit dem vollen Gewicht +1 oder —1, sondern 
nur mit einem bestimmten Bruchteil davon zahlen. 

Zur Definition dieser Anzahlfunktionen brauchen wir einige elementare 
topologische Begriffe in der Euklidischen Ebene £. 

Eine orientierte Strecke (A, B) ist der Inbegriff des geordneten Punkte- 
paares (A, B) und der Punktmenge A B (inklusive Randpunkte). Jedem 
ungeordneten Punktepaar A,B mit A+B entsprechen so genau zwei 
orientierte Strecken (A, B), (B, A); sie heiBen einander entgegengesetzt. Einem 
Punktepaar A, A hingegen entspricht nur eine Strecke (A, A); eine solche 
heiBt ausgeartet, ihre Punktmenge reduziert sich auf den Punkt A. 

Sei dann ©! die von den orientierten Strecken erzeugte freie Abelsche 
Gruppe, d. h. die Menge der formalen Summen 


(5.1) >» n,*t (n, ganzrational, + 0 nur fiir endlich viele r) , 


wo Tt alle orientierten Strecken durchlauft, wobei die Addition komponenten- 
weise erklart wird. Ist Q' die Untergruppe, die von den Elementen 
(A, B) + (B, A) und (A, A) erzeugt wird, so heiBt die Faktorgruppe ©|9%'= C 
die eindimensionale Kettengruppe, ihre Elementé die eindimensionalen Ketten 
oder kurz 1-Ketten. 

Man verwendet gewohnlich fiir die Restklasse einer Strecke t = (A, B) 
dasselbe Symbol rt oder (A, B). In diesem Sinne gelten dann also in C! die 
Identifikationen (A, B) = —(B, A) und (A, A) = 0. 

Um in analoger Weise zum Begriff des orientierten Dreiecks (A, B,C) zu 
gelangen, vereinigt man zuerst die drei geordneten Punktetripel (A, B, C), 
(B, C, A), (C, A, B) zu einer Klasse. Das orientierte Dreieck (A, B, C) ist dann 
der Inbegriff dieser Klasse und der Punktmenge des geometrischen Dreiecks 
(A, B,C) [d.h. der konvexen Hiille des Tripels (A, B, C)]. Zu jedem un- 
geordneten Punktetripel {A, B,C} aus paarweise verschiedenen Punkten 
gehéren so genau zwei orientierte Dreiecke (A, B,C), (B, A, C); sie heiBen 
wieder entgegengesetzt. Sind mindestens 2 Eckpunkte gleich, so heiBt das 
Dreieck (kombinatorisch) ausgeartet. 

Man kann jetzt analog wie oben die zweidimensionale Kettengruppe C? ein- 
fiihren ; ihre Elemente, die 2-Ketten, konnen als ganzzahlige Summen orientierter 
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Dreiecke aufgefaBt werden, wobei die Identifikationen (A, B, C) = —(R, A, C) 
und (A, A, B) = 0 gelten. 

Man definiert nun eine lineare Abbildung von C? in C', die Randoperation 2, 
indem man einem Dreieck (A, B,C) als Rand die 1-Kette (A, B) + (B,C) + (C,A) 
zuordnet und @ durch lineare Fortsetzung auf den formalen Dreieckssummen 
erklart. Da die so erklarte Abbildung mit den Identifikationen in C* vertraglich 
ist, ist sie eine Abbildung von C? in C’. 

Zwei 2-Ketten mifdemselben Rand heiBen randgleich ; z. B. gilt 


(5.2) (A,, P, Ag) + (Ag, P, As) + (As, P, Ay) = (Ag, Ag, A;) 


bei beliebiger Wahl der vier Eckpunkte (,, Viereckslemma‘, siehe Fig. 3). 
Wir wollen nun jedem Punkt P< Z und jeder 1-Kette £ 
eine Zahl u(P, 8) zuordnen. Dazu definieren wir zunachst fiir 
eine orientierte Strecke t= (A, B): 
Definition 5.1. Unter der Drehzahl von t = (A, B) beziig- 
lich P verstehen wir die Zahl 
at 
(5.3) u(P, t) = z 


-{(PA,PB) fir P¢ AB 
fir PcAB 





mit der Bestimmung des Winkels zwischen —z und + 2. 
Da nun fiir beliebige Punkte A, B und tr = (A, B), tr’ = (B, A): 


B(P, tv’) = —p(P, 1) 


gilt, so laBt sich diese Funktion bei gegebenem P durch lineare Fortsetzung 
auf der Kettengruppe C’ erklaren. 


Sei jetzt « eine 2-Kette und wieder J ein beliebiger Punkt von £. 
Definition 5.2. Unter der Uberdeckungszahl von « im Punkte P verstehen 
wir die Zahl 


(5.4) A(P, «) = w(P, da). 


Das fiir unsere Anwendung Wesentliche ist nun, daB man A(P, a) fiir ein 
orientiertes Dreieck o = (A, B, C) auch anders deuten kann, wie dies schon mit 
dem Wort ,,Uberdeckungszahl‘ zum Ausdruck gebracht ist. 

Wir ordnen namlich o ein Vorzeichen sgno zu durch 


sgno = sgn det (A B, AC) , 


Ist sgno = +1 (bzw. —1), so sagt man auch, o liege positiv (bzw. negativ) 
in E; ist sgno = 0, so sagt man, o liege ausgeartet in Z. Letzteres ist genau 
dann der Fall, wenn A, B, C in einer Geraden liegen. 

Satz 5.1. Fir einen Punkt P und ein orientiertes Dreieck o gilt 


(5.5) A(P, o) = xsgno. 
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Dabei ist der Gewichtsfaktor x bestimmt durch 


1, falls P innerer Punkt von |o| , 
0, falls P auBerhalb |o| , 


(5.6) *=)1 | falls P Rand., aber nicht Eckpunkt von |ol , 


£* , falls P Eckpunkt von |o| . 


Hierin bedeutet |o| die Punktmenge von o und gp den Betrag des Innenwinkels 
des Dreiecks o in der Ecke P (0 < pp < 2). 


Beweis. Der Beweis verlauft ganz im Rahmen der elementaren analytischen 
Geometrie. Ist ¢ = (A, B, C), so ist nach Definition 5.2: 


(5.7) A(P, 0) = w(P; (A, B)) + w(P; (B, C)) + u(P; (C, A). 


Wir schicken den Fall voraus, daB o ausgeartet in EZ liegt, also sgno = 0 ist. 
Die Behauptung (5.5) besagt dann, daB A(P, oc) immer verschwindet. Beweis: 
Liegt P auBerhalb der Geraden (A, B, C) (bzw., falls 

B C A= B=C, des PunktesA) (Fig. 4a), so ist 


(PA, PB) + &<(PB, PC) + x(PC, PA) =0 


Liegt aber P auf (A, B, C) (Fig. 4b), so wird u(P,r) =0 

auf den Seiten t von a, die P enthalten [vgl. (5:3)], 

wahrend fiir eine Seite, etwa (A, B), die P nicht ent- 

halt, < (PA, P B) = 0 wird. In beiden Fallen folgt also 

die Behauptung aus (5.7) und (5.3). 

ee nad Sei nun sgno + 0. Es geniigt dann, Satz 5.1 fiir 
den Fall sgno = + 1 zu beweisen, da man den Fall 

Fig. 4b sgno=—1 durch Ubergang zu —o sofort hierauf 
zurickfihren kann. 
Man hat dann (Fig. 5a) 
oy falls P innerhalb |o| , 
CEA. FR) + LES, OO) + TARO, PA)=| 0, falls P auBerhalb |o! . 


S DS 


Fig. 5a Fig. 5b Fig. 5c 





Liegt P etwa auf AB, aber P+A, P+ 8B (Fig. 5b), so wird nach 
(5.7) und (5.3): 


A(P, 0) = p(X (PB, PC) + x(PC, PA) =+ 
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da sich die beiden Winkel in der Klammer zu x erginzen. Ist schlieBlich P = A 
(Fig. 5c), so folgt ebenso 


AP, 0) = g- <(PB, PC)>0. 


Daraus ergibt sich in allen 4 Fallen unmittelbar die Behauptung von Satz 5.1. 


6. Die algebraische Anzahl von Punkten einer Punktmenge 
in einer Dreieckskette 


Sei jetzt M eine Punktmenge in Z, die sich im Endlichen nicht hauft (bei 
dem folgenden Beweis des Reziprozitaétsgesetzes wird es sich immer um Teil- 
mengen des Gitters J handeln). Dann definieren wir: 

Definition 6.1. Unter der algebraischen Anzahl von Punkten aus I in der 
2-Kette « verstehen wir die Zahl 


Z(M, a)= Y AP, a). 
PEM 


Wegen Satz 5.1 und der Voraussetzung tiber M ist die rechts stehende Summe 
endlich. Z(M, a) ist offenbar eine lineare Funktion auf der Kettengruppe C? 
(Additivitat) und héngt wegen Definition 5.2 nur vom Rand d« von « ab. Fiir ein 
einzelnes orientiertes Dreieck o ist das Vorzeichen von Z(M, a) gleich sgno 
(also Z(M,c) = 0 falls o ausgeartet in Z liegt), und |Z(M, c)| ist (falls o nicht 
ausgeartet in Z liegt), gleich der Anzahl der in |a| liegenden Punkte von M, wobei 
ein auf dem Rand, aber nicht in einer Ecke von |o| liegender Punkt nur mit 


dem Gewicht a und ein Eckpunkt nur mit ‘dem Gewicht x p (Pp = Be- 
trag des Innenwinkels von |o| bei P) mitgezahlt werden. 


Diese Anzahlfunktion und ihre soeben erwahnten Eigenschaften sind das 
einzige, was wir von den Abschnitten 5., 6. im folgenden brauchen. 


7. Eine vorbereitende Betrachtung zum Reziprozititsgesetz 


Wir kehren jetzt zur Zahlentheorie zuriick und kniipfen an das GauBsche 
Lemma (4.1) an. Wir setzen von nun an bis zu Abschnitt 10 voraus, daB nicht 
nur p, sondern auch a zur Diskriminante 3 teilerfremd ist (den Fall eines Dis- 
kriminantenteilers a behandeln wir in 10. gesondert). 

Es ist dann entweder a=1 (mod 2+) oder —a=1 (mod 2+ 9). Wir 
nehmen im folgenden an, es sei a = 1 (mod 2 + @) und ebenso p = 1 (mod 2 + 9) 
(auf Grund der Eigenschaften 2., 2), 4) des kubischen Restsymbols ist es leicht, 
sich nachtraglich von diesen ,,Normierungen“ zu befreien). 

Wir betrachten jetzt in der GauBschen Zahlenebene EF das Parallelogramm A 
mit den Eckpunkten ’ 


1— , 
zap, O=ap, P= 





(7.1) 0, P’= 


2+0 
— a 


P 
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(siehe Fig. 6, in der noch das Gitter Jp, und zwar im gleichen MaBstab wie in 
der Parkettierungsfigur 2c, eingezeichnet ist); dabei zihlen wir die Seiten 
OP’ ,O’ P zu Amit. Aentsteht aus dem Parallelogramm A von 4. (Bemerkung 1 )) 
durch Multiplikation mit der komple- 
xen Zahl a. Die im GauBschen Lemma 
definierten Zahlen z, (j = —1,0, 1) sind 
also die Anzahlen (im gewdéhnlichen 
Sinne) der Punkte der Teilmengen 
M,;(j = —1, 0,1) von I (vgl. 4., Bemer- 
kung 2)), die in A liegen und auBerdem 
durch a teilbar sind. 
Wir werden nun nicht direkt die 
Zahl s(a, p) = —z_,+ 2, untersuchen, 
Fig. 6 sondern zunachst eine andere S(a, p), 
die man wie vorhin erhalt, wenn man 
die Bedingung ,,auBerdem durch a teilbar“ fallen lat. Fiir diese leiten wir im 
nachsten Abschnitt eine Reziprozitatsformel her, die sich dann in 9. leicht auf 
8(a, p) ibertragen laBt und so das Reziprozitatsgesetz liefert. 
Sei also 





Z, = gewohnliche Anzahl der Punkte aus M, in A 


(7.2) (j= —1, 0, 1) 
und 
(7.3) S(a, p) = —Z_,+ Z,. 


Wir vollziehen zuerst den Ubergang zu algebraischen Anzahlen im Sinne von 
Definition 6.1. Dazu ersetzen wir das Parallelogramm A durch die 2-Kette 


(7.4) a= (0, P’, P)+ (0, P, P’) 
und bilden die Zahl 
(7.5) T (a, p) = —Z(M_,, a) + Z(M,, a). 


Wir rechnen jetzt die Differenz S(a, p) — T (a, p) aus. Dazu bemerken wir, daB 
die beiden Dreiecke von « positiv in E liegen, daB in A die Seiten OP’, O'P 
mitgezahlt wurden und daB die Ecken von A zu keiner der Mengen M, gehéren. 
Setzt man deshalb fiir eine beliebige Strecke AB: 


6,(A B) = gewohnliche Anzahl der Punkte aus M, auf 4B, 


so folgt unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft 4., a) (beziiglich des 
Mittelpunktes von a): 


Z;—Z(M;, a) = 4; (O P)—6,0P). 
Da aber die Strecke 0’ P aus der Strecke 0 P durch eine Drehung um den 
Punkt P um den Winkel = hervorgeht, so folgt aus der Symmetrieeigen- 
schaft b) von 4.: 


6,(0' P) = 0,_,(OP) (j mod3) . 
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Also wird 
S(a, p)— T (a, p) = —6_,(OP) + 6_,(OP) + 6,(0P) — 6,(0P) 


= 6_,(OP) + 6,(0P) + 6,(0P) (mod 3) . 
Setzt man schlieBlich 


6(OP) = gewéhnliche Anzahl der Punkte aus J auf OP , 
6,(OP) = gewohnliche Anzahl der Punkte aus J p auf OP 


so steht rechts wegen (4.3) die Anzahl 6(0P) — 6,(0 P), so daB 


(7.6) S(a, p) = T (a, p) + (0(0P) — 6,(OP)) (mod 3) 
wird. 

Wir untersuchen jetzt die nach (7.6) ganze rationale Zahl 7'(a, p) niher und 
fiihren zu diesem Zweck gema&B (7.5) fiir eine beliebige 2-Kette # die Ab- 
kiirzung 


(7.7) T(B) ed —Z(M_,, B) + Z(M,, B) 


ein. Nach 6. ist 7’ eine lineare Funktion auf der Kettengruppe C?, die auf rand- 
gleichen Ketten denselben Wert annimmt. 


Hilfssatz 7.1. Gehéren die Ecken eines orientierten Dreiecks o = (A, B, C) 
zum Gitter Ip, so gilt T(¢) = 0. 

Beweis. Man kann o eine bis auf zwei aus- 
geartet in EZ liegende Simplius randgleiche 
Kette o,+ 02+ 03+ 04+ 0, zuordnen, so daB 
die Ecken der o, wieder zu Jp gehéren und 
je zwei Seiten eines o,; den Grundvektoren 


>. op des Gitters Ip parallel sind (durch ge- 
eignete ,,Dreiecksunterteilung unter mehr- \ 
maliger Anwendung des Viereckslemmas (5.3), Fig. 78 
angedeutet in Fig. 7a). Es geniigt deshalb,den (4 .BC) randgleich 


“ . ° , . (DBC) +(A BF) +(AFD) + (AEC) +(ADB) 
Satz fiir ein derartiges Dreieck zu beweisen: 4+ :apr)+(eD0) 


—> — 
o = (A, B,C), A€¢ Ip, AB=mp, AC = 
= n-o:'p (m,n ganzrational). Ist nun o’ das at 


aus o durch Spiegelung am Mittelpunkt von _ hy, arrer ane, 





BC entstehende Dreieck, so ist aus Symme- 


triegriinden(4., Bemerkung 2), Eigenschaft a)) oe 
T (o’')= T (a), also 2T(¢)= T(o + 0’). Durch 
Unterteilung des Parallelogramms o + o’ in Fig. 7b 


m:n beziiglich Jp zum Fundamentalparal- 


lelogramm 2 = (0, p. 0,0 ?) hemologe Parallelogramme, fiir die alle 7 
denselben Wert hat (siehe Fig. 7b) ist deshalb die Behauptung auf 7'(x) = 0 
zuriickgefihrt ; dies ist aber sofort ersichtlich. 
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Wir fiihren nun auBer den Ecken O, P, 0’, P’ des Parallelogrammes « die 
vier weiteren Eckpunkte 











2 
A=*t2 @_1yp, 4’=ap—=Z* (a—1)p, 
oa 1— 
B45" (a—1)p, B=ap—~5* (a—1)p 


ein (siehe Fig. 8a). A und B sind 
zwei von den drei Gitterpunkten des 
Gitters Ip, die dem Punkte P am 
nachsten liegen; PB geht aus PA 
durch Drehung um 120°hervor. Eben- 





0 a so verhalten sich A’ und B’ zu P’. 
Wir betrachten nun die 2-Kette 
4! (7.8) a*=(O, B’, A) + (A, B’, B)+ 
oe" + (A’, B, B’) + (0', B, A’) + 
Fig. 8a 


+ cP, A, B) + + ag A’, B’) > 


deren Rand @«* in Fig. 8a hervorgehoben ist. Da die Ecken O, A, B, 0’, A’, B’ 
zum Gitter Jp gehéren, so ist 7'(a) auf den ersten vier Dreiecken der Summe 
(7.8) gleich Null, also gilt 


(7.9) T (a*) = T((P, A, B) + (P’, A’, B’)). 
Hilfssatz 7.2. Es gilt 
T((P, A, B) + (P’, A’, B’)) =—0,(0P) +1, 
wobei 
6,(0P) = gewohnliche Anzahl der Punkte aus Ja auf OP . 


Beweis. Die nicht zu J p gehorigen Punkte aus J in den Dreiecken (P, A, B), 
(P’, A’, B’) gehoren offenbar alle zu M,, mit Ausnahme der Punkte auf den 
beiden Randstrecken AP, A’P’ (exklusive A, A’), die zu M_, gehdren 
(vgl. dazu Fig. 2c). Aus Symmetriegriinden folgt also aus (7.7) zunachst 


T ((P, A, B) + (P’, A’, B’)) =—0(AP) +1. 


Nun ist aber aus der Definition der Punkte P und A sofort ersichtlich, daB die 
Ahnlichkeitstransformation mit dem Zentrum P und dem komplexen Faktor a 
das Gitter J in das Gitter Ja und die Strecke AP in die Strecke OP iiberfiihrt. 
Daraus folgt sofort die Behauptung. 

Aus (7.9) und dem Hilfssatz 7.2 folgt jetzt 


T (a, p) = T (a) = T(a—a*)—6,(OP) + 1; 
setzt man dies in (7.6) ein, so folgt 
(7.10) S(a, p) = T(a— a*) + 0* (mod 3) 


wo 6*= 0(0P) — 0,(OP) — 6,(OP) + 1 die Anzahl der weder durch a noch 
durch p teilbaren Zahlen von J auf der Strecke OP bedeutet. 





(7. 
(7. 


(si 
au 


rr 
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Wir betrachten jetzt die nach (7.10) ganze rationale Zahl 7 («a — a*). Aus 

(7.4) und (7.8) folgt, daB « — a* randgleich ist zu der Kette 

(7.11) B = (0, P’, B’)—(O’", P’, A’) + (O’, P, B)—(O, P, A) 


(siehe Fig. 8b, in der die vier Dreiecke von f schraffiert sind). Also ist zunachst 
aus Symmetriegriinden 


(7.12) T (a —a*) = T(p) = 
= 2(T(0', P, B)— T(O, P, A)). 
Da aber das Dreieck (O’, P, B) aus dem 0 
Dreieck (O, P, A) durch eine Drehung 
um P um den Winkel * hervorgeht, 


so folgt ganz analog wie oben bei der | ie 
Berechnung von S(a, p) — T (a, p): Fig. 8b 


(7.13)  1(0',P,B)—T(O, P,A)=—Z(M,,(O, P, A)) +Z(M_,,(O, P, A)) + 
+Z(Mp,(O, P,A))—Z(M,,(O, P,A)) . 


Da die Z(M;, (O, P, A)) offenbar halbganze rationale Zahlen sind (die Eck- 
punkte O, P, A gehéren nicht zu M,), so folgt aus (7.12), (7.13) und (4.3): 


(7.14) T (a—a*)=2[Z(M_,,(O, P, A) +Z(M,y, (O, P,A)) +Z(M,, (O, P,A))] 
=2(Z(I,(0, P,A))—Z(Ip,(O, P,A))] (mod3) . 
SchlieBlich fiihren wir noch die beiden Eckpunkte 





} =te a(p—1), pe 2 te gy 1) 
ein. Da nun die Ahnlichkeitstransformation mit dem Zentrum P und dem 
komplexen Faktor ; das Gitter Ip in das Gitter J, den Punkt O in den 
Punkt A und den Punkt A in den Punkt P* iiberfiihrt, so ist 
Z(Ip, (O, P, A)) = Z(1, (A, P, P*)) . 
Aus (7.10) und (7.14) ergibt sich damit fiir S(a, p) die Formel 
(7.15) S(a, p) = 2Z (I, (O, P, A) —(A, P, P*)) + 0* (mod 3) . 


8. Die Reziprozititseigenschaft von S(q, p) 
Seien jetzt g, p zwei zur Diskriminante und untereinander teilerfremde 
Primzahlen aus J, die den Normierungsbedingungen 
p=1(mod 2+), g=1(mod 2+ 9) 
geniigen. Dann gilt fiir S(g, p) die Formel (7.15) mit 


3 7 2+ z 2+ 
Pte gp, po= 2 te gp), 4 =F (gQ—1)p, 4 =F" g(p—1) 








P = 
und 





6* = Anzahl der zu qp teilerfremden Zahlen aus J auf OP . 
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Vertauscht man hierin die Rollen von q und p, so bleiben P, P* und die 
Anzahl §* invariant, waihrend sich A und A vertauschen. Also ergibt sich 


(8.1) S(q, p) — S(p, q) = 
= 2Z(I, (0, P, A)—(A, P, P*)—(O, P, A) + (A, P, P*)) (mod3). 

Nun ist aber (cf. 5.3): 

(O, P, A) + (A, P, P*) + (P*, P,O) randgleich (0, P*, A) , 

(0, P, A) + (A, P, P*) + (P*, P,O) randgleich (0, P*, A) , 
woraus durch Subtraktion folgt 
(0, P,A)—(A, P, P*)—(O, P,A)+ (A, P, P*) randgleich (0, P*,A)—(O, P*,A). 
Setzt man dies in (8.1) ein, so folgt 
(8.2). S(q, p)— S(p, q) = 2Z(1, (0, P*, A)) —2Z(I, (0, P*, A)) — (mod3). 


Der Kernpunkt dieser Uberlegung ist also, daB man durch die kreuzweise 
Zusammenfassung der in (8.1) auftretenden Dreiecke auf Gitterpunktanzahlen 
in Dreiecken mit ganzzahligen Eckpunkten 


+06, 2 2+ 
0," (qp—1), +? (q—1)p_ bzw. 3 e (p—1)q 








gefiihrt wird. Fiir diese kénnen aber die in Frage stehenden Gitterpunkt- 
anzahlen sofort angegeben werden. Zum Beispiel ist 


2Z(I, (O, P*, A)) = Z(I, y), 


wo y das von den Vektoren 





Senerey es re ~» 
2+ 2+ 
0,3" (p—1), 0,3" q—lp 





im Nullpunkt aufgespannte Parallelogramm (versehen mit der durch diese 
Reihenfolge der Vektoren gegebenen Orientierung) bedeutet; dies folgt sofort 
durch Spiegelung des Dreiecks am Mittelpunkt von 0 P*. 

Nun ist aber, wie unmittelbar zu sehen, Z(J, y) nichts anderes als das 
dlgebraische Volumen V dieses Parallelogramms, gemessen mit dem Volumen 


> — 
des von den Vektoren 0,1, 0,9 aufgespannten Fundamentalparallelogramms 
von J. In naheliegender Notation erhalt man fiir dieses Volumen nach be- 
kannten Rechenregeln: 


v (-3* @—1), = 32 —Dp) = 3 V(p—0), @— DP) 





s + (Vip, ap) — V(p, p) — V(1, gp) + V(I1, p)) 


1 
= (N(p) V(1,g)— Vil, gp) + V(1, p))- 
Ebenso findet man durch Vertauschung von p und q: 


v (732-0 ,7=5* 10g) =3 VA, »)— VA, pg) + V9). 
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Aus (8.2) folgt also durch Subtraktion der gewonnenen Ausdriicke 
S(q,p)— Sip, == + (N (p) — 1): V(1,g)—(N(q)—1) V(1, p)) — (mod). 
Setzt man schlieBlich 

P=Pit PeQ> IT=Ut G20 (Pr Pa Gi» Ye ganzrational) , 


so erhalt man die Reziprozitdtsformel fiir das Symbol S(q, p): 


1 |N(py—1p, 


(8.3) S(q, p)— S(p, 9) = 3° N(p)—lail * (mod 3) . 





9. Das Reziprozititsgesetz fiir das kubische Restsymbol 
Wir kehren jetzt zu dem im GauBschen Lemma auftretenden Exponenten 


+1 
$@ P= 2 5% 


zurick, Hierin war z, die (gewdhnliche) Anzahl von Zahlen aus IM, in dem 
Parallelogramm A mit den Ecken (7.1) (wo jetzt a = q zu setzen ist; dabei sind 
OP’, OP zu A mitzuzahlen), die auBerdem durch gq teilbar sind. 

S(q, p) war definiert als 


+1 ; 
Siq,p)= DL 1°%;, 


wobei die Z, wie die z,, aber unter Weglassung der Bedingung ,,durch gq teilbar‘, 
definiert waren. Also gilt 


en, + Zs. (j=—1,0,1), 


wo Z,, die Anzahl der ganzen Senden | in A’ bedeutet, deren absolut kleinster 
Rest mod p im Drittelsystem R, mod p und deren absolut kleinster Rest modg 
im Drittelsystem R, modg liegt. Daraus folgt 


+1 
S(q, Pp) = 8(q, p) + fas 


und durch Vertauschung von p und q 


S(p, a) = s(,0) + fy - ‘Zip 


also 
1 


oa 
(9.1) S(q, p) — (S(p, 9) = (8(q, p) — 8(p, 9)) . ~ (j — k) Z,, 


Sei nun fiir irgendeine beschrinkte Punktmenge B von EZ: 
Z;,(B) = Anzahl der ganzen Zahlen in B mit absolut kleinstem Rest mod p 
vo modgq in R, bzw. R,, 


U,,(B) = xy Zi+m,x(B) (Indices mod3) . 
k=-—1 


Math. Ann. 139 
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Offenbar ist dann 


+1 +1 
(9.2) » G—k)Za= LY m-U,,(A) (mod 3) . 
ik=-1 m=-—1 


Nun mdége A bei den Drehungen um den Punkt ate qp um den Winkel 


9 
re > (r =—1,0,1) in A® iibergehen. Da die Symmetriecigenschaft 4., 


Bemerkung 2),b) sowohl modp als modg gilt, gehen dabei die Drittel- 
systeme R, in R;,, und R, in R,,, tiber (Indices mod3). Also ist fiir jedes m: 


+1 
U,, (AM) . pay er _ U,,(A) (r _ —l, 0, 1) 
k=-1 


und deshalb 
(9.3) U,, (A) = ; U,(ACYXU AMU AM). 


Nun ist AC U A® VU A® ein Fundamentalbereich mod pq, d. h. die darin 
liegenden ganzen Zahlen bilden ein volles Restsystem modpgq: Da bei be- 
liebigen‘a, b aus J mit (a, p) = 1, (6, g) = 1 die simultanen Kongruenzen 

x=a(modp), x= b(modq) 
durch genau eine Zahl dieses Restsystems erfiillbar sind, so folgt, daB die 
9 Zahlen Z;,(AT U A® VU A®) alle gleich sind. Deshalb sind auch die 3 Zahlen 
U,, (A) U AM U A®) alle gleich; wegen (9.3) folgt, daB auch die U,,(A) alle 
gleich sind. Also verschwindet in (9.2) die rechte Seite; (9.1) wird deshalb zu 


S(q, p) — S(p, q) = 8(q, p) — 8(p. 9) (mod 3) . 


Setzt man dies in die Reziprozitatsformel (8.3) ein und geht auf die Defi- 
nition (2.2) des kubischen Restsymbols zuriick, so erhalt man das kubische 
Reziprozititsgesetz 

1 | N(p)—1-p| 


(9.4) c(q, p)* ¢(p,qy-*= 93 |N -1 w| 
(p = 1 (mod 2 + 9), = 1 (mod 2+ 9). 


10. Die Erginzungssitze 
Fir die Einheit 9 folgt aus (2.1), (2.2) unmittelbar der erste Ergdnzungssatz 


1 
(10.1) c(+e,p)=93 9”. 


Man kann deshalb das Reziprozitatsgesetz (9.4) auch in der Gestalt 


c(o-*-q, p)=c(o-™- p,q) (p,q= 1(mod 2+ 9)) 
schreiben. Tatsiachlich ist fiir jede Zahl a= 1 (mod 2+) aus J die Zahl 
a* = 9~*-a die eindeutig bestimmte Assoziierte von a mit der k:genschaft 
a*= 1 (mod3), wie man leicht nachrechnet. Das so erhaltene Reziprozitats- 
gesetz 


(10.2) c(q*, p) = c(p*, g) 
(p* ~ p, p*= 1 (mod3); g* ~ g, g*= 1 (mod3)) , 
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das nun offenbar ohne Normierungseinschrankung fiir p und q gilt, steckt 
natiirlich als Spezialfall in (9.4), da p¥, q¥ beide = 0 (mod 3) sind. 

Umgekehrt ergibt sich (9.4) aus (10.2) und aus dem ersten Erganzungs- 
satz (10.1). 

Der zweite Ergiinzungssatz. Sei nun q einer der 6 primen Diskriminanten- 
teiler. Da diese alle zu der Zahl 1 + 20 = iy3 assoziiert sind, geniigt es, fiir 
eine Primzahl p mit (p,3) = 1 das Symbol c(l + 29, p) auszurechnen. Da 
weiter unter den Assoziierten zu p genau eine, p*, die Eigenschaft p* = 1 (mod3) 
besitzt, kénnen wir uns von vornherecin auf den Fall beschrinken, daB 
p= 1(mod3) ist. Wir werden dann die im GauBschen Lemma (4.1) auf- 
tretenden Anzahlen z,; (j = —1,0,1) direkt untersuchen und s(1 + 20, p) 

—z_, + 2, ausrechnen. 
—> > 

Multiplizieren wir das schon frither benutzte, vonO P,, und OP, aufgespannte 
Parallelogramm A (siehe Fig. 2b) mit 1 4- 20, so geht es iiber in das Parallelo- 
gramm A mit den Ecken 


O, P’= op, P= op, O'=(1 + 20)p, 
wobei die Seiten OP’, P’O’ zu A mit- 
zuzaihlen sind. Sei weiter (siehe Fig. 9) 


der Mittelpunkt des Dreiecks (0, P”’, 
P’); wir bilden dann die Dreiecke 


A’=(0,Q, P’), A= (P",Q,0), 


die wir zunichst noch nicht als 2-Ket- , 
ten, sondern als Punktmengen auffassen a: (p=7+S@) 
und dabei folgende Seiten (ohne Eck- ° 

punkte) mitzahlen: Fig. 9 


0Qm A’, OP” und P’Q zw A”. 
Aus der Definition der Drittelsysteme (vgl. 3.) und aus Symmetriegriinden 
(vgl. 4., SchluB) ergibt sich dann sofort 
y4= 22(A’) > 2\= 22(A”) ’ 

wo 2(A’) bzw. z(A’’) die gewohnliche Anzahl der Zahlen des Gitters /-(1 | 29) 
in A’ baw. A” bedeutet (in Fig. 9 ist noch das Gitter J angedeutet und das 
Teilgitter J-(1 + 20) hervorgehoben). Wir erhalten also zunachst 
(10.3) 8(1 + 20, p) = 2(2(A’)—2(A”)) . 

Bevor wir nun zu algebraischen Gitterpunktanzahlen tibergehen, schalten 
wir zwei Bemerkungen ein. 

Bemerkung 1. Die Drehungen um den Punkt Q um den Winkel 0, os ; & 
lassen J invariant; von drei Punkten aus J, die durch diese Drehungen aus- 


25° 
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einander hervorgehen, gehért immer genau einer zu (1 + 20). Der Beweis ist 
unmittelbar und darf iibergangen werden. 

Bemerkung 2. Auf der Geraden durch O und O’ = (1 + 29)p gibt es auBer 
den ganzrationalen Vielfachen von (1 + 29)p keine weiteren Gitterpunkte 
des Gitters J als eventuell (namlich falls p rational) die ganzrationalen Viel- 
fachen von 1 + 29. 

Zum Beweis bemerke man, daB die Gerade aus J einen eingliedrigen ganz- 
zahligen Modul {ma} ausschneidet (a ¢ J, m durchlauft die ganzen rationalen 
Zahlen). Aus der Eindeutigkeit der Primzerlegung in J folgt dann sofort die 
Behauptung. 

Aus beiden Bemerkungen zusammen ergibt sich sofort, daB auf QP” und 
QP’ keine Punkte von J(1 + 2g) liegen [sonst erhielte man durch Drehung 
um Q einen Punkt auf 0Q, der zu J, aber nicht zu J(1 + 2) gehdrt]. Da weiter 
OP” bzw. OP’ aus 0Q durch Multiplikation mit den komplexen Faktoren 
1— @ bzw. 2 + @ hervorgehen, folgt aus Bemerkung 2), daB auf diesen drei 
Strecken gleich viele Gitterpunkte des 
Gitters J(1+ 20) liegen. Aus diesen 
Griinden darf man in (10.3) ohne weiteres 
zu algebraischen Anzahlen iibergehen: 


(10.4) s(1 + 20, p) = 2(z(a’)—z(«”)), 


wo jetzt rechts die algebraischen Anzahlen 
der durch 1 + 2¢ teilbaren Zahlen in den 
orientierten Dreiecken 


a’=(0,Q, P’), «’=(P”’, Q,0) 





stehen. 
Wir fiihren jetzt folgende neue Eck- 
Fig. 10 punkte ein (siehe Fig. 10): 
142 be it ton 
Qt=— 5 (p—1), 4=—F 2 (p— 0%), A"= 3-0), 








B’= o(p—1), B= 0(p—1). 


Wegen der zu Anfang getroffenen Normierung von p gehéren Q*, B’, B’ zum 
Gitter J(1 + 20); Q*, A’ und A” sind die dem Punkt Q am nichsten liegenden 
Punkte-des Gitters J. 
Wir setzen ferner 
o=(0,9,Q*), o'=(P’,Q,4’), o’=(P",Q, A”), 
t= (0, P’, B’), t’=(0, P”, B”) 


und bilden die beiden 2-Ketten 


B= a'—o+0'+7', 


p" = a’ + g~—¢"— rT’ 
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(in Fig. 10 sind die Rander von f’, 8” hervorgehoben). Da 1’, t’”’ aus o durch 
Multiplikation mit den komplexen Faktoren 2+ @ bzw. 1 — @ hervorgehen, 
ist dann 

z(t’) = z(t’) = Z(a), 


wo Z(a) die algebraische Anzahl der Punkte des vollen Gitters J in o bedeutet. 


Da weiter die Dreiecke o, o’’, o’ auseinander durch Drehungen um Q um die 


Winkel O, * , a hervorgehen, ist nach Bemerkung 1): 


Z(a) = z(a) + z(0’) + z(o"’). 


Daraus folgt 
z(p’) = z(a’) + 2z(0’) + z(o"’), 


2z(B’’) = z(a’’) ~2(0’) — 2z(0”), 
also, da die Ecken vono’; o”’ nicht zu I(1 + 20) gehéren: 


(10.5) 8(1 + 29, p) = 2(z(a’) — z(a”)) = 2(2(B’) — 2(B”)) (mod3) . 





Fig. lla 


Wir brauchen jetzt nur noch die Ketten #’, 8’ durch randgleiche Ketten 
zu ersetzen, um zum gewiinschten Resultat zu gelangen. Dazu setzen wir 


w’ = (A’, P’, B’) + (B’, Q@*, A’), y’ = (0, Q*, B’), 6’ = (Q*, Q, A’), 
a” = (B”, P . A”) + (A”, Q*, B’’) ; y"" = (B”, Q*, 0) : a’ on (A”, Q, (*) 
und haben dann (siehe Fig. 11a): 


w’+ y’+ 6’ randgleich pf’, w’’+ y+ 6” randgleich ~” . 
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Da nun Q* zum eke I(1 + 2@) gehért und y” aus y’ durch Drehung um Q* 
um den Winkel ~ 4 * hervorgeht, findet man sofort 


2(y’) = 2(y") ; 
da ferner 5’ und 6” nur den einen Punkt Q* des Gitters J(1 + 20) enthalten. 
hat man weiter 

' ” 1 
2(8’) = 2(8”) (=+5). 
Es wird deshalb 
2(B") — 2(B") = z(@’) —2(w"’) . 
Nun drehe man das Parallelogramm —w’’ um den Winkel = um den Punkt 
Q* und spiegele sodann am Mittelpunkt der Strecke B’Q*, wodurch —w”’ 
tibergeht in 
oO= (B’, P, 4) + (A, Q*, B’) 
~ mit 
A 1 + 20 





P= o(p—1)+1, A= (p—1)+1 


(siehe Fig. 11 b). Man hat dann offenbar z(—w"’) = z(@) 
und deshalb 
z(w’) — z(w"’) = z(w’ + @). 





SchlieBlich ist w’+ @ randgleich zu 
w + (P’, BY, P)—(A’, Q*, 4), 


wo w das Parallelogramm bedeutet, das im Punkte P’ von dem geordneten 
Vektorpaar 





P’,P = op, o(p—1)+1=1—e, 


> 
> 


(p—1) + o= (l1—e) 2S 








Pp a 1+ 
P’,A = OP, 3 f 
aufgespannt wird. Wegen z(P’, B’, P) = z(A’, Q*,-A) folgt 
_— —1 1 
z(w’+ @) = z(w) = v,?>*) =3 Ps 
(p = Pi + P20, Py, P, ganzrational) . 
Somit ergibt sich aus (10.5) 


1 
8(1 + 20, p) =—>° Pe (mod 3) 


und damit der zweite Ergiéinzungssatz 


1 
c(l+20,p)=0 3” (p = 1 (mod3)) , 
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oder fiir beliebiges p: 


|= 


c(1 + 20, p)=o7 ym (p* ~ p, p* = 1 (mod3)) . 
Insbesondere folgt hieraus 


c(3, p) = ¢(—3, p) = c((1 + 29)%, p) =o 3 ™ 


~~ 
. 
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The Algebra of Functions 
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Introduction 


In a recent article [7], K. MENGER has given a set of postulates designed 
to describe the algebraic behavior of ordinary functions under any one of the 
three operations: addition, multiplication or composition'). These postulates 
define a system which is a partially ordered semigroup with identity ; moreover, 
they relate the semigroup operation and the partial order relation in a manner 
which structures the system to a considerable extent. Thus while they are not 
(nor intended to be) categorical, they do provide a framework within which 
many of the properties of ordinary functions are definable or derivable’). 

The purpose of this paper is to develop systematically certain of the 
consequences of Menger’s postulates and to initiate the study of the theory 
that can be based on them. 

Our starting point is a set of four axioms which, taken together, are equi- 
valent to the first five (of six) axioms given by MENGER in [7]. From these we 
first deduce a number of simple consequences which form the groundwork for 
the subsequent development. Next we consider the question of invertibility. 
We define three types of generalized inverses and prove a number of theorems 
about them, culminating in a closure theorem (Theorem 18). Then we intro- 
duce one further axiom (equivalent to the sixth axiom of Menger) which 
guarantees that every element has an invertible subelement. The set of these 
subelements forms a closed, group-like subsystem. Lastly, we study idempotents, 
constants, subconstants and null elements. We show that the existence of 
non-trivial idempotents is connected with the existence of non-invertible 
elements; that constants are idempotent and form a one-sided ideal in the 
system; that subconstants form a two-sided ideal; and that a null element, 
if it exists, is unique and an annihilator. 

In order to illustrate the various concepts introduced, we shall, along with 
other models, often refer to three particular systems of functions which we 
denote by (F, +), (F, -) and (F, c). Here F is the set of all ordinary functions, 


1) These postulates apply as well to the composition of mappings of an arbitrary set 
into itself and to other operations, for example, the “circle” multiplication of operators of 
M. McKrernan, defined by: (A 0 B)f = g(Bf), where g = Af. 

*) The abstract algebra of functions under all three operations has been studied 
previously by MencerR, Miccram and others in [4] and [5] and by NOsaveEr in [8]. These 
studies do not include any partial orderings and so either encounter “domain-range” 
difficulties or restrict themselves to special classes of functions (e.g., polynomials). 
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i.e., mappings from the reals to the reals, and +, -, and c denote, respectively, 
the operations of addition, multiplication and composition (substitution). The 
set F is partially ordered by restriction — i.e., ordinary set inclusion — the 
functions being regarded as sets of ordered pairs of numbers. Moreover, in 
order to guarantee closure under each operation — so that, for example, the 
sum of two functions with disjoint domains is defined and in F — the set F 
contains the empty function ¢, i.e., the function that contains no pairs of 
numbers. 

Our paper is divided into several sections. However, axioms, theorems and 
definitions are numbered consecutively and, in the body of a proof, will fre- 
quently be referred to by letter and number; e.g., A2, D5, T17 denote 
respectively, Axiom 2, Definition 5 and Theorem 17. Similarly, corollaries are 
referred to either as C 2, denoting the (unique) corollary of T 2, or as C 6.2, 
denoting the second corollary of T 6. 


1. Axioms 


We shall study a system subject to the following axioms: 

Axiom 1: The system 7 is partially ordered by a relation ‘‘¢’’. 

Note that*) this is the case for (F, +), (F,-) and (F,c), where / ¢ g if 
and only if Dom/, the domain of /, is a subset of Domg, the domain of y, and 
f(x) = g(x) for every number z belonging to Dom/. 


Axiom 2: The system / is a semigroup with identity, i.e., it is closea under 
a binary associative operation, ‘‘o”’, and there is a (necessarily unique) element 
nin S such that, for any a in JF, 


@aon=-noa=a. 


The set F is a semigroup under each of the operations, +, -, c. In (F, +) 
the identity element is the constant function 0, i.e., the function whose value 
for every number z is the number 0; in (7, -), it is the constant function 1; 
and in (F,c), the identity function j, whose value for every number z is z. 
It is to be noted that the set A does not form a group under any of these 
operations. For, unless the domain of / is the entire real line, the most that 
can be hoped for is a function —/, or f-', or /*, such that f + (—/f) ¢ 0, or 
f-f-*¢ 1, or ff* C7, f*f © 74). Thus, for example, log + (—log) is the restriction 
of 0 to the set of all positive numbers, not 0 itself. 

Axiom 3: The partial order relation and semigroup operation are connected 
via: 

(a) Ifa ¢ b. then there exists an element n,¢ n such that a = b o n,. 

(b) Ifn,Cn, thena on,Caand n,oaCa. 

Let { Cg; then the restriction of the proper identity — that is of 0 for addi- 
tion, 1 for multiplication, and j for composition — which has the same domain 


*) This pattern of following an axiom, definition, or important theorem with an 
illustrative discussion will be repeated throughout. 

*) We follow the standard convention of denoting the operation of composition by 
juxtaposition. 
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as / serves as an n, (see Theorem 7). The element n, is generally not unique, 
since outside of Domg it may be an arbitrary restriction of n. It should also 
be noted that Axiom 3a is not symmetric. For addition and multiplication 
symmetry follows from the commutativity and therefore need not be postulated ; 
and for composition, the following example shows that a restriction j, of j 
such that / = j,g may not exist: Let r be defined by v(x) = |z| for every z, 
and let v, and j, be the restrictions of v and j, respectively, to positive x. Then 
v,¢ vand v, = vj,. But there is no j, © j such that v, = j,v. 
Axiom 4: For every a, there exist clements La and Ra such that): 


(a) Laca=a,a0Ra=a; 
(b) Liao b)c La, R(a ob) ¢ Rb; 
(c) If acCcn, then LaCa and Ra Ca. 


Both Lf and Rf are functions, which for 
addition (or multiplication) are identical and 
equal to the restriction of 0 (or 1) to Domf (cf. 
Theorem 2 and Corollary). For composition, Rf 
is the vertical projection of f on j (which is 
equivalent to the restriction of j to Dom/) and 
Lf is the horizontal projection of f on j; in 
general, Rf and Lf are not identical (see Fig. 1). 
Furthermore, for composition, /(L/) is the 
vertical projection of Lf on f and Rf(f) is the 
horizontal projection of Rf on f. Thus /(L/) cf 
and Rf(f) cf. However, equality may fail. For example, if L/m Rf is 
empty, then both f(Z/) and Rf(f) are also empty. 

The four axioms listed above are sufficient for Sections 2 and 3. An addi- 
tional axiom will be introduced in Section 4. 





Fig. 1 


2. First Theorems 


Theorem 1: If a ¢ b, then for any c,coaCcobandaoccCboe, that 
is to say, the operation “‘o”’ is bilaterally monotonic. 


Proof: (i) Thereisan n,¢ nsuch thata = b o ny. (A 3a) 
Therefore, coa=cobonccob. (A 2, A 3b) 
(ii) We have aoc=bonoe. 
Now, nmoee, (A 3b) 
whence, using (i), bonocCboe. 


Thus, aocCboe. 


5) The elements Ra and La play a role similar to that played by the right and left 
identities as defined in either Branpt’s theory of groupoids [1] or the E1menserc- 
MacLaveE theory of categories [3]. 
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Theorem 2: The elements Ra and La are Cn and are unique. 


Proof: (i) Since non, RnCn. (A 4c) 
Now, Ra= R(a on) Cc Rn, (A 2, A 4b) 
whence Racn. 

Similarly, La=L(noa)CLnCn. 


(ii) Suppose there are two elements, R,a and R,a, satisfying A 4. 


Now, a=ao R,a. (A 4a) 
Therefore R,a = R,(a © R,a) © R, Ry. (A 4b) 
But Ria Cn. (T 2) 
Thus R, R,a © R,a, (A 4c) 
whence Ria ¢ Ra. 
Similarly, R,aC R,a, 
and we have R,a = R,a. 


The uniqueness of La is proved in the same fashion. 

Corollary: If “‘o” is commutative, then Ra = La. 

Proof: In this case La satisfies all the requirements for Ra specified in 
Axiom 4, and vice versa. 


Theorem 3: The following three statements are equivalent: 
(A)aCcn; (B)a=La; (C)a=Ra. 


Proof: Since, by Theorem 2, both La and Ra are Cn, it follows at once 
that both (B) and (C) imply (A). 


Now, a=Laoa. (A 4a) 
Thus, ifaCcn, then Laca, (A 4c) 
and Laoac La. (A 3b) 


Hence a = La and (A) implies (B). 
Similarly, (A) implies (C). 


Corollary: RRa=LRa=Ra and RLa=LLa= La. 


Theorem 4: If a C n, then a 0a=a, i. e., restrictions of the identity are 
idempotent. 


Proof: a=aoORa and Ra=—a. (A 4a, T 3) 


In general the converse of this theorem is false. For example, in (F, c) 
both 0 and 1 are idempotent, but not restrictions of the identity j. There is, 
however, a partial converse (Theorem 23) which will be proved in Section 5. 

Theorem 5: If ac n and bCn, thenaob=b 0a, ie., restrictions of the 
identity commute with each other. 
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Proof: Since a,bCn,aohca,bCn. (T 1) 
Thus (aob)o(aob)C(aob)oacboa. 
Now, aob=(a0b) 0 (aob), (T 4) 
whence aobcboa. 
Similarly, boacaob. 


Definition 1: As is customary, we shall denote by a /\ b that element (which, 
if it exists, is unique) satisfying a /\ 6 C a,b; and having the property that, 
if there is an element c C a, b, thene Can b. 

Theorem 6: If a C c and b Cc, then a/* 6 exists. Thus the set of all restric- 
tions of a given element is a meet semilattice. 


Proof: Wehave a=coOn,,b=cOm,, where n,, mC n. 


Consider the element CO My O Ng. 

Clearly CONMONCa and conons=—con,on, Cb. 

Now suppose that eca,b. 

Then €=@ONs, where n5C n. 

Next, €0M=A2ON0NM=—CONONON=—CONONON, (T5) 
=CONONs=4ONs= ee. (T 4) 

But eCb=con,, 

whence €=€ On CCONMONM=—COMNO Ny. 


Consequently we may conclude that a ‘4 b exists and is equal to c 0 n, O ng. 
Corollary 1: Ifa ¢ nand b C n, thena ‘4 b exists andanb=aob=boa. 
Proof: We have only to show that a. b=aob. Since aobCa,b, we 


have aobcanb. 

But anbca,bCn. 

Thus ar\b=(anb) o(anb)caob, 

which yields the result. 
Corollary 2: Ifacbcn, then aob=boa=a. 
Corollary 3: aoLa=ao(RarnLa) and Raoa=(Ran.La) oa. 
Proof: aoLa=aoRaolLa and Raca=RaolLaoa. 


The intersection of two functions, f; and f,, in F always exists in F and 
is the set of all ordered pairs of numbers belonging to both /, and f,. This need 
not be the case, however, for restricted classes of functions. For instance, 
Axioms 1—4 are satisfied by the system consisting of precisely the three 
constant functions 0, 1, and —1, under addition and with the usual partial 
order by restriction (which is trivial in this case, since no two elements @re 
comparable). However, since the empty function has been excluded, the inter- 
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section of any two of the functions, 0, 1, —1, is not an element of the system. 
A less trivial example is furnished by the system generated by the following six 
functions, under composition and the usual partial order:-/,=j on [0,1] 
(i.e., the restriction of.j to the closed interval [0, 1]), f,= 7* on [0,1], fs= j 
on [0,1], fg= {(0, 0)}, fs= {(1, 1)} and f,= ¢. This system does not contain 
the intersection of f, and /,;, which consists of the pairs (0, 0) and (1, 1). 

The union of two fzuctions, /, and f,, in 7 — i.e., the set of all ordered 
pairs of numbers belonging to either /, or /, — is a function in F if and only 
if f,(z) = f,(x) for every number z belonging to (Dom/,)™ (Dom/,). In 
particular, if Dom/, and Dom/, are disjoint, then the union of /, and /, is in F. 

Theorem 7: If a ¢ 6, then a = 6 © Ra, and conversely. Thus Ra is an ele- 
ment satisfying the conditions of Axiom 3a. 


Proof: a=bon,, where n,C n. (A 3a) 
Therefore Ra= R(bon) C Rn,= ny, (A 4b, T3) 
whence Ra on,= 7,0 Ra= Ra. (C 6.2) 
Thus a=a0 Ra=b6b0n,> Ra=bo Ra. 

The converse follows from Ra ¢ n. 

Corollary 1: Tf acc and bCc, then anb=co Rao Rb. (T 6) 

Corollary 2: If Ra Ca, then a= Ra. 

Proof: Ra=ao RRa=a0o Ra=a. (C 3.6) 

Theorem 8: If a ¢ b, then Ra C Rb and Lac Mb. : 

Proof: a=bo Ra. (T 7) 
Thus La = L(b 0 Ra) ¢ Lb. (A 4b) 
Now, b=bo Rb, 
whence a=boRboRa=bo0 Rao Rb=ao Rb. 

Consequently, Ra= R(ao Rb) C RRb= Rb. (A 4b, C 3.6) 


Theorem 9: If Ra=n and ac b, then a=), i., if Ra=n, then a is 
inextensible. 


Proof: a=boRa=bon=b. (T 7) 
Corollary: The identity n is inextensible. 


3. Neutralizers, Invertors, Subinverses 


Definition 2: If ao b Cn, then b is a right-neutralizer of a (and we write 
b[RN)a); if b oa Cn, then b is a left-neutralizer of a (and we write b[LN]a); 
if b[RN]a and b[LN]a, then b is a neutralizer of a (and we write b[N Ja). 

Note that “b[RN]a” is equivalent to “a[LN]b”, so that “b[N]a” is 
equivalent to “a[N]b’’. 
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Definition 3: If b[RN]a and Lb ¢ Ra, Rb C La, then b is a right-invertor 
of a (and we write b[RI)a); if b[LN]ja and Lb ¢ Ra, Rb ¢ La, then 6 is a left- 
invertor of a (and we write b[LI)a); if b[RJ)a and b[L/)a, then 6 is an invertor 
of a (and we write b[J]a). 

Definition 4: If b[RI)a and a o b = La, then b is a right-subinverse of a 
(and we write b[RS]a); if b[LJ)a and b o a = Ra, then b is a left-subinverse 
of a (and we write b[L S]a); if b[R S]a and b[LS]a, then b is a subinverse of a 
(and we write b[S]a). 

It should be noted that, in view of Corollary 2, the distinction between right 
and left is of significance only in the non-commutative case. Also, in Definition 4, 
we employ the word “‘subinverse”’ rather than “inverse” since we only require 
that a o b or b oa be a restriction of n, and not n itself. 

In (F, +) every function f has a unique subinverse, namely the set of all 
ordered pairs (x, —/(x)) for any x in Dom/. Consequently, every function has 
at least one invertor and, in general, more than one. Every invertor of f is a 
neutralizer of / and any neutralizer of / must agree with an invertor of / on 
Dom/, but may be defined arbitrarily elsewhere. 

In (F, -), a function will have a unique subinverse if and only if it never 

assumes the value 0. If there is an x such that f(z) = 0, then f has no sub- 
inverse. However, every function / always has at least one invertor — which is 
¢ for 0 and the restrictions of 0 — and generally, more than one. Moreover, 
there is always a unique maximal invertor, namely the one whose domain 
consists of all x in Dom f for which f(x) + 0. As regards neutralizers, the situation 
is the same as in (7, +). 
In (F, c) the situation is quite different. Here every function always has a 
right-subinverse which, in general, is not unique. Every function has a left- 
invertor, namely ¢. However, there are many functions for which ¢ is the only 
left-invertor; these functions clearly have no left-subinverse. In illustration 
consider the sine function: Every principal branch of the arc-sine is a right- 
subinverse (these are not the only ones), but there is no non-empty left-invertor. 
Any right-neutralizer, g, of a function f can be expressed as the union of two 
functions g, and g,, where g,(RI]f and g, has the property that Rang, and 
Dom} are disjoint. Correspondingly, any left-neutralizer, h, of f can be expressed 
as the union of two functions, h, and h,, where h, [LJ] and h, has the property 
that Domh, and Ranf are disjoint. 


Theorem 10: If b[RN]ja and cC b, then c[RN]a. If b[LN]ja and cc, 
then c[DN]a. If b[N]a and c ¢ b, then c[N]Ja. 


Proof: (i) Since c¢Cb,aoceCaobCn, whence c[RN]a; (T1, D2) 


(ii) Similarly, coaccobCn, whence c[LN]a; 
(iii) Follows from (i) and (ii) and D2. 

Corollary: If 6[N]a, then boao b[N]a. 

Proof: boaobcb. 
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Theorem 11: If b[RI)a and c ¢ b, then c[RJ]a. If b[LI)a and ¢ ¢ b, then 
c[LI)ja. If b[{J)a and c ¢ b, then c[J]a. 


Proof: (i) If b[RIja, then b[ RNa. (D 3) 
Thus, since cCb, c[RN]a, (T 10) 
and Lec Lbc Ra, Rec ROC La, (T 8) 
whence c([RI]a. (D 3) 


(ii) [f b[LJ)a, then b[LN Ja, ete. 

(iii) Follows from (i) and (ii) and D 3. 

Corollary: If b{I]}a, then b oa o b[J]a. 

Theorems 10 and 11 show that the property of being either a neutralizer 
or an invertor is hereditary. 

Theorem 12: If b[RN]a, then aob=L(aoboa). If b[LNja, then 
boa=R(aoboa). 


Proof: (i) Since aobCn, Liaoboa)CL(aob)=aob, (T 3) 
and aob=L(aoboaodb)CcL(aoboa). (T 4) 

(ii) The second statement is proved in the same fashion. 

Corollary: lf 6[RN]ja, then aobC La. if b[LN]ja, then b oac Ra. 

Theorem 13: If b[J]a, then bo ao b[Sjaoboa. 

Proof: (ac0boa)o(boaob)=(a0b)0(a0b) 0 (aob) 


=a0ob=L(a0boa), 


(boaobjo(acboa)=boa=R(aoboa); (T 4, T 12) 
and L(boaob)CL(boa)=boa=R(a0b oa), 
R(boaob)CR(aob)=a0ob=L(aoboa). (T 3, T 12) 


Since a 0 b oa Ca, Theorem 13 states that if an element has an invertor, 
then there exists a restriction of that element which has a subinverse. 

Theorem 14: If b[RN]Ja, then Ra 0b o La[RIja and ao (Ra obo La) 
=«4 0b. If b[LN]a, then Ra 0b 0 La[LIja and (Ra 06 0 La) oa=b oa. 


Proof: (i)ao RaocboLa=acboLla=Lacaob=aobCn, (T5) 
and L(RaobolLa)¢c LRa= Ra, 
R(Ra obo La)c RLa= La. (C 3) 


(ii) The second statement is proved in the same fashion. 
Corollary: If b[N]a, then Ra 0 b o La[{J]aanda 0 (Raobo La)=aob, 
‘(RaoboLa)oa=boa. 

This corollary states that if an element has a neutralizer, then it has an 
invertor. Combining this with the remark made after Theorem 13, it follows 
that if an element has a neutralizer, then a restriction of that element has a 

subinverse. 











374 B. Scuwerzer and A. SKLaR: 


Theorem 15: If 6[RS]ja and c[Li]a, then ¢ ¢ b. If b[LS)a and c[RI]a, 
then c ¢ b. 


Proof: (i) By definition, coa¢Cn, Re ¢ La, and La=aob. 
Therefore, e=coRceCeoLa=coaocbcnob=b. 


(ii) The second statement is proved in the same fashion. 

Corollary: If a subinverse of a exists, then it is unique. 

Proof: A right (left) subinverse is also a right (left) invertor. Thus Theorem 15 
applies. 

Definition 5: An element a is invertible if it has a subinverse and, in this case, 
the unique subinverse of a will be denoted by Sa. 

Theorem 15 and its corollary are the extension of a corresponding theorem 
in the theory of semigroups with identity which asserts that if an element has 
both a right inverse and a left inverse, then the two inverses are equal. It is 
also of interest to note that both proofs are exceedingly simple, depending only 
on a combination of axioms and definitions, and not on any of the previous 
theorems. 

Theorem 16: If b[RS])a, then Rb = La. If b[LS])a, then Lb = Ra. 


Proof: (i) From the definition, a ob = LaC n. 

Therefore La=a0ob=R(a0b)C Rb. 
But, again by definition, Rb ¢ La, whence Rb = La. 

(ii) The second statement is proved in the same fashion. 

Corollary 1: RSa= Laand LSa = Ra. 

Proof: Sa[S]a. 

Note that, in view of our notational conventions, R Sa and LSa can only 
mean R(Sa) and L(Sa). 

Corollary 2: If 6 = Sa, then a = Sb. Therefore if Sa exists, then SSa 
exists and is equal to a. 

Theorem 17: If Sa exists and 6 ¢ a, then Sb exists and Sh= RboSaoLbc 
¢ Sa. Thus, invertibility is hereditary. 

Proof: We begin by showing that 

Saob=Rband bo Sa= Lb. 

First, Saob=SaoaoRb= Rao Rb= Rb. (T 7, D4, T 8, C 6.2) 
Next, since bo SaCcao Sa=Lacn, 


we have bo Sa=L(b o Sa) ¢C Lb; 

and since bo Saocb=bo Rb=b, 

we have Lb = L(b o Sao b) ¢ L(bo Sa) = 6b o Sa, 
whence bo Sa= Lb. 


Now consider the element Rbo Sao Lb. 
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We have, (Rb o Sao Lb) 0b = (Rb o Sa) 0 (Lb ob) 
= Rbo Sacb=RboRD=Rb, 


and bo (Rb o Sao Lb)=b0 Sao Lb=Lbo Lb= Lb. 
Lastly : R(Rb o Sao Lb) ¢ R(Lb) = Lb, 

L(Rb o Sa o Lb) ¢ L(Rb) = Rb; 
and clearly, Rb o SaoLb<¢ Sa, 


which completes the proof. 

Theorem 18: The set /; of all invertible elements of the system S is closed 
under restriction, sub-inversion, and the semigroup operation. Moreover, if a 
and 6} are in Y;, then S(a o b) = Sb o Sa. 

Proof: (i) Let a€ ; and b Ca. In view of T 17, b € H;, whence ; is closed 
under restriction. 

(ii) If a € H, then, as a consequence of C 16.2, Sa ¢ H;, so that S; is closed 
under sub-inversion. 

(iii) Suppose that, a, b € H,. Then, 


(a) acobo S8boSacn and Sho SaocaobCn. 
Therefore Sb o Sa[N]ja ob. 


(b) Consequently, in view of T 14, 
R(a ob) o Sho SaoL(aobdb)[Jjaob. 
(c) And by T 13, 
S{{a ob] o [R(a ob) o Sho Sao L(ao b)) 0 [a 0 b)} 
= [R(a 0b) o Sho Sao L(aob)jo [a0bj]o[R(aob) 0 8Sbo SaoL(aobd)). 


(d) Now, [a 0b] o [R(ao b) o Sho Sao L(ao b)jo [a0 b) 
= [ao0boR(aob)] o [Sb 0 Sal o [L(a ob) 0ao db} 
=a0oboS8boSacacob=aolLlboRaob 
=a0RaoLbob=aob; 
and by C 14, 
[R(a 0 b) o Sb o Sao Liao b)] 0 [a 0b) o [R(a 0 b) 0 Sho SaoL(aod)) 
= [R(a ob) o Sho Sao L(aob)jo(a0b)o Sbo Sa 
= 8bo Saocaobo S8bo Sa= 8bo RaolLbo Sa 
= Sho Lho Rao Sa= 8bo RS8boLSao Sa (C 16.1) 
= Sbo Sa. 
(e) Combining (c) and (d) yields S(a o b) = Sb o Sa. Thus a o b is invertible 
whence /, is closed under the semigroup operation ; and the proof is complete. 
In (F, +), the set Y; coincides with S ; in (F, -), it is the set of all functions, 
which do not assume the value.0; and in (F, c), it is the set of all one-one 


functions. 


Math. Ann. 139 26 
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4. Cores and Opposites 


From the results obtained thus far, which are all consequences of Axioms 
1—4, one cannot conclude that any element in / which is not contained in 
the identity will have a neutralizer. To see this, consider the set of all functions 
which are defined and non-negative on the interval [0,1]. Let ‘‘o” be addition 
and “Cc” the trivial partial order in which no two elements are comparable. 
This system satisfies Axioms 1—4, but the only element that has a neutralizer 
is the identity. ' 

In order to guarantee that every element has at least one neutralizer, an 
additional postulate is required. Here a number of alternatives present them- 
selves. In this paper we consider only one of these, namely the one which yields 
a theory that is equivalent to the theory outlined by MENGER in [7] and is 
based on the following axiom: 

Axiom 5: For every a, there exists an element 5 such that b[N Ja and, if 
c[N]a, thenaocoaCaoboa. 

From Axiom 5 it follows at once that every element in S has at least one 
neutralizer and that, moreover, this neutralizer has a certain maximality 
property. As the examples on page 372 show, the element b, whose existence 
is postulated in Axiom 5 need not be unique. However, for a given a, the ele- 
ment a © 6 0 a is independent of the particular choice of b. 

Definition 6: The core of a, denoted by Ca, is the unique element a 0 6 0 a, 
where b is any element satisfying the conditions of Axiom 5. 

From Theorem 13, Corollary 14 and Corollary 15, it follows at once that 
S(Ca) exists, is unique, and is equal to b oa o b. 

Definition 7: The opposite of a, denoted by Opa, is the subinverse of Ca‘). 

In (F, +), Cf = f and Opf = —f. In (F, -), Cf is the restriction of f to the 
set of all x in Dom for which f(x) + 0 and Opf/ is equal to 1/f as customarily 
defined. In (F, c), Cf is the restriction of f to the set Z of all x such that, if 
x € E, then z is the only point in Dom/ at which f assumes the value /(z)’); 
or pictorially speaking, those points P on the graph of { which have the pro- 
perty that the horizontal line through P does not intersect the graph of f again. 
Op/ is the inverse of C/, which obviously exists. It follows that for many func- 
tions in (F, c), such as the sine, the core will be empty and that for others, such 
as j?, the core will consist of one point (or a discrete set of points). 

Thus one sees that, for addition and multiplication, Axiom 5 leads to the 
desired end. However, as regards substitution, it can be argued that it is in- 
sufficient since, with it, many elements which have non-empty invertible 
restrictions, albeit non-unique ones, have empty cores. On the one hand, since 
this argument is valid, we are presently studying alternative approaches to 
the question of invertibility. On the other hand, it must be pointed out that 
any such alternative approach should, on proper specialization, contain 
Axiom 5 and its consequences. 

*) According to the terminology of the: theory of inverse semigroups, the elements 
Ca and Opa are “relative inverses” of each other [2, p. 25]. 

7) In his book [6, p. 91], Mzncer has called the set H the ‘essential domain” of /. 
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Theorem 19: The elements Ca and Opa have the following properties : 


CaCa; 
Ca = aif and only if a is invertible; 
CCa=Ca; 


C(Ca 0 Cb) = Cao Cb; 
Opa = Sa if and only if a is invertible; 
OpCa = C Opa = Opa; 
Op(Ca o Cb) = Opb o Opa; 
LCa= R Opa =a 0 Opa = Ca o Opa; 
RCa = L Opa = Opa 0 a= Opa 0 Ca; 
Ca=ao0 Opa ca=Cao Opa o Ca; 
Opa = Opa 0 a 0 Opa = Opa 0 Ca o Opa; 
Op Opa = Ca; , 
Op Op Opa = Opa. 


Proof: 


SinceaobCn, Ca=aoboaca; 
If Ca = a, then q is invertible, since Ca is invertible. If a is invertible, 
then by A5,a0o SaocoaCaoboa=Ca. 
But ao Saoa=Laoa=a. 
Thus a ¢ Ca, and in view of (1), Ca =a; 
From (2), since Ca is invertible; 
By T 18, Ca o Cb is invertible, whence the result follows from (2); 
From (2) and the fact that Opa = SCa and is unique; 
From (3) and (2), since by C 16.2, Opa is invertible. 
From T 18 and D7; 
From C 16.1 and T 12; 
Ca=aoboa=(a0b)o0a=(aob)o(aobjoa 
=a0(boao0b)o0a=ao Opaoa. 
Thus CCa = Cao OpCa 0 Ca. 
But CCa = Ca and OpCa = Opa, ete.; 
Op Opa = S(C Opa) = S Opa = Ca; 
From (10) Op Op Opa = OpCa = Opa. 


Note that in view of (2), the set Y, defined in Theorem 18 is equivalent to 
the set of all cores; and that in view of (9), Opa satisfies the conditions imposed 
on 6 in Axiom 5. 


Thus, in (F, -), Cf = f if and - if f does not assume the value 0; and in 
(F, c), Cf = f if and only if f is one-one. 


26* 
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Theorem 20: Ca 0 Cb ¢ C(a 0 Bb). 


Proof: CaoCbh=a0 RCaoLCbob=a0LCboRCaob 
=a0b60O0pb 0 Opacaod 


= (a 0b) o (Opb o Opa) o (a0 db). ‘T 19.8) 
But Opb o Opa[N]a ob. 
Thus, (a 0 b) 0 (Opb 0 Opa) 0 (206) C C(aob). (A 5) 
Theorem 21: Opb o Opa ¢ Op(a o Bb). 
Proof: Opb o Opa = SCb oo SCa=S(CaoCb), (D7,T18) 
and, S(Ca 0 Cb) ¢ S(C(aob))= Op(aob). (D7,T 17, T 20) 


The results of Theorems 20 and 21 are both best possible. To see this, 
consider (F,c); let f = sin and g the restriction of j to [—2/2, 2/2]. Then 
Cf=¢, Cg=g, so that (Cf)g=¢. But fg is the restriction of sin to 
[—2/2, 2/2], so that C(fg)=fg. Similarly, Opf=¢, Opg=g, so that 
Opg(Op/) = ¢ whereas Op(/g) = Arcsin. From this example and the fact that 
when / and g are invertible Theorem 19.4 gives equality, one sees that the in- 
equality possible in Theorems 20 and 21 is due to the presence of non-invertible 
elements. 

Theorem 22: In the presence of Axioms 1—4, the following two statements 
are equivalent: 

(A) Axiom 5, as given on page 376 

(B) The corresponding-axiom (Axiom VI) given by MENGER in [7], namely 
the statement: 

(M) For every a, there is an element Opa such that 


OpaoacRa and ao Opac La, 
and which, if one sets Opa o a = R’a and a 0 Opa = L’a, has the following 
minimax property : 
(1) If coa¢c Raandaoc¢ La,thencoacC R’aandaoc¢ L'a. 
(2) If coa= R’aandaoc= L'a, then Opa Ce. 
Proof: (i) We show first that (M) implies Axiom 5 by showing that the Opa 


whose existence is postulated in (M) satisfies the conditions of the element b 
in Axiom 5. 


Clearly, since Opa oaC Raandao Opa c La, 

we have Opa[N]a. 

Suppose now that c[N]a. 

Then coacg Raandaocc La. (C 12) 
Thus, in view of (1), coac R‘a, 


whence aocoacao R’'a=ao Opa oa, and A 5 is satisfied. 
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(ii) Next we show that Axiom 5 implies (M). Let Opa be as defined in 
Definition 7. Then since Opa[N]a, we have Opa o a ¢ Ra and ao Opa ¢ La. 


Moreover, R’a = RCa and L'a = LCa. 
To prove (1), suppose coac Raandaocc¢ La. 
Then c[N Ja, so that aocoacao Opaoca. (T 19.9) 
Therefore L(aocoa)C Liao Opa ca). (T 8) 
But L(aocoa)=aoc 
and L(a o Opa 0 a) = a0 Opa. (T 12) 
Thus aocCao Opa= LCa. 
Similarly, coac Opaca=RCa. 
To prove (2), suppose coa=RCa. 
Then ¢coao Opa= RCao Opa = L Opa o Opa = Opa. (T 19.8) 
But ao Opa = LCacn. (T 19.8) 
Consequently, Opa=coaoOpa=coLCace. 


5. Idempotents, Constants, Subconstants 


Definition 8: An element a is idempotent if a 0 a = a. 

In Theorem 4 it was shown that if a ¢ n, then a is idempotent. As a partial 
converse we have, 

Theorem 23: If a is idempotent, then Ca = Opa C Lao RaCn. 


Proof: Since aoa=a, 
we have Opa = Opa oao Opa = Opacaoao Opa 
= RCaoLCac Lao Racn; (T 19.9, T 19.8) 


and since for n,C n, one has Sn,= m,, it follows that 
Op Opa = Opa. 

But Op Opa = Ca. 

Corollary: If a is idempotent and invertible, then a ¢ n; and conversely. 

Theorem 24: If Ca = La or if Ca = Ra, thena C n. 

Proof: Suppose Ca = La. Then Opa = La, and 

a= Laoca=OpaoacCn, ete. (D 6) 

Corollary: If a is idempotent and not a restriction of n, then Ca is a proper 

restriction of both La and Ra. 


Proof: By Theorem 23, Ca is a restriction of both Ra and La. Theorem 24 
rules out the possibility of equality. 
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Theorem 25: The following statements are equivalent and any one of them 
implies that a is idempotent: 


(A) LaCa, 
(B) ao La= La, 
(C) La[RS8)a, 
(D) arn\n= La. 


Proof: (i) The equivalence of (A) and (B) follows from Theorem 7, since 
La ¢ aif and only if La=ao RLa=ao La. 
(ii) Statement (C) implies (B) trivially. To show that (B) implies (C), we need 
only show that La ¢ Ra. This follows from: 
Lao Ra=ao Lao Ra=ao Rao La=ao La= La. 


Thus (B) and (C) are equivalent. 

(iii) Statement (D) implies (A) trivially. Since La ¢ a, n, the reverse impli- 
cation follows from the fact that if 6 C a, n, then 6 = Lb ¢ La. Thus (A) and 
(D), and consequently all four statements, are equivalent. 


(iv) Lastly, via (B), aoa=aoLaoa=Laoa=a. 


Theorem 26: If a is idempotent and has any right-subinverse, then 
ao La= La. 


Proof: If b[RS]a, then La=aob=aoaob=ao La. 


Definition 9: An element k is constant if k o a = k o Ra, for any a. 

According to this definition, in (7, +) there are no constants other than 
the empty function ¢; in (F, -), the constants are 0 and all its restrictions; 
and in (F,c), the constants are ¢ and the ordinary constant functions, i. e., 
those functions which are defined and assume one and the same value for 
every number z. 

Theorem 27: If & is constant, then a o k is constant for any a, i. e., the set 
of constants is a left ideal in F. 


Proof: (a0ok)ob=ao0(kob)=ao (ko Rb) = (aok)o Rb. 
Theorem 28: If & is constant, then k o a C k for any a. 
Proof: koa=koRack. 


The result of Theorem 28 is best-possible. For if, in (F, c), k = 0 and a is 
the restriction of j to [0,1], then k 0 a is the restriction of 0 to [0, 1]. This 
example also shows that the set of constants is generally not a two-sided ideal 
in #. 

Theorem 29: If k is constant, then k is idempotent. 

Proof: kok=koRk=k. 


In view of this result, the preceding theorems on idempotents apply to 
constants. Thus it follows from Corollary 23 that a constant is invertible if and 
only if it is a restriction of the identity. Since all of the non-empty constants 
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in (F, -) or (F, c) are not restrictions of the identity, this means that the ex- 
istence of non-trivial constants (i. e., constants not contained in n) implies the 
existence of non-invertible elements. Indeed, by making further assumptions 
about the nature of kn, much more can be asserted. For, by Theorem 23 
and the fact that Ck ¢ k, one has Ck ¢ k\ n. Thus if k > n is empty (as is the 
case in (F , -)), then a constant has no non-empty invertible restrictions. Secondly, 
if kn = Lk and Lkis an “atom”, i. e., an element whose only proper restric- 
tion is ¢ (as is the case in (F, c)), then by Corollary 24, Ck is a proper restric- 
tion of Lk. Hence in this case a constant, in addition to being non-invertible, 
has an empty core. 

For substitution, the assumption that Lk be an atom is a necessary one. 
For the function q defined by, 


2, —w<2<0, 
q(x) = 42, 0s27sl, 
2 


’ l<a< +o, 
is a ‘‘constant”’ in the set of those functions / satisfying the condition: 
f(x) € [0, 1] implies x = f(z). 
Theorem 30: If k is constant and La ¢ k, thena ¢ k. 
Proof: a=Laoackoack. 


Corollary: If n is constant, then all elements of ¥ are restrictions of n; 
and conversely. 


Definition 10: An element c is a subconstant of k if k is a constant and 
c Ck; similarly, c is a subconstant if c ¢ k, for some constant k. 

Note that, in this terminology, Theorem 28 states that k o ais a subconstant 
of k and Theorem 30 that, if k is constant and Jam ¢ k, then a is a subconstant 
of k. 

Theorem 31: If c is subconstant, then for any a, a 0 c and ¢ 0 a are sub- 
constant, i. e., the set of subconstants is a two-sided ideal in . 

Proof: We have c ¢ k, for some constant k. 


Therefore, a@ocgao k, which is a constant, (T 28) 


and coaCkoack. (T 29) 


Theorem 32: If ‘“‘o”’ is commutative, then subconstants are constants. 
Proof:c= ko Re= Reok, and Rc o kis a constant. 
Theorem 33: If c is subconstant, then c 0 c ¢ ¢ (i. e., subconstants are sub- 


idempotent). 
Proof: There is a constant k such that c ¢ k. 
Therefore c=ko Re, ' (T 7) 


and coc=koRcokoReCkokoRc=koRec=c. 
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6. Null Elements 


We conclude with a brief discussion of null elements. 

Definition 11: An element ¢ is a null element if ¢ 0 a = ¢ for any a. 

A null element is a constant since ¢ 0 a = ¢ © Ra for any a. 

Lemma: If ¢ is a null element, then ¢ C n. 

Proof: By A 5, there is an element 6 such that ¢ 0 bC n. But G0b= ¢, 
whence ¢ C n. 

Theorem 34: If ¢ is a null element, then ¢ ¢ a for any a. 


Proof: @=goaCnorw=a. 


Corollary: A null element is unique. 
Theorem 35: If ¢ is the null element, uc. 4 o d = ¢60a= ¢ for any a. 


Proof: (ao ¢)0b=a0 (¢0b) =ao ¢, for any b. 


Thus a o ¢ is a null element, whence by Corollary 34, a o ¢ = ¢. 
Theorem 36: The following statements are equivalent: 


(A)a=¢; (B) Ra=4¢; (C)La=¢. 
Proof: (i) If a= ¢, then since ¢ Cn, Ra = La=a= ¢. 
(ii) If Ra= ¢, thena=ao Ra=ao $= ¢, ete. 


Finally, it should be noted that the requirement that ¢ C¢ a, for any a, 
does not suffice for the characterization of the null element. For, if is the set 


“ec ” 


of all functions whose graph contains the origin, ‘‘o” is substitution, and the 
partial order is as usual, then the element @ = {(0,0)} satisfies 0 C f for any / 
in S; but 600 = 0, not 6. 

We wish to thank Professor K. Mencer for stimulating our interest in this subject, 
for numerous helpful suggestions, and for making time available for work on this pa- 
per under a project supported by the Carnegie Corporation of New York. We also wish 
to thank one of our students, Miss C. Martans, for supplying us with a wealth of illu- 
strative examples and for simplifying some of the proofs. 
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Quotientenraiume komplexer Mannigfaltigkeiten 

nach komplexen Lieschen Automorphismengruppen 
Von 

HaRALp HoLMANN in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


Nennt man zwei Punkte z’ und 2” eines komplexen Raumes X (siehe [7], 
[10], [12}) L-aquivalent, wenn z’ durch eine Transformation aus einer fest ge- 
gebenen Lieschen Automorphismengruppe Z von X in 2’ iiberfiilirbar ist, so 
liefert dies eine Zerlegung Z, (siehe [12]) von X in paarweise disji:nkte Teil- 
mengen. Man méchte nun gerne wissen, unter welchen Bedingungen dem Zer- 
legungsraum X/Z, (siehe [12]) eine komplexe Struktur aufgepragt werden kann, 
und zwar so, daB die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

(Q,) Die kanonische Projektionsabbildung 2|X - X/Z , ist holomorph. 

(Q,) Der Ring I(X/Z,) der auf X/Z, holomorphen Funktionen ist isomorph 
zum Ring 1(X, L):={f:f holomorph auf X, fov=f fiir alle v ¢ L} der 
L-invarianten holomorphen Funktionen auf X, und zwar vermége des Umkehr- 
isomorphismus 2*|J(X/Z,;)>I(X,L), der durch a*:f*+f:=/*o2 de- 
finiert ist. 

Fir den Fall, daB die Liesche Automorphismengruppe L eigentlich dis- 
kontinuierlich auf dem komplexen Raum X operiert, konnte das Problem voll- 
standig gelést werden (siehe [4], [5]). Eine Automorphismengruppe L eines 
komplexen Raumes X operiert eigentlich diskontinuierlich auf X, wenn sie den 
folgenden Bedingungen geniigt: 

(I) Sind z und 2’ zwei nicht L-aiquivalente Punkte aus X, so besitzen sie 
Umgebungen U bzw. U’, so daB gilt: = vo(U) A U'=8. 


(II) Fir jeden Punkt z,¢ X ist, die Isotropiegruppe G(x): = {g:g¢L, 
g © %)= 2} endlich, und es gibt stets eine Umgebung U von.2,, so daB fiir alle 
zx€Uundvc Lgilt:vo re U Xv G(x). 

Es gilt die folgende Aussage: 

Ist X ein (normaler) komplexer Raum und operiert die Liesche Automorphis- 
mengruppe L von X eigentlich diskontinuierlich auf X, dann besitzt der Zer- 
legungsraum X/Z, (versehen mit der Quotiententopologie) eine (normale) kom 
plexe Struktur und die Bedingungen (Q,) und (Q,) sind erfiillt. Den Zerlegungs- 
raum X/Z,, nennt man auch Quotientenraum von X nach L und schreibt dafiir 
kiirzer X/L. 

In der vorliegenden Arbeit soll die Struktur der Quotientenréume von n- 
dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten X" nach g-dimensionalen kom- 
plexen Lieschen Automorphismengruppen L*, g > 0, untersucht werden. 
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Der Fall, da8B L* endlich bzw. abzaéhlbar unendlich viele Komponenten be- 
sitzt, l4Bt sich wie folgt auf den Fall zuriickfiihren, da8 L* zusammenhangend 
ist. Ist Lf die Komponente von L*, die die identische Transformation enthilt, 
und 1a8t sich dem Quotientenraum X*/L{ eine komplexe Struktur so aufpragen, 
daB die Aussagen (Q,) und (Q,) gelten, dann stellt L*/L{ eine Liesche Auto- 
morphismengruppe von X*"/L{ dar. Operiert L*/L{ eigentlich diskontinuierlich 
auf X*/L{, so besitzt auch der Quotientenraum (X*/L{)/(L*/L{) eine komplexe 
Struktur und es gelten die Bedingungen (Q,) und (Q,). Da (X"/L4)/(L*/L%) zu 
X*"/L* topologisch aquivalent ist, so 148t sich dann auch X*/L* auf kanonische 
Weise eine komplexe Struktur aufpragen, wobei wieder gilt, daB die Bedingun- 
gen (Q,) und (Q,) erfillt sind. 

Im folgenden sei also stets angenommen, daB die Lieschen Automorphis- 
mengruppen L? zusammenhangend sind. 

Wir haben uns zu iiberlegen, welche Bedingungen man an die Stelle von (I) 
und (II) setzen muB, damit der Quotientenraum X"/L* eine komplexe Struktur 
mit den gewiinschten Eigenschaften besitzt. Analog zum ersten Teil von Be- 
dingung (II) wollen wir fordern: 

(IE): Die Isotropiegruppe G(x) : = {g:g ¢ L*,g 0 x = 2} ist fiir jedes x ¢ X" 
endlich. 

AuBerdem erweist es sich als zweckmaBig, folgendes zu verlangen: 

(LE): Die Gruppe L* operiert lokal eigentlich auf X" (siehe § 1, Definition 2). 

Man kommt jedoch schon zu wichtigen Aussagen tiber die Struktur des 
Quotientenraumes X"/L*, wenn man statt (LE) nur fordert, daB gilt: 

(SLE): Die Gruppe L* operiert schwach lokal eigentlich auf X* (siehe § 1, 
Definition 1). 

Es gelten die folgenden Aussagen: 

1. Ist X" eine komplexe Mannigfaltigkeit und geniigt die komplexe Liesche 
Automorphismengruppe L* von X" den Bedingungen (IE) und (SLE), dann ist 
der Quotientenraum X"/L* ein T,-Raum (im allgemeinen kein T,-Raum), dem 
man eine pseudo-komplexe Struktur (siehe § 3, Definition 5) so aufpriagen kann, 
da die Bedingungen (Q,) und (Q,) erfiillt sind. 

2. Ersetzt man die Bedingung (SLE) durch die schirfere Annahme (LE), 
dann ist der Quotientenraum X*/L* ein T,-Raum und besitzt eine normale 
komplexe Struktur. Es gelten wieder die Aussagen (Q,) und (Q,). 

3. Verscharft man die Bedingung (LE) noch weiter und fordert: 

(E): L* operiert eigentlich auf X" (siehe § 1, Definition 3), 
dann gilt auBerdem noch: Die Zerlegung Zi. von X" ist eigentlich (siehe [12]) 
und die kanonische Projektion x|X"-—> X"/L* stellt eine eigentliche Abbildung dar. 

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit werden topologische Raume X 
mit fest gegebenen topologischen Gruppen G von Homéomorphismen von X 
auf sich betrachtet. Diese geben AnlaB zu Zerlegungen Zg von X und zur Bil- 
dung von Zerlegungs- oder Quotientenréumen X/Zg oder einfacher X/G. Die 
topologische Struktur dieser Zerlegungsriume ist Gegenstand der Unter- 
suchungen dieses einfiihrenden Paragraphen. 
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Im zweiten Abschnitt werden fiir komplexe Mannigfaltigkeiten, die kom- 
plexe Liesche Automorphismengruppen besitzen, die den Bedingungen (IE) 
und (SLE) geniigen, einige lokale und globale Abbildungssatze bewiesen. 

Diese werden dann im dritten Abschnitt zum Beweis der oben angefiihrten 
Aussagen 1 — 3 benutzt, mit deren Hilfe sich wiederum Abbildungssitze be- 
weisen lassen, die in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Cartanschen 
Abbildungssatzes darstellen (siehe [1] und [3)). 


§ 1. Durch Homéomorphismengruppen erzeugte Zerlegungen 
topologischer Riume 


X sei ein topologischer Raum und G eine topologische Gruppe von Homé- 
omorphismen von X auf sich (siehe [6]). Die Topologie von G sei so beschaffen, 
daB die Abbildung ®|G x X + X, gegeben durch @: (g, x) +g © 2, stetig ist 
(siehe unter [9] den Begriff der “jointly continous topology”). G x X ist dabei 
mit der Produkttopologie ausgestattet. Unter der saturierten Hiille einer Teil- 
menge A von X beziiglich G verstehen wir die Menge #’(A) : = ®@(@ x A). Eine 
Teilmenge Ac X heiBt saturiert beziiglich G, wenn #(A) = A ist. Es gilt die 
folgende Aussage: Die saturierte Hiille #(A) einer offenen Menge Ac X ist 
wieder offen. Dies folgt sofort daraus, daB #°(A) = ®(G x A) = U g(A) ist 

eG 


und die g-Bilder von A fiir alle g ¢ G wieder offen sind. 

Fir die Punkte aus X kénnen wir die folgende Aquivalenzrelation einfiihren. 
Wir nennen zwei Punkte z’ und x” genau dann G-aiquivalent, wenn #(z2’) 
= #(x'’) ist. Die G-Aquivalenz von Punkten aus X liefert eine Zerlegung Zg 
von X in punktfremde Klassen. Die Klasse, in der der Punkt x ¢ X liegt, besteht 
genau dann aus den Punkten der saturierten Hiille #(2z) von x. Unter dem 
Zerlegungsraum X/Z, (wir gebrauchen synonym die Bezeichnung Quotienten- 
raum X/@) versteher. wir die Menge aller G-Aquivalenzklassen mit der gewohn- 
lichen Quotiententopologie. Bezeichnen wir die kanonische Projektionsabbil- 
dung von X auf X/G@ mit z, so kénnen wir die offenen Mengen der Quotienten- 
topologie auf X/G@ als 2-Bilder von offenen saturierten Teilmengen von X be- 
schreiben. Da fiir jede Teilmenge A von X gilt: 2(A) = 2(9/(A)) und da mit 
jeder offenen Teilmenge A von X auch die saturierte Hiille #(A) offen ist, 
so sind die 2-Bilder offener Mengen von X stets wieder offen. 2 ist also eine 
offene Abbildung. 

Was kann man iiber die topologische Struktur des Quotientenraumes X/G 
aussagen ? Wie das folgende Beispiel zeigt, ist X/G im allgemeinen nicht einmal 
ein 7',-Raum. 

Beispiel: Der n-dimensionale komplexe Zahlenraum C” (mit der gewohnlichen 
Topologie versehen) laBt die folgenden Homéomorphismen T',: z ¢ C*— y -z 
zu, wobei y eine beliebige komplexe Zahl ungleich Null ist. Diese bilden eine zur 
multiplikativen Gruppe der komplexen Zahlen isomorphe topologische Gruppe 
G. Die Abbildung ®|G x C"— C*, gegeben durch @: (7',, z) > y - z, ist stetig. 
Der Zerlegungsraum (C"— {0})/Zg von C"— {O} beziiglich der Gruppe @ ist 
topologisch aquivalent zum (n — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum 
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P*-1, Der Nullpunkt O des C” stimmt mit seiner beziiglich G saturierten Hiille 
iiberein, waihrend die beziiglich G saturierte Hille jeder Umgebung des Null- 
punktes gleich dem ganzen C*” ist. Die durch den Nullpunkt reprasentierte 
Klasge im Zerlegungsraum C"/Z¢ besitzt also beziiglich der Quotiententopologie 
nur den ganzen Zerlegungsraum als offene Umgebung. C"/Zg ist also beziig- 
lich der Quotiententopologie kein 7',-Raum. Man kann diesen Fall ausschlieBen, 
wenn man fordert, daB die topologische Gruppe @ auf dem topologischen 
Raum X schwach lokal eigentlich operiert. 

Definition 1: (SLE): Eine topologische Gruppe G@ (versehen mit der jointly 
continuous topology) von Homéomorphismen eines topologischen Raumes X 
auf sich operiert schwach lokal eigentlich auf X, wenn es zu jedem x ¢ X eine 
Umgebung U, gibt, so daB die Abbildung ®|G x U,+ #(U,), gegeben durch 
® : (g, x*) +g © 2*, eigentlich ist. Die Topologie auf # (U,) sei dabei durch die 
auf X gegebene Topologie induziert. 

Unter Umgebungen verstehen wir hier dasselbe wie «voisinage» (siehe [2], 
§ 1, Definition 4), das in der deutschen Literatur haufig mit Nachbarschaft 
iibersetzt wird. Die in den"Definitionen 1, 2 und 3 auftretenden Umgebungen U, 
sind im allgemeinen kompakt. 

Es gilt der folgende Satz: 

Satz 1: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Operiert die topologische 
Gruppe G von Homéomorphismen von X auf sich schwach lokal eigentlich auf X, 
so ist der Zerlegungsraum X/Z, ein T,-Raum. 

Beweis: x und zx’ seien zwei nicht G-aiquivalente Punkte aus X; d. h. 
H (x) 7\ # (x’) = 9. Wir haben zu zeigen, daB es eine offene saturierte Umgebung 
von 2 gibt, die x’ und damit auch # (x’) nicht enthalt. Nach Voraussetzung gibt 
es eine Umgebung U, von z, so daB die Abbildung ®|G x U,+ #(U,) eigent- 
lich ist. Ist 2’ ¢ #’(U,), so sind wir fertig; denn die saturierte Hille 7( U.) des 
offenen Kerns U, von U, stellt eine offene saturierte Umgebung von =z dar, die 
zx’ ausschlieBt. Ist x’ ¢ #(U,), so liegt #(x’) = O(G x x’) als O-Bild einer ab- 
geschlossenen Teilmenge von G x U, abgeschlossen in # (U,), da die Abbildung 
®|\Gx U,># (U,) eigentlich ist (siehe[2],I, § 10, Prop. 16). S,: = #(U,) — #(z’) 
ist also offen in #(U,). Da die Topologie auf #(U,) durch die auf X gegebene 
Topologie induziert ist, so muB sich die in #(U,) offene Menge S, als 
S,= W-\#(U,) schreiben lassen, wobei W eine offene Teilmenge von X ist. 
St: = W#(U,) stellt dann eine in X offene saturierte Umgebung von z 
dar, und 2’ gehdért nicht zu S$, da St c S, und 2’ ¢ 8,. 

Als Beispiel kann man den C? ohne Nullpunkt (versehen mit der tiblichen 
Topologie) betrachten, der die folgenden homdomorphen Selbstabbildungen 
H,: (2, 22) > (2, y; 22 y) zulaBt, wobei y eine beliebige komplexe Zahl ungleich 
Null ist. Die Abbildungen H, bilden eine topologische Gruppe (, die auf 
C?— {0} schwach lokal eigentlich operiert, wie man leicht sieht. Da C*— {0} 
lokal kompakt ist, so ist der Zerlegungsraum (C*— {0})/Zg also ein T,-Raum. 
Da eine offene Zerlegung Z eines topologischen Raumes X genau dann einen 
hausdorffschen Zerlegungsraum X/Z liefert, wenn die Zerlegung Z kontinuierlich 
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ist (siehe [11], [12]), so kann in unserem Beispiel (C*— {O})/Z, nicht haus- 
dorffsch sein, da die Zerlegung Z, nicht kontinuierlich ist. Es gibt namlich 
einen gegen (z,,2,) = (1,0) konvergenten Filter F auf C*— {0}, so daB die Filter- 
basis #(§) : = {#(F): F€F} nicht nur #(1, 0) = {(z,, z,): (2,2) € C?— {O}, 
z,= 0} als Beriihrungspunkte hat, sondern auch die Punktmenge 
H (0, 1) = {(2,, Zg) : (%, 2) € C?— {0}, z= 0}. FaBt man die Bedingungen von 
Definition 1 etwas scharfer, so 14Bt sich auch dieser Fall ausschlieBen. 

Definition 2 (LE): Eine topologische Gruppe @ (versehen mit der jointly 
continuous topology) von Homéomorphismen eines topologischen Raumes X auf 
sich operiert lokal eigentlich auf X, wenn es zu jedem Punkt x ¢ X eine Um- 
gebung U, gibt, so daB die Abbildung ®|G x U,+ X, gegeben durch 
®D: (9, x*) +g © 2%, eigentlich ist. 

Es gilt die folgende Aussage: 

Saiz 2: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Operiert die topologische 
Gruppe G von Homéomorphismen von X auf sich lokal eigentlich auf X, so ist der 
Quotientenraum X/G ein reguldérer (und damit auch hausdorffscher ) topologischer 
Raum. 

Beweiz: Wie beim Beweis von Satz 1 ergibt sich, daB der Zerlegungsraum 
X/Z, ein T,-Raum ist. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB jede offene Umgebung 
eines Punktes aus X/Z, eine abgeschlossene Umgebung des Punktes enthalt. 
Hieraus und aus der Giiltigkeit des ersten Trennungsaxioms folgt nimlich, daB 
die Topologie auf X/Zg auch dem hausdorffschen Trennungsaxiom geniigt 
(siehe [9], S. 113). Es geniigt also zu beweisen, daB jede offene saturierte Um- 
gebung S, eines Punktes x ¢ X eine abgeschlossene saturierte Umgebung S* 
von x enthalt, die wiederum eine offene saturierte Umgebung S$* von x umfaBt. 
Nach Voraussetzung besitzt x eine Umgebung U’,, so daB die Abbildung 
@\G x U,> X eigentlich ist. U, sei der offene Kern von U,. D,: = UA 8. 
stellt dann eine offene Umgebung von z dar, die nach Voraussetzung eine ab- 
geschlossene Umgebung U% von z enthalt. S$: = #(U%) = ®(G x U®) ist 
eine in S, enthaltene saturierte abgeschlossene Umgebung von z, da die eigent- 
liche Abbildung ®|G x U,+ X die in G x U, abgeschlossene Punktmenge 
G x U® in eine abgeschlossene Teilmenge von X iiberfiihrt. U* enthalt per 
definitionem eine offene Umgebung U$* von x. S**: = #(U$*) stellt somit 
eine in S¥ enthaltene offene saturierte Umgebung von z dar, q. e. d. 

Wir wollen jetzt die Bedingungen von Definition 2 noch weiter verscharfen 
und fordern, daB die Gruppe @ auf dem topologischen Raum X eigentlich 
operiert. 

Nefinition 3 (E): Eine topologische Gruppe @ (versehen mit der jointly 

inuous topology) von Homéomorphismen eines topologischen Raumes X 
aut sich operiert eigentlich auf X, wenn die kanonische Abbildung ®|G © X—-X 
eigentlich ist. 

Es gelten die folgenden Aussagen: 

Satz 3: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Operiert die topo- 
logische Gruppe G ron Homéomorphismen von X auf sich eigentlich auf X, dann 
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ist Zg eine eigentliche Zerlegung (siehe [12]), der Quotientenraum X/G stellt einen 
reguliren topologischen Raum dar, und die kanonische Projektionsabbildung 
a/X + X/G ist eigentlich. 

Beweis: Wir zeigen zunachst, daB G kompakt ist. Da die kanonische Ab- 
bildung ®|G x X + X eigentlich ist, so liegt fiir jeden Punkt x¢ X @-1(z) 
kompakt in G@ x X. Die kanonische Projektion 9|G x X + G, gegeben durch 
@:(g,z)+g, bildet ®4(z) auf ganz G ab, da D(x) die Punktménge 
{(g,.g70 z):g €G} umfa8t. Somit ist auch @ als stetiges Bild von ®-*(z) 
kompakt. Liegt nun X* kompakt in X, so ist #(X*) = O(@ x X*) als O-Bild 
einer kompakten Menge wieder kompakt; d. h. die Zerlegung Zg ist eigentlich. 
Wie beim Beweis von Satz 2 ergibt sich, daB X/Z, ein regularer topologischer 
Raum ist. Aus der Tatsache, daB die Zerlegung Z, eigentlich ist, folgt sofort, 
daB die kanonische Projektion |X + X/G eine eigentliche Abbildung darstellt 
(siehe [12)). 

Als Beispiel kann man C*— {0} mit der folgenden topologischen Gruppe @ 
von Homéomorphismen von C"— {0} auf sich betrachten. @ bestehe aus den 
Abbildungen z— yz, wobei z ¢ C*— {O} und y die von Null verschiedenen 
komplexen Zahlen durchlauft. Der Quotientenraum (C"— {0})/@ ist homé- 
omorph zum (n — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum P*-!. Man 
sieht sofort, daB G auf C*— {0} lokal eigentlich operiert. Da G jedoch nicht 
kompakt ist, kann G nicht eigentlich auf C"— {0} operieren. 


§ 2. Abbildungssitze fiir komplexe Mannigfaltigkeiten 
mit komplexen Lieschen Automorphismengruppen 

In diesem Abschnitt sollen fiir n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten 
X*", die komplexe Liesche Automorphismengruppen besitzen, die den Bedin- 
gungen (IE) und (SLE) geniigen (siehe Einleitung), Abbildungssitze bewiesen 
werden, die in gewisser Hinsicht eine Veraligemeinerung des Cartanschen Ab- 
bildungssatzes darstellen. Im nachsten Abschnitt werden diese Sitze dann zum 
Beweis der in der Einleitung angefiihrten Aussagen benutzt. 

Zunachst noch eine Vorbemerkung. Unter einer g-dimensionalen komplexen 
Lieschen Automorphismengruppe sei eine topologische Gruppe L* von Homé- 
omorphismen eines komplexen Raumes X auf sich verstanden, die eine kom- 
plexe Struktur besitzt, die sie zu einer g-dimensionalen komplexen Lieschen 
Gruppe macht. AuBerdem verlangen wir noch, daB die Abbildung ®|L*x XX, 
gegeben durch ®: (v, x) > v 0 2, holomorph ist. 

Jeder komplexen Lieschen Automorphismengruppe L kann man eine Klasse 
von sog. L-Mannigfaltigkeiten zuordnen: Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, 
G eine endliche Untergruppe von Z und h|G + B(X) eine homomorphe Abbil- 
dung von G in die Gruppe B(X) aller holomorphen Automorphismen von X, 
dann kénnen wir jedem g ¢ G einen holomorphen Automorphismus f(g) : (v, x) > 
+ (v og, (h(g))-t0 x) von L xX zuordnen. Die Abbildung t|G— B(L x X) 
von G in die Gruppe B(Z x X) aller holomorphen Automorphismen von L » X 
ist ein Antiisomorphismus. Der Quotientenraum (LZ x X)/1(@) ist wieder eine 
komplexe Mannigfaltigkeit, die wir eine L-Mannigfaltigkeit nennen wollen. 
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Einfache Beispiele von L-Mannigfaltigkeiten sind L selbst und Produkt- 
mannigfaltigkeiten L x X, wobei X eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit ist. 

Die L-Mannigfaltigkeiten (L x X)/t(@) besitzen Liesche Automorphismen- 
gruppen »(L), die auf kanonische Weise durch L induziert werden. Zunichst 
kann man jedem v’¢ L einen holomorphen Automorphismus 7*(v’) : (v, x) > 
> (v'o v, x) von L x X zuordnen. Die Abbildung n*|L + B(L x X) stellt dabei 
einen Isomorphismus dar. Die holomorphen Automorphismen 7*(v’) und 
t(g), v € Lund g€G, von L x X sind kommutierbar, d. h. es gilt: 


(1) t(g) O n*(v’) = n*(v’) oO tg). 


Bezeichnet man die zu (v,2)¢.. x X gehdrige Aquivalenzklasse aus 
(L x X)/t(@) mit [v, 2], so ist die durch 7*(v’) induzierte Abbildung 
n(v’): [v, 2] > [v’o v, x] wegen (1) unabhangig vom Reprasentanten und stellt 
somit einen holomorphen Automorphismus von (Z x X)r(@) dar. Die Abbil- 
dung »|L— B((L x X)/t(@)) von LZ in die Gruppe aller holomorphen Auto- 
morphismen von (L x X)/1t(@) ist ein Homomorphismus. Ist #|L x X > 
~» (L x X)/t(G@) die kanonische Projektion, so ist das folgende Diagramm 
kommutativ: 
Buk... hud 
t ls 
(2) | | | 
(L x X)/x(@) "+ (L x X)/x(@) 


Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen iiber L-Mannigfaltigkeiten 
kénnen wir als Hauptresultat dieses Paragraphen den folgenden lokalen Ab- 
bildungssatz formulieren : 

Satz 4: X" sei eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, die eine zu- 

enhiingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe L*, 
q > 0, zulapt. L* geniige den Bedingungen (IE) und (SLE). Dann besitzt jeder 
Punkt x,¢ X" eine (in bezug auf die Gruppe L* saturierte) offene zusammen- 
hiingende Umgebung S,, und es gibt eine durch x, laufende (n — q)-dimensionale 
komplexe Untermannigfaltigkeit s,, von S,,, 30 daB gilt: 

1. 8,, ist invariant gegeniiber der Isotropiegruppe G(x,): = {g:g « L, 
J O %= 2%} und die saturierte Hiille 4 (s,.) von 8,, beziiglich L* ist gleich 8,.. 

2. Es gibt eine biholomorphe Abbildung p,, von S,, auf die L*. Mannigfaltig- 
keit (L* x 8,,)/t(G(xq)). Die holomorphen Automorphismen 1(g), g € G(x), von 
I* x 8,, sind dabei durch t(g) : (v, x) > (v 0 g, g-20 2) gegeben. 


3. Das Diagramm 





ver 
——— + 


(L* x 8,)/t(G(a9)) + (Le x 8,,)/x(G(x9)) 








390 Haratp Hotmann: 


ist kommutativ. Dabei ist n(v') der durch v' ¢ L* kanonisch induzierte Automor- 
phismus der L*. Mannigfaltigkeit (L* x 8,,)/t(G(x»)). 

Aus 3. ergibt sich sofort"), daB die Automorphismengruppe L* von S,, zu der 
durch I* kanonisch induzierten Automorphismengruppe n(L*) der L*-Mannig- 
faltigkeit (L* x 8,,)/t(@(x)) isomorph ist, und zwar vermédge der Zuordnung 
n:v'¢€ It y,,- v'+ yz). 

Beweis: (U,,, Pz,) ei eine mit der komplexen Struktur von X" vertragliche 
komplexe Karte einer offenen Umgebung U,, von z,¢ X". Ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, da® U,, invariant gegeniiber der 
Isotropiegruppe G(z) ist und y,,(2) = O gilt. 

Da die Ordnung der Gruppe G(z,) als endlich vorausgesetzt ist, kbnnen wir 
ihre Elemente mit J @=1,..., 7, bezeichnen, wobei r = Ord (G(z)) ist. Die 
Abbildungen g? : = 9,,0 9,0 gz}, o= 1,..., 7, stellen dann holomorphe Auto- 
morphismen von ¢,,(U,,) dar, die den Nullpunkt festlassen. Sie lassen sich 
durch Systeme von n-holomorphen Funktionen beschreiben, die folgende Ent- 
wicklungen um den Nullpunkt besitzen, wenn wir die Koordinaten von ¢,,(U,,) 
mit z = (z,), »= 1, ..., n, bezeichnen: 


n 
(4) 95 :2,> : = fO(z) = F a@oz+-: g=l,...,8, @=l,...,9. 


w=1 
Setzen wir A,= (a), », 4=1,..., n, so 14Bt sich Abbildung (4) auch folgender- 
maBen darstellen : 
ge :2>2@= Aoz+-::, 


wobei die Determinante von A, ungleich Null ist. 
Durch die Abbildung 


l Tr 
42> wi=— 2 Act 0 ge (2) =2 + °° 
e= 


wird eine Umgebung des Nullpunktes biholomorph auf eine Umgebung des 
Nullpunktes abgebildet. Wir kénnen annehmen, da8 U,, von vornherein so klein 
gewahlt war, daB die Abbildung 7|p, (U,,) > C" selbst schon biholomorph ist. 
(Uz,, Gz.) Mit G.,: = 7% O Px, ist wieder eine mit der komplexen Struktur von X" 
vertragliche Karte von U,,. Die Abbildungen g,: = ¢,,0 g,0 Gz,! stellen holo- 
morphe Automorphismen von ¢,,(U,,) dar, wobei gilt: 9,: w+ w@ = A,o w, 
wie man leicht nachrechnet. Die Matrizen A,, o@=1,...,7, bilden eine zu 
G(x») isomorphe Gruppe. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
annehmen, da8 die Matrizen A,, 9 = 1,..., 7, unitar sind. Dies lat sich stets 
durch eine nicht-singulére Koordinatentransformation erreichen. 

Es gibt eine offene Umgebung V, der Identitat i von Z* und eine Umgebung 
0. Uz, Yon 2X, so daB O(V;, x 0.) U,,. Die Umgebung V, von i sei klein 
genug gewahlt, so daB sie eine mit der komplexen Struktur von L¢ vertragliche 
komplexe Karte (V;, o;) zulaBt. Die Koordinaten von o,(V;) seien mit v = (v,), 
A=1,...,¢q, bezeichnet und es sei o,(i) = QO. 


1) Es sei angenommen, daB L¢ auf jeder Zusammenhangskomponente von X" effektiv 
operiert. 
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Wir betrachten dann die holomorphe Abbildung ®jo,(V,) x ¢.,(0.,) > 
G2,(Uz,), die durch @: (v, w) + &: = G,,0 D(o7*(v), Gz1(w)) gegeben ist. Wir 
werden zeigen, daB der Rang der Funktionalmatrix 

(2% =) , (2 w) 2D(v, w) 
Ov, °=0,0=0° an, std Bi au, EP 








gleich q ist. 

Vc V; sei eine Umgebung der Identitat i mit der Eigenschaft, da 
V.oV,c V,. Fir v und v* aus o,(V,) ist dann durch die Zuordnung 
(v, v*) > h(v, v*) : = o,(077(v) © of 1(v*)) eine holomorphe Abbildung von 
a,(¥,) x o,(¥,) in o,(V,) definiert (h(e, v*) habe die Komponenten h,(v, v*), 


A=1,...,q), wobei die Funktionalmatrizen (Agee my und (Su )), 
” # 
A, =1,...,q, den Rang q besitzen. 
Es gilt: 


(7) G(h(v, v*), w) = FLo B(v*, w), 


wobei F,: = G,,0 o7*(v) o Gz} fiir festes v eine biholomorphe Abbildung von 
Gz,(0,,) in Gz,(U.,) ist. Aus (7) folgt: 


(See. rn) -( £, @D(v,0)  ahy(v, v*) 
vw=0 a ‘Ant 





aug =, om but 


- ( ee *) 9° (“5—)..= er). -0° ae ee 


Somit ist : 














2D(v, 0) a(v*, 0) i hes 
©) a felch 
7, _ (aF,(w*) ‘ oha(v, v*) 
wobei C: = ( aus FS den Rang n ag D: = (Fa) ine den Rang 
q besitzt. Folglich ist der Rang von oo) konstant. Definiert man den 


Rang einer holomorphen Abbildung g eines komplexen Raumes X in einen 
komplexen Raum Y im Punkte x2¢X durch r,(z): = Codimension von 
¢~1(p(z)) (siehe [10]), dann hat die Abbildung @\0,(V;) x O-+ G,,(Uz,) in 
jedem Punkte (v, O) € o;(¥,) x O den Rang q, da L* der Bedingung (IE) geniigt. 
Nach einem Hilfssatz von R. Remmert (siche [10], 8.348) gilt dann, da 


05(v, O): = Rang (SEO) in allen Punkten (v, 0) aus o,(V,) x O denselben 
# ~ 
‘ , 20(v,0 
Wert annimmt, 93 (v,0) = rg (v,O) = q, speziell also 05 (0,0) = Rang (A), - 


= q. Da die Matrix (“3 oy 0” Reihen und g Spalten hat, so muB not- 
7 - 


wendig q < n sein. 
Die Vektoren Bete) potieg = Ane 2 spannen fiir v = O einen g-dimensionalen 
1 ¢ 
komplexen linearen Teilraum V¢ des C” auf. Es gibt eine unitaére Transformation 
Math. Ann. 139 27 
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w—>u= T ow des C* auf sich, die V* auf den Teilraum {u: u € 0", u.4,;=-*: 
= u,= 0} abbildet. (U,,, G,,) mit G,,: = T © Gz, stellt wieder eine mit der 
komplexen Struktur von X* vertragliche Karte von U,, dar. Wir betrachten 
die holomorphe Abbildung 6\c,(V,) x Gx,(Oe,) > Ga,(Ue,), die durch 
6: (v, u) > a: = Gx, © P(o7*(v), Fz,2(u)) gegeben ist. Es gilt: B(v,u) 
=T o B(v, T-1u). 

Daraus folgt : 





(281.0) = 7 (2802-0) 


OU, ay 


Die Zeilenvektoren Z®) der Funktionalmatrix ( 
identisch Null. 
Die Automorphismen 9, : = $0 9° Fx = Tog,0 T-1,9=1,...,47, von 
Ge, (Us) haben die Form g,:u-— u®:= B,ou, wobei B,: = To A, o T-1 
wieder unitére Matrizen sind. Wir behaupten nun, da die B, alle die Form 
B, = (o" y,) besitzen, wobei M, und N, quadratische g- bzw. (n — q)-reihige 


nicht-singulare Matrizen darstellen. Hierzu waihlen wir eine Umgebung y, der 
Identitaét von L* mit der Eigenschaft, g, o p, og! c V, fir 9 = 1,..., r. Es gilt 
dann: v@; = K@(v): = o,(g, 0 o7*(v) og,") € o,(V,) fir alle v¢ out) und 
o=1,...,r. Die Komponenten von K®)(v) seien mit K¥(v), A=1,...,4, 
bezeichnet. Man findet durch eine einfache Rechnung: 





2910.0)’ sind damit far »>¢ 


OU 


B(v, 0) = F.,0 P(Gz"(v) Gz} (O)) = Fe, 0 P(g, 0 oF *(v) 0 ge", x) 
= Gx, Yo 0 G7 *(v) 0 Ge").0 a = (Fu, O Jp) O OF 1(v) O 
= (Ga, ° Je ° Gz,') © Gs, © (07 *(v) 0 Gz2(0)) 
= §. 0 Gx, 0 P(G;3(v), F530) = §, 0 Biv, 0) . 











Hieraus folgt dann: 
a ) _( $& 2dwo,o, KP) 
Ov, =0 i=3 ave) Ov, went 

__ (@@(v, 0) aK@(v)\ | 2D(v, 0) 

=( av ),~0°( dey ).n0™ Bo (= OU, Wes 
oder Y 

aD(v, O) aD(v, O) 

(9) ( Ov, had of." B,( Ov, hae? 


wobei K, : = (Fe) i eine quadratische g-reihige nicht-singulare Matrix ist 
< # S 


Oe) e kénnen wir in der Form (6) schreiben, wobei F eine g-reihige qua- 
# — 


dratische nicht-singulare Matrix ist. Zerlegen wir B, auf ‘olgende Weise in 
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Teilmatrizen . ae M, HD 
+ \aP Ny, 


wobei M, und N, quadratische g- bzw. (n.— q)-reihige Matrizen sind, dann kén- 
nen wir Gleichung (9) auch folgendermaBen schreiben : 


F M, HY\  /(F 

(10) (0) °%= (i )o(0)- 
Daraus folgt: O = H® o F oder H® =O, da F nicht singular ist. Da aber B, 
unitar ist, muB auch ‘EO = O sein, g. e. d. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns jetzt dem eigentlichen Beweis 
von Satz 4 zuwenden. 

. sei ein in ¢,,(O,,) gelegenes (n — q)-dimensionales Ebenenstiick : 

Ey: = {u: w € Ge,(Oz,), ty = +++ = ty = 0, [tess] < 6, ..-, [teal < e}- 

Denis betrachten wir die Abbildung ®*|o,(V,) x Z > §(Ue), die aus & 
durch Beschrankung auf o,(V,) x Z, entsteht. Wir interessieren uns fiir den 
Rang der Funktionalmatrix von ®* im Punkte (v, u*) =O, wobei 
u*: = (Uo44,..., Uy) ist. Es gilt: 





2D* (v, u*) aD*(v,u*) I8D*(v, u*) 8 D* (v, u*) 
(11) ( av, aig au, ~ a... eu, te = 
FO ) 
- (0 | 


Dabei ist Z,,. die (n — qg)-reihige Einheitsmatrix. Da F den Rang q besitzt, hat 
die Funktionalmatrix von ®* im Nullpunkt den Rang n. Somit stellt ®*, falls 
wir V, und £, klein genug gewahlit haben, eine biholomorphe Abbildung von 
o,(V,) x E, auf eine in ,,(U,,) gelegene offene Umgebung des Nullpunktes dar, 
wahrend @ selbst V, x ¢z,1(E,) biholomorph auf eine offene Umgebung S¥, des 
Punktes z, abbildet. Bezeichnen wir die beziiglich L* saturierte Hille #( (S}) 
von S¥ mit S,, und setzen wir s,,: = $7,(E,), so ist S,, offen und zusammen- 
hingend (wegen des Zusammenhangs von L*), und es gilt : Hf (8,,) = S,,. Da E, 
gegeniiber den unitéren Transformationen 9,, 9 = 1,...,r, invariant ist, so 
bleibt s,, invariant gegeniiber der Isotropiegruppe @(z,). Teil 1 von Satz 4 ist 
damit bewiesen. 

Wir where, daB die Abbildung ®|V, x s,,— S,, injektiv ist. Definiert man 


v= v V,0 g,, 80 bleibt jedoch die Abbildung | V,x 8_,> S,, im allgemei- 


nen nicht mehr injektiv. Es gilt: Zwei Punkte (v, z) und (v’, z’) aus 0, X 82, 
haben genau dann dasselbe ®-Bild, wenn es ein Element g,¢ G(x) gibt, so daB 
(v’, 2’) = (v0g,,g¢ 10 x) ist. Man sieht sofort, daB stets ®(v og,, g>'0 x)= D(v,x) 
ist. Gilt andererseits: (v, z) = D(v’, x’), (v, x) und v’, x’) « 0, x 8,,, dann gibt 
es Elemente g, und g,, aus G (2), so daB (v 0 g,, gy'o x) und (v’0 gy, gg'o 2’) 
€ V;,x 8,,und O(v og,,g¢10 x) = D(v’ 0 gy, gz! © 2’) ist. Da aber ®|V; x 8,,-> Sy, 
injektiv ist, so muB (v © g,, gg? 0 x) = (v'O gy, gy? 2’) sein. Dies bedeutet aber 
nichts anderes als (v’, x’) = (v © g,», g@'O x) mit g.6= g,0 gp" € G(x). 
27° 
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Wir wollen nun zeigen, daB man ¢ und damit auch s,, so klein wahlen kann, 
daB ganz allgemein gilt : (v, x) und (v’, z’) ¢ L* x s,, haben genau dann dasselbe 
®.Bild, wenn es ein g,€ G(x») gibt, so daB (v’, x’) =(v0g,, go'0 2) ist. 
Angenommen, diese Aussage sei falsch, dann gibt es gegen x, konvergente 
Folgen {z,: x,€ 8,,, ¥ = 1, 2,...} und {z): 2) € 8,,, » = 1, 2, . . .}, so wie Folgen 
{v,: v,€ L*} und {v¥: vf ¢ L*}, so daB D(v¥, z}) = D(v,, x,), wahrend (v*, 2’) + 
+ (v,9,. 9910 x,) fir 9 = 1,...,1r. Setzen wir v;: = v>10 uF, so gilt ebenfalls 
D(v,, x,) = D(i, z,) = x,, wahrend (v,, x) + (g,, gg'0 2,) fir g@=1,...,7. Da 
(i, z,) € 0, x 8,,, 80 kann nach unseren Voriiberlegungen (v;,z;) nicht in 
0.x 8,, liegen, also gilt: v, ¢ v, fir y= 1,2,... 

Wir wollen jetzt von der Voraussetzung Gebrauch machen, daB die Gruppe L* 
schwach lokal eigentlich auf X" operiert. Es gibt also eine Umgebung 0,, 
(82, sei sokleingewahlt,daB s,,c 0,,),s0daB die Abbildung ®|L*x 0,,+ #(0,,) 
eigentlich ist. Da {x,: y = 1, 2,...} \/ {ao} kompakt in s,,c #(0,,) liegt, so 
muB @-1({x,: y = 1, 2, ...} U {x9}) kompakt in L* x O,, sein. Dann liegt aber 
auch @0 @"({z,:»=1, 2, ...} U{x}) kompakt in L*. Dabei ist 
O\LI* x 0..> I* die kanonische Projektion. Da {(vj, 2): » = 1,2,...}¢ 
CP ({z,: » = 1, 2, . . .} U {x9}), so liegt {v; : » = 1, 2, . . .} in einer kompakten 
Teilmenge von L* und besitzt folglich eine konvergente unendliche Teilfolge 
{v,: p= 1,2,...}. 4 

Es sei lim % = Vo. Da V; und damit auch V, offene Teilmengen von L* dar- 


poo 


stellen, so liegt v, nicht in V,, da kein Glied der Folge {v,,.: a= i,2,...}a0 V, 


gehért. Da nun die Isotropiegruppe G(z,) in V, enthalten ist, so gehért vy nicht 
zu G(z,). Andererseits ergibt sich im Widerspruch hierzu: z= lim z, 
= lim Pv, z,,) = D(v9, Xp) = V9 © Xp, was namlich bedeutet, daB v, our Iso- 

—>0o . 
troplegrappe G@(z9) gehort. Wir koénnen also annehmen (falls nur s,, klein genug 
gewahit ist), daB (v, z) und (v’, x’) € L* x s,, genau dann dasselbe ®-Bild haben, 
wenn es ein g,€ G(z,) gibt, so daB (v’, x’) = v Og,, ge*0 2) ist. 

Ordnen wir dem Automorphismus g<¢ @(z,) den Automorphismus 
t(g) : (v, z) + (v 0g, g0 2) von L* x 8,, zu, so bestehen die t(@)-Aquivalenz- 
klassen von Lx s,, genau aus solchen Punkten, die bei der Abbildung 
®|L* x s,,> S,, denselben Bildpunkt in S,, haben. 

Yz,: = t0D|8,,> (L* x 8,,)/t(@(xz_)) stellt somit eine bijektive Abbil- 
dung dar. Dabei ist #|L* x 8,,> (L* x 8,,)/t(G(z,)) die kanonische Projektion 
von [* x s,, auf den Quotientenraum von L* x s,, nach t(@(z9)). Da in dem 


kommutativen Diagramm IP Xb, 


, LNs 
x ¥: 
I# x 8,,)[t(G(x9)) +--— 8, 


@ und ¢ surjektive eigentliche holomorphe Abbildungen darstellen und y,, ein- 
deutig erklart ist, so ist auch die-Abbildung y,, holomorph (siehe [10], 8. 363). 
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Insgesamt erweist sich also ye, als eine biholomorphe Abbildung von S,, auf 
die L*-Mannigfaltigkeit (L¢ x s,,)/t(@(z,)). Damit ist auch Punkt 2 von Satz 4 
bewiesen. 

Wie in den Vorbemerkungen dieses Paragraphen iiber L-Mannigfaltigkeiten 
kénnen wir jedem v’¢ L* auf kanonische Weise Automorphismen 7*(v’) und 
n(v') von L* x 8, baw. (L* x 8,)/t(G(x)) zuordnen, so daB (siehe Diagramm (2)) 
das folgende Diagramm kommutativ wird: 





v y 
8, > S,, 
+ 4 
°| I? 
(12) IP X 8, 2. 19 x be, 
? ls 





+ 
nv’) 
(L* x 84,)/t(@(x9)) —— > (L" X 84,)/t(G(x9)) 
Die Kommutativitat fiir den oberen Teil von Diagramm (12) ergibt sich sofort 
aus der Gleichung: 


v'o D(v, z) = (v' Ov) Oo a= D(v'ov, x) = Do HF (v’) O(n, x). 
Die Kommutativitaét von Diagramm (3) ergibt sich jetzt wie folgt: 
2,0 0 = pz,0 (v'0 D) 0 O'= (@0 DO") 0 (Po #* (v')) 0 
(@ 0 nF (v')) 0 B= ylv’) 0% OD = lv’) 0 pr, . 
Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Mit Hilfe dieses lokalen Abbildungssatzes kann man sofort den folgenden 
globalen Abbildungssatz gewinnen. 

Satz 5: X" sei eine n-dimensionale komplexe Mannigjaltigkeit, die eine zu- 
sammenhiingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe L*, 
q > O, zuléBt. L" geniige den Bedingungen (1E) und (SLE). Dann besitzt X" 
einen Allas {(S;, y,): i ( 1} mit folgenden Eigenschaften: 

1. S, stellt fiir jedes i « F eine beziiglich L" saturierte zusammenhiingende offene 
Menge in X* dar. Es gilt: U S,;= X". 


icl 

2. wy, bildet S, biholomorph auf eine L'-Mannigfaltigkeit ab. Die durch L* 
kanonisch induzierte Liesche Automorphismengruppe ,(L") von w,(S,) ist zu L* 
auf kanonische Weise isomorph. p,(S,/\ S;) ist ebenfalls eine L"-Mannig{altigkeit, 
wobei n,(L") (beschriinkt auf y,(S,-\ S;)) gleich der durch L" kanonisch induzier- 
ten Lieschen Automorphismengruppe von w,(S;-\ S;) ist. 

3. Die Aulomorphismen n;(v') und y,(v') (v'¢ L") von y,(S;) bow. y;(8;), 
i,j © I, sind mit den Kartentransformationen y,;:— y,© pj "|y(SiO Sj) > 
yp (S;-\ S;) vertriglich, d. h. es gilt: 


(13) Yi n;(v’) Hiv’) O Pi: 


Beweis: Nach Satz 4 kénnen wir jedem Punkt x ¢ X* cine saturierte zu- 
sammenhingende offene Umgebung S, und cine Karte (S,, yz) zuordnen, so daB 
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y,(S,) eine L*-Mannigfaltigkeit (L* x s,)/t,(@(x)) darstellt, wobei s, eine durch 
x laufende, gegeniiber der Isotropiegruppe G(z) invariante komplexe Unter- 
mannigfaltigkeit von S, ist mit der Eigenschaft, dab # (s,) = S, ist. Die kano- 
nisch induzierte Liesche Automorphismengruppe 7,(L*) von (L* x 8)/t.(@(z)) 
ist dabei zu L* isomorph. 

Es bleibt zu zeigen, daB y,(S,- S,.), x, x'« X", wieder eine L*-Mannig- 
faltigkeit ist. sz’: = s,7\ S,, stellt eine gegeniiber G(x) invariante komplexe 
Untermannigfaltigkeit von S,7\ S,, dar, so daB gilt: #(s?’) = S,r\ Sy. Nach 
der Definition von y, ist dann y,(S,% S,) = (L4 x 87')/t,(@(z)). ye(S20 Sy) 
stellt somit wieder eine L*-Mannigfaltigkeit dar. Beschrinkt man die Auto- 
morphismen 7,(v’) aus n,(L*) auf y,(S,7- S,), so erhalt man gerade die durch 
v’€ L* kanonisch induzierten holomorphen Automorphismen von p,(S,% Sy). 

Nach Satz 4 gilt: 

Ye V'= nelv’) O Ye- 
Daraus folgt : 
Ne(v’) O Yer = Nel’) © Ye Yr' = Ye v'O pz! 
= (Ye Yr") © (ye v') O pe" = Yer (He (v') © Ye) O ys" 
= Yar O Ha (v’) - 


Damit stellt {(S, p,) : x <« X"} einen Atlas von X* mit den gewiinschten Eigen- 
schaften 1)—3) dar. 

Bevor wir weitere Abbildungssatze aussprechen kénnen, miissen wir uns 
den durch Liesche Automorphismengruppen gegebenen Zerlegungsraumen zu- 
wenden. 


§ 3. Durch komplexe Liesche Automorphismengruppen erzeugte 
analytische Zerlegungen von komplexen Mannigfaltigkeiten 


Wir wollen uns zunachst auf die Untersuchung von L-Mannigfaltigkeiten 
beschranken. Eine L-Mannigfaltigkeit ist bekanntlich durch eine komplexe 
Mannigfaltigkeit X, eine endliche Untergruppe G von L und einen Homomor- 
phismus h|G — B(X) eindeutig festgelegt; dabei verstehen wir unter B(X) 
die Gruppe aller holomorphen Automorphismen von X. Die L-Mannigfaltigkeit 
selbst ist dann als der Quotientenraum (Z x X)/z(@) definiert (siehe § 2). Die 
durch ZL kanonisch induzierte Liesche Automorphismengruppe »(Z) von 
(ZL x X)/x(G@) gibt AnlaB zu einer Zerlegung der L-Mannigfaltigkeit (L x X)/1(@). 
Es gilt die folgende Aussage: 

Satz 6: In einer L-Mannigfaltigkeit (L x X)/t(G@) mit der durch L kanonisch 
induzierten Lieschen Automorphismengruppe n (L) ist die durch n(L) gegebene Z-r- 
legung Z, (1) analytisch, und zwar laptsichdem Quotientenraum [(L x X)/t(@)}/n(L) 
selbst eine (normale) komplexe Struktur aufpriigen. AuBerdem sind die Forde- 
rungen (Q,) und (Q,) erfiillt. 

Beweis: Die kanonische Projektion #|L x X + (ZL x X)/r(@) stellt eine 
offene eigentliche holomorphe Abbildung dar. Da h(@) als endliche Automor- 
phismengruppe von X eigentlich diskontinuierlich auf X operiert, besitzt der 
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Quotientenraum X/h(G@) eine normale komplexe Struktur und die kanonische 
Projektion 2|X - X/h(G@) ist ebenfalls eine offene eigentliche holomorphe Ab- 
bildung. p|L x X + X sei die durch p : (v, x) > x gegebene kanonische Pro- 
jektion. Bezeichnet man die Klasse aus (ZL x X)/r(G@), in der das Element (v, x) 
liegt, mit [v, x], so ist die Zuordnung p : [v, x] > [x] ¢ X/h(G@) unabhangig vom 
Reprasentanten und stelit somit eine eindeutige Abbildung von (LZ x X)/r(@) 
auf X/h(G) dar. Wie man sieht, ist das folgende Diagramm kommutativ : 


Lx X—+(L x X)/x(@) 
(*) B ip 
+ a + 
x-+ X/hG) 


Aus der Kommutativitét von Diagramm (*) ergibt sich sofort, daB die 
Abbildung p 0 @|Z x X -— X/h(G@) holomorph ist. Da @ eine surjektive eigentliche 
holomorphe Abbildung darstellt und p eindeutig definiert ist, so muB die Ab- 
bildung p holomorph sein (siehe [10], 8. 363). Da die Abbildungen #, % und p 
offen sind, so muB dasselbe fiir p gelten. 

Wir behaupten nun, daB der Quotientenraum [(L x X)/z(@)}/n(Z) zam 
Quotientenraum X/h(@) topologisch aquivalent ist. Bezeichnet man die Aqui- 
valenzklasse aus [(Z x X)/1(@)]/n(L), die durch (v, x) ¢ L x X erzeugt wird, 
mit [[v, z]], so ist die Zuordnung ¢: [[v, x]] > [x] « X/h(@) vom Reprisen- 
tanten unabhangig, wie man leicht nachweist, und stellt somit eine eindeutig 
definierte Abbildung von [(L x X)/t(@)]/n(L) auf X/h(G) dar. Die Ein- 
deutigkeit der Abbildung ¢ ergibt sich wie folgt: Ist [[v,,2,]] + [[v,, z_]], dann 
haben die Teilmengen {(v 0 v,0 g,(h(g))0 z,):v¢€L,g¢€@}, »=1,2, von 
L x X keinen Punkt gemeinsam. Daraus folgt speziell, daB stets (h(g’))“0 2, 
+ (h(g"’))-“*0 2, ist, wobei g’ und g” beliebig aus G genommen sind. Anders aus- 
gedriickt bedeutet dies, daB stets gilt: z,+ h(g) 0 x, g€G. Folglich ist 
[2] + [a]. 

k\(L x X)/r(@) > ((L x X)/t(@)/n(L) sei die kanonische Projektions- 
abbildung. Sie ist stetig und offen. Das folgende Diagramm ist, wie man sofort 
sieht, kommutativ: 

(L x X)/x(@) 


A™ 
(14) +4 ¥? 


((L x X)/x(@)]/n(L) —> X/M(@) 


Da die Abbildungen k und p beide stetig und offen sind und ¢ eineindeutig ab- 
bildet, so stellt ¢ eine topologische Abbildung dar. 

Damit la8t sich die normale komplexe Struktur von X/h(G@G) auf den Quo- 
tientenraum [(Z x X)/r(@)}/n(ZL) von (L x X)/t(G@) nach (ZL) tibertragen. 
Da p eine holomorphe Abbildung darstellt, ist die Projektionsabbildung 
k=t-1o0 p\(L x X)/t(@) > [((L x X)/t(@)}/n(L) per definitionem holomorph. 
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{\(L x X)/t(@) > Y sei cine holomorphe Abbildung von (Z x X)/1t(@) in 
einem komplexen Raum Y, die auf den 7(L)-aiquivalenten Punkten von 
(L x X)/t(@) gleiche Werte annimmt. f ist auf den Fasern der Abbildung k 
konstant, definiert also in eindeutiger Weise eine Abbildung /* : 
=fok|((L x X)/t(@)}/n(L) > Y. Da k eine surjektive offene holomorphe 
Abbildung darstellt und f = /* 0 k gilt, so ist /* ebenfalls eine holomorphe Ab- 
bildung (siehe [12], 8. 76). Hieraus ergibt sich speziell, daB jeder 7 (L)-invarian- 
ten holomorphen Funktion / auf (L x X)/t(@) eine holomorphe Funktion /* auf 
{((L x X)/r(G@)]/n(L) zugeordnet werden kann, so daB gilt f = {* o k. Die durch k 
induzierte Abbildung k*\J({L x X)/t(@)}/n(L)) > 1((L x X)/t(@), n(L)) ge- 
geben durch k*: {/*-» {: = {*0 k, ist also ein surjektiver Isomorphismus (siehe 
[10], S. 369). Damit ist Satz 6 bewiesen. 

Bevor wir die in der Einleitung angefiihrten Aussagen 1.—3. beweisen, 
miissen wir den Begriff des komplexen Raumes etwas verallgemeinern, und 
zwar werden wir auf das hausdorffsche Trennungsaxiom verzichten und dafiir 
nur das Trennungsaxiom 7’, fordern. 

Definition 4: Unter einer n-dimensionalen komplexen Karte auf einem 
T,-Raum verstehen wir ein Paar(U, g), wobei U eine offene zusammenhiangende 
Menge in X ist und 9 eine topologische Abbildung von U auf einen n-dimen- 
sionalen komplexen Raum darstellt. Ein pseudo-komplexer Atlas eines 7',- 
Raumes X ist dann eine Kollektion % = {(U,, ,):i¢ J} von komplexen 
Karten auf X, wobei gilt: 1. p | U,;= X. 2. Ist U,;: = Uj U;+ 9, so ist 
Vis: = i YQ; (Ui5) > P(U;,) eine biholomorphe Abbildung des komplexen 
Raumes ¢;(U;;) auf den komplexen Raum 9,(U;,,;). 

Erfiillen zwei Karten (U,, g,) und (U;, p;) Bedingung 2. von Definition 4, 
so sollen sie holomorph vertraglich genannt werden. Enthalt ein Atlas 2 eines 
7',-Raumes jede komplexe Karte (U, g), die mit allen komplexen Karten aus 2 
holomorph vertraglich ist, dann heiBt A ein kompletter pseudokomplexer Atlas 
von X oder cine pseudo-komplexe Struktur auf X. 


Definition 5: Ein 7,-Raum mit ciner pseudo-komplexen Struktur heiBt ein 
pseudo-komplexer Raum. 

Wie auf komplexen Raumen, so lassen sich auch auf pseudo-komplexen 
Raumen holomorphe Funktionen einfiihren. 


Satz 7: Ist X" eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und L" eine 
zusammenhiingende q-dimensionale (q > 0) komplexe Liesche Automorphismen- 
gruppe von X", die den Bedingungen (1E) und (S LE) geniigt, dann lapt sich dem 
Quolientenraum X"/L" eine (normale) pseudo-komplexe Struktur aufprigen. 
Dabei gelten die Aussagen ((),) und ((Q,). 





Beweis: X" besitzt cinen komplexen Atlas {(S,, y,): i ¢ 1}, der den Bedin- 
gungen |1.— 3. von Satz 5 geniigt. Dabei kénnen wir annehmen, daB die L’- 
Mannigfaltigkeit y,;(S;) die Form (14 » s,)/1@(x,)) besitzt, wobei s,, cine zu 
sammenhangende durch einen Punkt 2;° S,; laufende komplexe Untermanniz.- 
faltigkeit von S; ist. Es gilt #(s,,) — S, (siehe Satz 4). 
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Der Quotientenraum X*/L* ist nach Satz 1 von § 1 ein 7,-Raum. Die kano- 
nische Projektionsabbildung 2|X*— X"/L* ist stetig und offen. U,: = 2(S,) 
stellt daher eine zusammenhangende offene Teilmenge von X"/Z* dar, und zwar 
ist U, gerade gleich dem Quotienten S,/L*. 

Da der durch v’¢ L* kanonisch induzierte holomorphe Automorphismus 
nv’) von y,(S,) = (L* x 8,,)/t(G(z,)) der Gleichung n,(v') 0 y;= y,o v' ge- 
niigt (siehe Satz 4, Diagramm (3)), so bildet y, die Z*-Aquivalenzklassen von S, 
eineindeutig auf die »,(Z*)-Aquivalenzklassen von (L* x 8,)/t{G(x,)) ab. 
y,; induziert also auf natiirliche Weise eine eineindeutige Abbildung 
E,|U,> (4 x 8,)/t(@(z,))\/n, (1), so daB das folgende Diagramm kommutativ 
wird: 

87S (IA x 44/44 (2) 


(15) “ I ie Pal 
. ; ; t 
U,—*> ((L* x 8_,)/t(G(x,)\ nL") > 84, 2,) 


Dabei sind k,, t,, p; wie in Diagramm (14) definiert. 

Da y, eine topologische Abbildung ist und z und &, stetige offene Abbil- 
dungen darstellen, so ist ¢; ebenfalls topologisch. Wir behaupten nun, daf 
{(U,;, 9): i € 1} mit gy: =t,0 8, ein pseudo-komplexer Atlas von X*/L* ist. 
gy, bildet die zusammenhangende offene Teilmenge U; von X*/L* per defini- 
tionem topologisch auf den (n — q)-dimensionalen (normalen) komplexen Raum 
8_,/@(xz,) ab. (U,, p,) stellt somit eine komplexe Karte auf dem 7',-Raum X*//“ 
dar. Wir haben zu zeigen, daB {(U,, g,;) : i « J} den Bedingungen 1. und 2. von 
Definition 4 geniigt. Ad 1. sieht man sofort, daB UY, U,= X*/I7 ist. Ad 2. iiber- 
legt man sich, daB die Abbildung 9;;: = 9,0 gj "*\9,;(Ui;) > (U;,), falls 
U,,: = U,r\ U;+ 9 ist, auch folgendermaBen geschrieben werden kann: 


Pis= Pi P= (iO A) 0 (A100 GF") = (PO ®) (MjO AY" ~ H19 ZF" 
mit y;: = p,O y;. Hieraus ergibt sich die Gleichung: 


(16) Xi Vis? KH - 


Da x; und x; holomorphe Abbildungen von S; > S; auf y,(U;,;) bzw. ,;(U;;) 
darstellen und die Abbildung g,; von g,;(U;;) auf p,(U;;) topologisch ist, so ist 
9; 8ogar holomorph (siehe [12], 8. 74). 

Der pseudo-komplexe Atlas {(U;, p;): i © J} von X*/L" laBt sich komplet- 
tieren zu einer pseudo-komplexen Struktur auf X*/L*. Die Giiltigkeit der Aus- 
sagen (Q,) und (Q,) ergibt sich sofort aus den entsprechenden Aussagen tiber 
[4-Mannigfaltigkeiten (siche Satz 6). 

Verscharfen wir die Voraussetzungen von Satz 7 und fordern, daB die Gruppe 
L* den Bedingungen (IE) und (LE) geniigt, so kénnen wir zunichst wie beim 
Beweis von Satz 7 schlieBen, da®B der Quotientenraum X*/L* eine (normale) 
pseudo-komplexe Struktur besitzt. Nach Satz 2, § 1, wissen wir aber, daB X"/L* 
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hausdorffsch ist; somit ist X*/Z* ein (normaler) komplexer Raum. Es gilt der 
folgende Satz: 

Satz 8: Ist X" eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und L* eine 
q-dimensionale (q > O) zu hiingende komplexe Liesche Automorphismen- 
gruppe von X", die den Bedingungen (IE) und (LE) geniigt, dann besitzt der 
Quotientenraum X"/L* eine (normale) komplexe Struktur, so daB die Aussagen 
(Q,) und (Q,) gelten. 

Geniigt L* sogar der stirkeren Bedingung (E) statt (LE), so gilt zusétzlich, 
da die kanonische Projektionsabbildung a|X"-—> X"/L* eigentlich ist. 

Der zweite Teil von Satz 8 ergibt sich sofort aus Satz 3, § 1. 

Die Satze 7 und 8 kénnen nun benutzt werden, um weitere Abbildungssitze 
zu gewinnen, die in gewisser Hinsicht Verallgemeinerungen des Cartanschen 
Abbildungssatzes darstellen (siehe [1] und [3]). Dabei wollen wir unsere Unter- 
suchungen auf solche komplexe Mannigfaltigkeiten beschranken, die komplexe 
Liesche Automorphismengruppen besitzen, die auf den Mannigfaltigkciten 
echt operieren. 





Definition 6: Eine Gruppe G von Homéomorphismen eines topologischen 
Raumes X auf sich operiert echt auf X, wenn alle Isotropiegruppen G(x), x ¢ X, 
aus der Identitat allein bestehen. 

Es gilt der folgende Satz: 

Satz 9: Ist X" eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und L* eine 
zusammenhiingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe 
von X", die auf X" echt operiert und der Bedingung (SLE) geniigt, dann ist X" 
holomorph dquivalent zu einem pseudo-komplex-analytischen Prinzipalfaserbiindel 
iiber der Basis X"/L* mit L* als typischer Faser und Strukturgruppe. 

Wir benutzen folgende Definition eines komplex- (bzw. pseudo-komplex-) 
analytischen Faserbiindels (siehe [8], S. 43f.): 

Definition 7: Ein komplexer Raum X mit einer holomorphen Projektions- 
abbildung z von X auf einen komplexen (bzw. pseudo-komplexen) Raum Y heiBt 
ein komplex- (bzw. pseudo-komplex-) analytisches Faserbiindel tiber Y mit F 
als typischer Faser und G als Strukturgruppe, wenn folgendes gilt: 

1. F ist ein komplexer Raum und G eine komplexe Liesche Automorphismen- 
gruppe von F, die auf F effektiv operiert (siche [8], S. 43). 

2. Y besitzt eine Uberdeckung U = {U;,: i € J} von offenen Mengen und es 
gibt biholomorphe Abbildungen h; von x~-1(U,) auf F x U,, die fiir jedes u € U; 
die Faser 2~1(u) (der Projektion 2) auf F x u abbilden. 

3. Zu jedem Paar i,j ¢ J mit U,;: = U; \U,; +9 gibt es g,,€ I'(U;,;, G,), 
so daB die Abbildung h,,: = h,o hj3|F x U;;> F x U;,; die Form (f, u) > 
— (9;;(u) of, u) besitzt. Dabei ist I'(U;;,@,) gleich der Gruppe der holo- 
morphen Abbildungen von U,, in G. 


Beweis von Satz 9: Fiir X" mit der kanonischen holomorphen Projektions- 
abbildung x von X" auf den pseudo-komplexen Raum X"/L* sind die Bedin- 
gungen 1—3 nachzuweisen. 
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Bedingung | ist per definitionem erfiillt, da L* eine komplexe Liesche Auto- 
phorismengruppe darstellt, die durch Linkstranslation effektiv auf sich selbst 
operiert. 

Ad 2 machen wir jetzt von den Satzen 4, 5 und 7 Gebrauch. Danach besitzt 
X" einen Atlas {(S;, y,):i¢ J}, wobei y,(S,) eine L*-Mannigfaltigkeit 
(L* x 8,,)/t;(@(x,)) darstellt und s,, eine durch einen Punkt z, ¢ s, laufende kom- 
plexe Untermannigfaltigkeit von S; ist. Da LZ“ echt auf X* operiert, so besteht 
G(z,) und damit auch 1,(G(z,)) stets aus der Identitat allein; d.h. y,(S,) 
= T,X &,,. 

Der “Quotientenraum X"/I* besitzt einen pseudo-komplexen Atlas 
{(U;, p,): 4 € I} (siehe Beweis zu Satz 7), wobei 2-1(U,) = S,; und 9, (U,) = s,, 
ist. Die Abbildung g,|U;>s,, induziert eine biholomorphe Abbildung 
G,\LA x 8,,> IA x U,, wenn wir ¢;: (v, x) > (f, uw) : = (v-!, gz" (x)) definieren. 
h;: = $,0 y, stellt damit fiir jedes i ¢ J eine biholomorphe Abbildung von 
S,= 2-1(U,) auf I* x U, dar. U: = {U,: i € I} ist per definitionem eine offene 
Uberdeckung von X*/Z*. Zu Punkt 2. bleibt also nur noch zu zeigen, daB fiir 
jedes u ¢ U, die Faser 2-1(u) der Projektion 2 durch h, auf L* x u abgebildet 
wird. u € U, laBt sich schreiben als u = gj'(x), x € 8,,. Da a~1(u) gleich der 
beziiglich Z* saturierten Hille #(x) von 2 ist, so ist per definitionem 
y,(a-*(u)) = L* x x und damit auch h,(x-1(u)) = 4 x wu. 

Ad 3 haben wir die Abbildung h,;: = h,h> + von L* x U,, auf sich zu unter- 
suchen. Wir wollen zunachst zeigen, daB die Abbildung y,;: = y,© yj! von 
y;(8;, 0 8;) = L*x 8 auf y,(8;,7 S;) = L* x sP sich folgendermafen schrei- 
ben 1aBt : 


(17) Piz (Vv, x) > (v, x) :-= (vw Oo §:;(x), Gis (2)) ° 


g,; stellt hier eine holomorphe Abbildung von s{) : = s,,\ S, in L¢ dar. Sie ist 
definiert durch die Zuordnung: z+ @ o y,,;(id, x), wobei O : (v, x) > v die 
kanonische Projektion von L* x s,, auf L* darstellt und id gleich der Identitat 
von L* ist. Zum Beweis von Gleichung (17) hat man sich zunachst zu tiberlegen, 
daB Gleichung (16) auch folgendermaBen geschrieben werden kann: 


(18) Pio YPis= Vis Pj» 


wobei 9,5: = 9, gj ist und p,; die kanonische Projektionsabbildung von 
I* x s,, auf s,, darstellt. AuBerdem besitzen jetzt die durch v’¢ L* kanonisch 
induzierten holomorphen Automorphismen 7,(v’) von L* x 8,, die einfache 
Form: 7;(v’): (v, z) > (v’o v, x). Unter Benutzung der Gleichungen (13) und 
(18) ergibt sich nun: 


Yis(V, 2) = yis0 ;(v) o (id, 2M) = n,(v) o y,;(id, x) 
= (v0 [8 0 y; (id, x)], p,0 yi, (id, 2)) 
= (0 0 G,5(2), Gis0 yO (id, )) = (0 0 G,5(2), Yis(2)) - 
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Mit Hilfe von Gleichung (17) erhalt man jetzt: 


h,50 (f, u) = (G0 ys) O (wy GF") Of, u) = GO Yis0 Fw) 
= 6° pu(f. ou) = $;(f-0 9:5 (Ps (%)), Pes Y (u)) 
= ((9:5(~;(u))}-0 f, PEO P50 ¢;(u)) = (9; ;(u) of, u), 


wobei g;,;: u — [§;;(y,;(u))]-? eine holomorphe Abbildung von U,,; in L* ist; 
d. h. g,;¢ 1'(U;;, [4), q. e. d. 

Ersetzen wir in Satz 9 die Bedingung (SLE) fiir die Gruppe Z* durch die 
starkere Forderung (LE), so gilt: 

Satz 10: Ist X" eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und L* eine 
zusammenhiingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe von 
X", die auf X" echt operiert und der Bedingung (LE) geniigt, dann ist X,, holo- 
morph dquivalent zu einem komplex-analytischen Prinzipalfaserbiindel iiber dem 
Quotientenraum X"/L* als Basis mit L* als typischer Faser und Strukturgruppe. 


Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 8, wonach X"/L* unter den Voraus- 
setzungen von Satz 10 nicht nur ein pseudo-komplexer, sondern sogar ein 
komplexer Raum ist. 
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Untersuchungen tiber Momentenprobleme bei Verfahren 
vom Hausdorffschen Typus*) 


Von 


K. Enpt in GieBen 


Einleitung 


In einer grundlegenden Arbeit bewies Hausponrr fl], daB einige der 
wichtigsten linearen Limitierungsverfahren durch ein gemeinsames Erzeugungs- 
prinzip gewonnen werden kénnen, naimlich in der Form 66 darstellbar sind, 


wo 6 die Differenzenmatrix 6 - ((- 1" *)) und yu = (4,) eine Diagonalmatrix 


ist. Die Klasse $ dieser nach Hausporrr genannten Verfahren von der Form 
66 besitzt zwei wichtige Klasseneigenschaften: Je zwei Hauscorffverfahren 
sind vertauschbar und, wenn regular, vertraiglich. Hierbei beruhen diese zwei 
Eigenschaften einma! auf der Darstellbarkeit der Hausdorffverfahren in der 
Form 66, andererseits auf der Tatsache, daB die Differenzenmatrix 6 in- 
volutorisch ist, d. h. daB 6 = d~?* gilt"). 

Es liegt nahe, mit anderen involutorischen Matrizen 6* Klassen $* von 
Limitierungsverfahren der Form 6* 4 4* zu untersuchen. Alle solche Klassen 9* 
besitzen die oben erwaihnten Hausdorffschen Klasseneigenschaften. In einer 
friiheren Arbeit [2] sind mit gewissen involutorischen Matrizen 6) (k= 1,2,...) 
abzahlbar viele Klassen von Limitierungsverfahren definiert und untersucht 
worden, deren Elemente als ,,Produkte‘‘ von Hausdorffverfahren inter- 
pretiert und vermége ihrer Wirkweise als ,,Liickenverfahren“ bezeichnet 
werden kénnen. Diese Liickenverfahren sind inzwischen von R. ALBRECHT [3] 
von dem speziellen Hausdorffschen Erzeugungsprinzip losgelést und fiir sich 
untersucht worden. 

Den folgenden Untersuchungen legen wir fiir beliebiges reelles « die 


involutorische Matrix 6 = ((- 1y( a ol F 
wenn wir fiir 4 alle Diagonalmatrizen zulassen, eine Klasse $ von Limitie- 
rungsverfahren H™ (nu) = 6@ 46@. Die Klasse 9 ist als Spezialfall enthalten: 
H = H, da 6 = 6 ist. Neben den Hausdorffschen Klasseneigenschaften laBt 


sich fiir jedes « zeigen, daB 9 genau aus den linearen Limitierungsverfahren 


)) zugrunde. Fiir jedes « erhalten wir, 





*) Habilitationsschrift des Verfassers, vorgelegt der Naturwissenschaftlich-Philosophi- 
schen Fakultat der Universitat GieBen. Fiir eine vorlaufige Veréffentlichung eines Teils der 
Ergebnisse vergl. Kurt Envi: “Sur une généralisation des procédés de sommation de 
Hausdorff et la solution d'un probléme de moments.” C. R. Acad. Sci. (Paris) 248, 515 bis 
518 (1959). 

1) Fiir die nun schon klassische Theorie der Hausdorffverfahren vergleiche man etwa 
das entsprechende Kapitel in G. H. Harpy, Divergent Series, Oxford Univ. Press 1949. 
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besteht, die mit einem gewissen festen Verfahren vertauschbar sind. Ferner 
wird gezeigt, daB die Klassen $@) bis auf triviale Diagonalverfahren paarweise 
fremd sind. 

Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin, Regularitatskriterien fiir die 
Verfahren H (u) = 5@ 4d anzugeben. Da sich fiir die Matrixelemente A{¢), 


des Verfahrens H(*)(u) ergibt: h{&, = ( adil *) A™-* u,, lauten nach ToEPiitz 


m—n 
die drei notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Regularitat: 
m 
[@ sup > he =) 4n-* a < co 
mn=0 | 
m 
Ti@ lim ¥ (Rte) 49" -_ 
m—>co n--0 
. m+a 
THe lim se =) 4" te =0 »=0,1,2,... 
m-—> co 


Unsere Aufgabe wird sein, die Folgen {y,,} zu charakterisieren, welche diesen 
drei Bedingungen geniigen, also ein regulares Verfahren H® (yz) liefern. 

Fiir « = 0 handelt es sich um die Regularitatsbedingungen fiir Hausdorff- 
verfahren. Die zentrale Rolle spielt in diesem Fall die Bedingung I : 


sup 3 (™) |4™—* a <o. 


HavusporrF selbst hat den Zusammenhang dieser Bedingung mit der Theorie 
der total monotonen Folgen bzw. der Momentenfolgen aufgezeigt und be- 
wiesen, daB eine Folge {u,} genau dann der Bedingung I(*) geniigt, wenn 
{u,} Differenz zweier total monotoner Folgen, bzw. Momentenfolge ist, 


1 
d.h. mw, in der Form pn, = { x"d x dargestellt werden kann. Im Anschlu8 an 
0 


HavusporFr¥ ist diese Form des Momentenproblems mehrfach aufgegriffen und 
mit den verschiedensten Methoden behandelt worden. Es sei in diesem Zu- 
sammenhang besonders auf die Arbeiten von T. H. HitpEeBRranpr [4], T. H. 
HILDEBRANDT und I. J. ScuénBere [5], I. J. ScuONBeERG [6] und W. T. Scorr 
and H. 8. Wax [7] hingewiesen®*). 

Unter Benutzung der Momentendarstellung lautet das Regularitats- 
kriterium fiir Hausdorffverfahren: Das Verfahren H(u) = 664 ist genau dann 
regular, wenn eine Funktion xy von beschrankter Schwankung mit 7(+ 0) 

1 


= 4(0) = 0 und 7(1) = 1 existiert, so daB u, = f 2*d x ist (n = 0, 1, 2, . . .). 
0 


Analog der Hausdorffschen Theorie spielt auch in unserem allgemeinen 
Fall die Bedingung I@ die entscheidende Rolle bei der Behandlung des 
Regularitatsproblems. Wie sich herausstellt, kann die Untersuchung der Ver- 
fahren H@(u) fiir «< 0 auf den Fall « > 0 zuriickgefiihrt werden. Ist « > 0, 


*) Zur allgemeinen Theorie des M t bl vergleiche man z. B. die ent- 











mn Kapitel in Wrpper, The Laplace Transform, Princeton 1946, und TAMARKIN, 
The Problem of Moments, Math. Surveys I, 1943. 
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so ergibt sich sofort, daB jede Folge {u,}, die der Bedingung I geniigt, auch 
die Bedingung 1 erfillt, d. h. Momentenfolge ist. Aber wie man durch Gegen- 
beispiele belegt, ist die Umkehrung nicht richtig. Fiir jedes « > 0 bestimmt die 
Bedingung I@ eine echte Unterklasse der Momentenfolgen, und das erste 
Problem besteht darin, diese Unterklasse zu bestimmen, d. h. die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen anzugeben, die eine Momentenfolge 


1 
bn = { x"dy, d.h. die zugehérige Funktion x erfiillen muB, damit {y,} der 
0 1 


Bedingung I geniigt. Wir werden zeigen: Die Momentenfolge {u,} = fad x} 
1‘ 6 
(n = 0,1, 2, . . .) erfiillt genau dann die Bedingung 1, wenn [ x-*\d y| < oo ist. 
+0 
Der hinreichende Teil dieses Satzes gelingt durch Zuriickfiihrung des 
Problems auf total monotone Folgen. Dagegen laBt sich die Notwendigkeit 
erst dadurch beweisen, daB man fiir jede Folge {u,}, die der Bedingung 1@ 
geniigt, die Existenz einer speziellen Momentendarstellung nachweist : 
Wir werden zeigen: 


Eine Folge {u,} erfiillt die Bedingung I@ genau dann, wenn eine Funktion 
1 

p(x) von beschrinkter Variation existiert, sodaB u, = { x***dy(n = 0,1,2,...)%). 
0 


Mit Hilfe dieser speziellen Momentendarstellung kann gezeigt werden, daB 
jede Folge {u,}, die der Bedingung I geniigt, alle Bedingungen von III 
erfillt, auch fir n = 0, in Abweichung von den Verhiltnissen in der Haus- 
dorffschen Theorie, wo die Bedingung I die Spaltenbedingungen III nur 
fiir mn > 1 nach sich zieht. Die mney II stellt, im Gegensatz zum Haus- 
dorffschen Fall, wo sich wegen ys (" )4™—" uy ” yn = fg die Bedingung I1® auf 

n=0 
Mo= 1 reduziert, eine echte asymptotische Beziehung dar. Wir werden be- 
weisen, daB unter der Annahme von I@ die Bedingung II genau dann 


erfillt ist, wenn freay = List, bzw. wenn y(1) — p(+0) = 1 ist, je nachdem, 
ob wir die Dentaliang bn = hi a"d x oder die Darstellung yu, = hi a"*+%d yp heran- 
ziehen. Die beiden Sieciiiaheiiliachtiltiaital sind durch die "Gechihiins x(x) 
= f t*dyp(t) miteinander verkniipft. Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse 
liefert die Regularitatskriterien : 

Das Verfahren H®) (mu) = 5 on ist genau dann em, wenn eine Funktion 


x(x) von beschriinkter Variation mit J a-*\d y| < co und J az-*d y = 1 existiert, 


20 dap y= f wd ist (n= 0,1,2, 


’) Der Beweis folgt in wesentlichen Ziigen einem Beweis von Hausporrr, wie er, mit 
Verbesserungen von AronszaJN und Bosanquet, in Harpy, Div. Series zu finden ist. 
(S. 259—260; man vgl. die Bemerkung zu § 11.9, S. 281.) 
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In dquivalenter Form 


Das Verfahren H® (nu) = 6 nd ist genau dann regulér, wenn eine Funk- 
tion w(x) von beschriinkter Variation mit w(1)— y(+0) = 1 ezistiert, so daB 


1 
Mn = f x*+%dy (n= 0,1, 2,...). 
0 


Analoge Kriterien werden fiir Verfahren H® (u) mit « < 0 gegeben. 

Zum SchluB wird die Frage behandelt, in welcher Form die Konvergenz- 
erhaltung der Verfahren H)(u) bei festem »~ durch Abanderung des Para- 
meters « beeinfluBt werden kann. Da ein Verfahren H‘*)(u) genau dann kon- 
vergenzerhaltend ist, wenn I erfiillt ist, ist diese Frage gleichbedeutend 
damit, ob eine Folge {,} fiir gewisse « die Bedingung I erfiillen kann, fiir 
andere dagegen nicht. Wir werden beweisen, daB fiir eine beliebige Folge {y,} 
das Verfahren H™ (yu) entweder fiir kein « konvergenzerhaltend ist oder fiir 
alle «, oder daB eine eindeutig bestimmte ,,charakteristische Zahl“* a* = a* (4) 
existiert mit der Eigenschaft, daB H@) (4) konvergenzerhaltend ist fiir a < a*, 
nicht konvergenzerhaltend fiir « > «*. Durch Gegenbeispiele wird gezeigt, daB 
fiir «* selbst keine allgemeine Aussage gemacht werden kann, sondern daB es 
Folgen {u,} gibt, fiir welche H@*)(4) konvergenzerhaltend ist, und andere, 
fiir welche dies nicht der Fall ist. 


§ 1. Definition der Verfahren H‘*? (x) 

Sei x eine beliebige reelle Zahl und die Matrix 5@ definiert durch 6@ 
= ((—1» “ ba *)) n,m =0,1,2,...4). Analog dem Hausdorffschen Erzeugungs- 
prinzip bilden wir mit einer beliebigen Diagonalmatrix wu = (u,) (n = 0, 1,2,...) 
das Produkt H@(u) = 6@ yu 6@= (h@). Setzen wir wie iiblich A%yu, 


a 
= Di(—ly (*) y+» 80 ergibt sich fiir die Matrixelemente h‘) die Darstellung: 
vy=0 


wen See (SS) (TEE) cae (AEs) Swe) 


__ fm+a\ —"” i(™ 
(029) Fm Sa 
also h{®) - = p *) A™-"u,. Speziell ergibt sich fiir w,= 1 (n= 0,1,...), 
d. h. fiir die Einheitsmatrix ¢: 

Pe ee On<m 

é Pu® ( 9 ) . Co ln=m 
und damit h® = 4,,,. Da d@ ¢ 6 — 6 §® ist, folgt 6 6@ = e, d. h. 6@ ist 
eine involutorische Matrix. Fiir a = 0 ist 6 = 6, die gewéhnliche Differenzen- 


matrix (( ~1)" ("")) und H® (4) die zu fw gehdérige Hausdorffmatrix. Fiir das 


. mse : 
*) Hierbei ist natiirlich (" ) © fir n > m. 
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hierdurch definierte Hausdorffverfahren soll ebenfalls die Bezeichnung H® (yu) 
verwandt werden. Allgemein liefert jede Matrix H™ (yu) ein lineares Limi- 
tierungsverfahren, das gleichfalls mit H™ (u) bezeichnet werden soll. 


§ 2. Die Klassen 5 


Ist « fest, so erhalten wir, wenn y alle Diagonalmatrizen durchlauft, eine 
Klasse 9 von Limitierungsverfahren. Fiir diese Klassen gilt: 
Satz 1. Je zwei Verfahren einer Klasse 9‘) sind vertauschbar. 
Beweis: Seien H®(u™) und H® (yu) zwei beliebige Verfahren aus 5. 
Dann gilt: 
H® (uw) H® (uw) = 6 pO 6 6 (uw) §@ = 6 pO pO 6 
= 8 pO yO §@ = §@ yO §@ §@ yO §@ = H@ (yw) He (u) . 


Zur Abgrenzung der Klasse § im Raum aller linearen Limitierungsverfahren 
betrachten wir 4, = aly (n = 0,1, 2,...) und mit diesem yu = (u,) das Ver- 
fahren M@ = 6@ yp 6. 

Satz 2. Die Klasse 9) besteht aus allen linearen Limitierungsverfahren, die 
mit M® vertauschbar sind. 

Beweis: Sei A = (a,,,) ein beliebiges lineares Limitierungsverfahren und 
AM®= MA. Setzen wir B = 6@ A 6) = (b,,,,), so gilt wegen (6@)*= e 
A = 6@ Bd5@, ebenso wie aus M@ = 6@ yw d™ folgt: uw = 6% MSM, 

Als erstes zeigen wir jetzt, daB auch B und y vertauschbar sind: 


Bu = 6 A 6 6@ MO §@ = 6 4M 4@ = 6 MA § 
= 6 M55 A §@ = vB. 


Setzen wir fiir den Moment pu = (fmn) (U4mn= Mm fir n = m, 0 sonst), so folgt 
hieraus durch Vergleich der Elemente in der m-ten Zeile und n-ten Spalte: 
bnntn= HmOmn, A. h., da ft,» Up, ist fir n + m, b,,,,= 0 fiir n + m. Dies be- 
deutet aber gerade, daB B Diagonalmatrix ist. Damit folgt aus A = 6@ B 6: 
AEH. 

Als niachstes erhebt sich die Frage nach dem Durchschnitt verschiedener 
Klassen. Natiirlich gibt es Verfahren, die in allen Klassen enthalten sind, z. B. 
das Einheitsverfahren H‘ (e) = e, allgemeiner Vielfache des Einheitsverfah- 
rens, die durch Matrizen uw = (u,) der Form yw,= c(n = 0,1,2,...) erzeugt 
werden. Es zeigt sich, daB dies auch die einzigen Verfahren sind: 

Satz 3. Die Klassen §@ sind paarweise fremd bis auf triviale Diagonal- 
verfahren der Form H™) (ce) = c H™ (e)=c-e. 

Beweis: Wir nehmen an, fiir ein Verfahren A = (a,,,,) gelte: A ¢ H@ und 
A € $*) (a, + a), d. h. es gelte: 


(2.1) A = 6) Th h(a) — § =) pe) 6) | 


wobei u™ = (u%) und u® = (u®) gesetzt sei. 
Math. Ann, 139 
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Da aus (2.1) insbesondere folgt: 
eum ("5 1) 49 = ("5 ) A= w= WD, 


gilt n= p= yw. Sei nun yo= c. Dann ergibt sich aus (2.1): a,,5= AY = 


= ("1 %) Apo= p= ("5 %) A por deh. (1 + 04) (sto oa) = (1+ 0) (to 1 
Da Sneed hh gistilindieaned 0, d.h. 4,= fo= c. Wir nehmen nun an, 
es sei schon bewiesen: fg= f= - . . = fn-,= € und zeigen w,= c. Aus (2.1) 
folgt diy, n—1= MER1= ("| 8) A poy WER a= (" 7) *) Aptg ay deb. (n+ 04) x 
X (Un-1— Mn) = (WM + Og) (Mn-y— fn) und damit wieder wegen n + a+ n+ a 
Ln = Pn-.= ¢- Da dies fiir beliebige n gilt, haben wir gezeigt: 


A = 6@ yp 6@) = 6) (ce) b= cI eIM™=c-e. 


§ 3. Vergleich mit Hausdorffverfahren H(,2), 
Wirkweise fiir negative, ganzzahlige Parameter 


Das Verfaheen H®) (yu) = 6 ud tranformiert eine Folge {s,.} (n = 0, 1,2, . . .) 
tam Eta S( 2) aera Ween (22) =() (14-2) 


m—n n n 
n=0 \ 





(1 sr + i ) (m > 0) kénnen wir auch schreiben: 


1 E(t 3) (a) (0) rm 
~F(r+-£)---(14 


n=0 





(9) , 
ar) " $n» 


d.h. H®(u) geht aus dem gewoéhnlichen Hausdorffverfahren H® (u) aoa 
; (0) : <= = = 
indem man das Hausdorffelement hf)’, noch mit dem Faktor (1 ~ =): ‘(1 +o “) 
multipliziert. 

Fir «= —k(k=1,2,...) ergibt sich eine sehr einfache Interpretation. 
Da namlich, wenn m 2k ist, fir n < k gilt: (" ~~ ') = 0, folgt fiir die transfor- 

—n 

mierte mt bn 


wed (Crt “Pa n= pa ae Ton “Pn Sn 


-> re *) A on Sa tn 


n=0 


Dies bedeutet aber, da fiir die Konvergenz von t,, die ersten m Elemente keine 
Rolle spielen: 
Satz 4. Das Verfahren H-*(u), angewandt auf die Folge 4, 3,,..., wirkt 


wie ein. Hausdorffverfahren, gebildet mit der Folge u,, u,4,, und angewandt 
auf die Teilfolge s,, 5,4,,... 
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§ 4. Regularititskriterien 
4.1. Allgemeine Regularitétsbedingungen 


m 
Nach ToeEptitz‘) ist ein lineares Limitierungsverfahren t,,= 37 Cp», genau 


n=0 
dann regular, wenn die Bedingungen erfiillt sind: 
m 
i sup 2’ |¢msl < 0 
m n=O 
m 
II lim DD Cnma=1 
m—>co n=0 
Ill lim ¢,,,= 0 s=0,1,2,... 
m->co 
Fir unseren Fall ergeben sich daraus die Bedingungen: 
m 
I@) sup M® = su | oT a ge-8 .\< oo 
= SS" = 2 ides, He 
(x) imS@—lim ¥ (™+*) 4m-», — 
~ —F eed 2, (m ny n) " oe 
« j a j m+ a m—n = = ¢ 
I lim AG, = lim (>) 4 in = 0, n=0,1,2,... 


Ziel dieses Paragraphen ist, fiir beliebiges « die Klassen von Folgen {y,} zu 
beschreiben, fiir welche I@, II@, ITI@ erfillt sind, d. h. welche ein regulares 
Verfahren H@)() liefern. 


4.2. Kriterien fiir total monotone Folgen 


Es sei « > 0. Dann gilt Ra ») < “ , *) und damit 
421) SE (2)iam-* mal = E(t 8) ae al 


Erfiillt also {u,} die Bedingung I@, so gilt auch sup E (*)|4-* al <o0, 


m n=0 


1 
d.h. {u,} ist Momentenfolge: u,= f t*d z(t) (n= 0,1, 2,...; x(t) von be- 
0 


schrankter Variation in [0, 1])*): 
Satz 5. Ist « > 0 und erfiillt die Folge {u,} die Bedingung I), so ist {u,} 
Momentenfolge. 


Die Umkehrung ist nicht richtig: Nicht jede Momentenfolge erfillt die Be- 
dingung I fiir beliebige positive «. Als Gegenbeispiel betrachten wir etwa die 


5) Man vergleiche etwa Harpy, Divergent Series, Oxford 1949, 8. 42 u. f. 
*) Man vergleiche etwa Harpy, Div. Series, 8. 256 u. f. 


28* 
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Momentenfolge uz, = war (n=0, 1,2, ...)und setzen «=1. Da hierfiir 4"-* yu, = 





_ ni(m—n)! _ (m+1\ mi(m—n)! 1 . 
orm folgt hQ), = afar (j@+i! adi" Die Summen 
Se, = x a7 sind aber nicht beschrankt, d. h. I@ ist nicht erfillt. Ist 
n=0 


also « > 0 beliebig vorgegeben, so existiert eine eindeutig bestimmte, echte 
Unterklasse aller Momentenfolgen, welche I erfiillen. Unsere erste Aufgabe 
soll sein, diese Unterklassen zu beschreiben. 


Ist {u,} eine beliebige Momentenfolge, so existiert eine eindeutig bestimmte, 

normierte Funktion’) z(t) von beschrankter Variation in [0,1], fiir welche 
1 

bn = [t"d x(t) ist (n = 0, 1, 2, . . .). Unser eben formuliertes Problem lautet also 
0 


in aquivalenter Form: Welches sind die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Funktion y(t), damit die zugehérige Momentenfolge 
1 


ft"d z(t) die Bedingung I@ erfiillt. 
0 
Wir betrachten zuerst den Fall, daB y(t) monoton wachsend ist, d. h. daB 
{u,} total monoton ist (4? 4, = 0; p, g, = 0, 1, 2, . . .). Hierfiir zeigen wir: 
1 
Satz 6. Die total monotone Folge {u,,} = ftrd r} erfillt 1 genau dann, 
6 


wenn f{ t-*d y(t) < co ist. Es ist nimlich immer 
+0 


1 
lim S@ = in we 


m-—>oco 


1 
(d.h. lim S@ = / t-*d yx, falls dieses Integral existiert, + co sonst). 
m->co 
+0 


1 
Beweis: a) Sei {t-*d x < oo. Da {u,} total monoton ist, gilt 
+0 


My = 89 = 5 ("F) Argan. 
n=0 
Nun ist 
1 


A" nn = 3 () (—10 n-ne hd —tdz, 


das heiBt, 
1 
a) o m+ o m—n(] _ #\n 
s@ — =( s je (l—t"dy. 
0 


") Die Funktion z(é) heiBt normiert in [0,1], wenn 7(0) = 0 ist und fiir alle ¢ € [0, 1] 
gilt: 


x(t) = +(x +0) + x(t—9)). 




























Nach Tay or gilt fiir alle z => 0 und « > 0: 


(1+ 2)m™t+e = x ( 


n=0 


und nach Multiplikation mit =— 


(l+2=(1+ 2)" 5 ("* *) a+ 2(;=.) (2 1) (1 + O2ye-*, 


wobei bps Rest R,,,,(z) > 0 auf jedem endlichen Intervall. Mit «= —— 
oar folgt hieraus fiir 0 < t Ss 1: 


) em—9(1—o =t-e— = am (™ +a (1 +o 


1 
Da {t-*d x < ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6, > 0, so daB fir alle 6< 6, 
+0 


{t-*d xz < e ist. Mit einem solchen 6 gilt dann fiir alle m: 
+0 


[(e—maa(t EY) aes ae ses [ermal F ax 


schlieBlich wegen R,,, , () = O0firdstsl: 


Da 5 < 6, beliebig klein gewahlt werden kann, folgt 


und damit, da e beliebig war: 
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™ (m+ « 


( ) am + aman (®t) + Oye 1 0<8<1, 


(1 s a 


one n l+2 m + 


1—t 
t 


é 


Dy ees, m-"(1 —t)"dy < [etax< e 


n=0 
+0 


1 


6 
t) 
t 


1 1 
[rtdx slim sD = e+ [redz. 
6 é 


1 aad] 1 
fredzs lim S < e + frvéz 
m 


1 
lim S@ = | Langs 
T= +0 
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1 
b) Existiert {t-*d x nicht, so gibt es zu jedem K ein 6 mit 
+0 


1 
[t-*dy>K. 
3 
Da, wie in a) gezeigt, 
1 1 
m 
un [Besa mag- [ney 
m—>oo n=0 
é 
ist, gibt es also zu jedem K ein m, so daB 


I @ 
" - . as m—n . a + « m—n n 
6 
ist, d. h. aber, die Bedingung I@) ist nicht erfillt. 
In einer Richtung 14Bt sich Satz 6 sofort verallgemeinern: 
1 
Satz 7. Ist {u,} Momentenfolge: yu, = [t"dy(n=0,1,2,...) und ist 
0 
1 1 
[td z| < 00, so gilt I@ und lim S@) = [t-*dy. 
+0 +0 


m-—>co 
1 
Beweis: Sei {t-*|d y| < oo, d. hh. wenn x(t) = x*(t)— x- (t) eine Zerlegung 
+0 
von 7(t) in eine Differenz zweier monoton wachsender Funktionen bedeutet: 


1 1 
ft*dy+<co und f[t-*dy-<o. 
+0 


Dann gilt: = 
- . m+ ao n 
MD = FT) 1d ba 
= 1 1 
= > ws fe — wrest] ea — tres? < 
n=0 , 
1 1 
m+a mn i" . m+a mn Wd a 
= 5 ( p )f (1 —t) axt+ S( 2 )/e (l—t)*dy-< 
0 


1 1 
< [estvs [evar 
+0 +0 


nach Satz 6, d. h. I ist erfiillt. Mit derselben Zerlegung folgt : 
1 


1 
Jim $= im ("2 *) ( / em—m(1— tnd y+ / ms0—mer) 
0 


0 
1 


1 1 
= [ean [rears [rsay. 
+1 


+0 


+0 
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Es sei ausdriicklich bemerkt, daB hierdurch Satz 8 nur in einer Richtung auf 
1 

beliebige Momentenfolgen iibertragen ist.‘Die Bedingung / t-*\d y| < co ist hin- 
+0 


reichend fiir Giltigkeit von I, aber ihre Notwendigkeit ist noch nicht gezeigt. 
Dies gelingt erst spiter im Zusammenhang mit einer speziellen Momenten- 
darstellung. 

Wir wenden uns nun der Bedingung III zu und behandeln wieder zuerst 
den Fall total monotoner Folgen: 


Satz 8. Erfiillt die total monotone Momentenfolge yu, = [ ad y(n=0,1,2,...) 


die Bedingung I@ (d. h. gilt [red < co), so gilt ITI genau dann, wenn 


4 (x) = 0(x*) ist. 
Beweis: a) Sei x(x) = 0(2*). Unter Benutzung der Momentendarstellung 
lautet ITI: 


lim aap [rane "dy=0 n=0,1,2,. 


m— co 


Partielle Integration liefert : 
1 1 
fa (l— x)™-"d x = [x (x) a*(1 — 2)™-*]h — n f a®-1(1 — 2)™-* yd + 
i) fr) 
1 
+ (m—n) fa*(l—2)™-"*“ydz. 
fr) 


Wir nehmen m > n an; dann verschwindet der ausintegrierte Teil (auch fir 
n=, da wir ohne Beschrankung der Allg. 7(0)=0 voraussetzen). Da 








4(x) = o(2*) ist, gibt es fir n=>1 zu e>0 ein 6>0, so daB y(z) Se as x 
fir 0 < x < 6. Damit folgt fiir das erste Integral: 
1 A 
[ erdmertades oAg* [ eee ay-ndes 
1 
+ a—aye-s | yx"—dzse “da + 





1 \ 
+(1— ans | yx idax 
und daher, unter Benutzung der Formel 


1 
Bun | en arsten Tee 








— 


(n=) 


—n+1 
“ Je 1(1—2)™- *zdzse~z* (nt) aed ta Eh e 


2 m—n I'(m+a-+1) 


™m 


1 
+ (0 =A)aa—or-* [ yeidzs <jt+ gs 
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fiir m groB genug, da 
ge 


1 . 
)na— anes f yx—tdx = O(1)m2+™- (1—d)m—"-1 


gegen 0 konvergiert. Ebenso zeigt man, daB fiir geniigend groBe m und n= 0 gilt : 


1 
tm—ay(7 5) / 2"(1— 2)™-"-lydz< 





& m+a\ I'(a+n-+ 1) I(m—n) 
<¥(m—n) (7%) Tmtet+i) + 
1 
+ (m—my (AT )a—anne f wtezdece. 


Damit ist der hinreichende Teil bewiesen. 
b) Wir nehmen an, III sei erfiillt, speziell gelte (n = 0): 


in ("") f-arezno. | 


m-—>c 


Wieder erhalten wir durch partielle Integration: 


1 1 
» . (+ +\/ - : 
i= ("a*) [a-erez-—(, ‘)J (l—2z)™""ydx (m>0). 


Setzen wir fiir den Moment voraus: zy(x)- 2-* = « fiir 0< x < 1, so folgt: 
} 1 
3 
m(™ 2") [ a—aymtyzdzzm(™2*) € | x*(1 — z)™-Idz 
° 6 


= em eh *) Bia+1,m)=e>0, 


was der Annahme, [II sei erfiillt, widerspricht. Ist also ¢,, eine beliebige Null- 


folge, so gibt es zu jedem e,, ein x, mit ¥(2z,) - 7 *< €,. Die Folge {x,} hat einen z 

Haufungspunkt & in [0,1]. Ist {2,,} eime gegen & konvergente Teilfolge und 

& > 0, so folgt aus > 
a Hew) mx) mx) | 
St” Bk. ot 


lim 7 (z,,) = 0, und daraus wegen Monotonie von ¥(z): 4(x) = 0 fir0 < 2< &. 
i—roo 


1 
Dann gilt aber sicher y (x) = 0(x*). Ist £ = 0, so folgt, da { x-*d x < 0v ist, aus 
+0 


1 





1 
pecax x(1)— =e. +a f as dt 


tn, an, 
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1 
wegen lim (2»,)q,* = 0 die Existenz von [axe Wir zeigen hieraus: Zu 
i—oo 


+0 
jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB fir 0< xz < 6 gilt: y(x)2-*< e. Dazu 
26 
1 


a 3 


2 ist. Dann gilt far 





wahlen wir zuerst 6 > 0 so klein, daB lu dt<e 


aa 
O<2zs8:. 
22 


1 
1 — —— ° 
2 x 1 1 x(z) 1 1 
ASE | Searz noch — waar) =e (1m) 
Zz 
d.h. y(z)a-*< €. 


Auch Satz 8 erlaubt sofort eine Verallgemeinerung fiir beliebige Momenten- 
folgen, aber wieder nur in einer Richtung: 


1 
Satz 9. Ist u,— { a"d x (n = 0, 1, 2, . . .) eine beliebige Momentenfolge und 
) 
1 
erfiillt 7(x) die Bedingung f{ x~*|d y|< co, so gilt III, wenn[ V(z)]§ = 0(2*) ist. 
+0 


Beweis: Zerlegen wir x(x) wieder in der Form y(z) = x*(z)— x~(z), wo 
x*(0) = 4-0) = x(0) = 0 ist, so kann, da natirlich [ V(z)]f = 0(2*) die Be- 
1 


ziehungen y+ (x) = o(z*) und y~(x) = o(2*) nach sich zieht und mit or x) 


auch Sa «-dyt+ und fa *d y~ existiert, Satz 8 auf die beiden Integrale an- 
guetai werden : 


(13) [ea-aeer=(S49) [ caer 


- (™ + ‘) [xa — z)™-*dx. 


Die bisherigen Ergebnisse kénnen in folgenden Kriterien zusammengefaBt 
werden: 


Kriterium fiir total monotone Folgen: 
1 
Die total monotone Folge u,= { 2*dz (n= 0,1, 2,...; 4 (0) = 0) liefert 
6 


wel 

genau dann ein regulares Verfahren H™ (yu), wenn /{2-*dy=1 und y(z) 
+0 

= 0(2*) ist. 
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Hinreichendes Kriterium fiir beliebige Momentenfolgen: 
1 
Erfiillt die Funktion y der Momentenfolge u,= { 2*d zx (n = 0,1, 2,...; 
0 


1 1 

z (0) = 0) die Bedingungen f{ 2-*\d |< 00, fa-*dy=1 und y(z) = 0(2%), so 
+0 +0 

ist das Verfahren H® (yu) regular. 


4.3. Spezielle Momentendarstellung fiir « > 0 


Die Ergebnisse des § 4.2. sind insofern unbefriedigend, als fiir beliebige 
Momentenfolgen nur hinreichende Regularitatsbedingungen gegeben werden 
und insbesondere noch nicht gezeigt ist, welches die genaue Klasse aller Momen- 
tenfolgen ist, welche I@ erfiillen. Wir wollen jetzt beweisen, daB die Bedingung 

1 


J x-*\d x| < co nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig dafiir ist, daB 
+0 ' 


1 
die Momentenfolge u,, = { 2"d x die Bedingung I erfiillt. Dies wird dadurch 
0 
geschehen, da8 wir aus I nicht nur die Folgerung ziehen, yu, ist. Momenten- 
1 
folge: u,= { x"d x (vermége der Abschatzung (4.2.1)), sondern eine spezielle 
0 


Momentendarstellung herleiten. 


Satz 10. Eine Zahlenfolge {u,} erfillt genau dann die Bedingung I), wenn 
eine Funktion p(x) von beschrankter Variation in [0, 1] existiert, so daB gilt: 


1 
Mn= f a*t+edy (n = 0,1,2,...). 
0 


Beweis: a) Wir nehmen an, die Folge {y,} erfiille 1, und definieren in 
[0, 1] die Funktionen y,(xz), qg = 1, 2,... durch die Festsetzungen: 


ah aol q+a 
Y2(9) = 0, Yq (zx) "ae. So Ms,a—s> 


wobei 44,,,-,= 4%", gesetzt ist. Die Funktion y,(z) ist von beschrankter 
Variation (q = 1, 2, . . .), da die Totalvariation 


[Vip(z)k= (178) Ines < K q=0,1,2,... 
Osexe \% 


nach Voraussetzung ist. Wir setzen nun 


eee re wenn = f4s,,-,= 0 
4a,q-8= 0 : = eT 
o by yt to Hyq-s Wenn fy,q~,< 0 
edt » Mye-s= 9 
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und erhalten fiir 0< z<1 


“ qt+a a 74. . =p 
Yel) ge oe Maas yoga) Mae Va (2) — val). 


Fir z= 0 definieren wir yj(0) = yz(0)= 90. Die Funktionen yj(z) und 
y, (x) sind positiv, monoton und gleichmaBig beschrankt. Denn 


wij= (17) Mie ss 2 (tS) lene |< K 


Osexe \2— Osexa 9 
und ebenso 
-(1) = g+e) - < te _j|<K. 
Y; (1) ye (ya) Mae < Z ( *) lee sl 


Nach einem Satz von HELLy kénnen wir eine Teilfolge ¢; auswahlen, fiir welche 
wj,(x) (yz,(z)) auf dem ganzen Intervall [0,1] gegen eine monotone, be- 
schrankte und positive Funktion p*(z) (y~(z)) konvergiert. 

Nun gilt fiir jede Folge y,: 


(-" ¢_ 
Mn= rs ) n+ nena GZ = 0,1,2,.... 
k=0 


Mit der Substitution n + k = s folgt daraus yu, = 4 A *) Ms,q-5 und wegen 





7 s! . feret® 
(=2)- ((**) G2)- a retest (23): 
q—8 (q—m)! gi f(a+1) 


a Goat vy. qta x 
f ~, q! (era) le 5) aes: 


























(q—*)! \ @ 
Fir n = 0 ergibt dies: 
(‘7’) 
uf 8 ae 
mn 2, (**2) Gas ree 
q 
fiir n > 0: 
(** + ae 
- 2 -e—n+1 ala 
Pa “,a°I— i. -q-—n ri ets q-8 Fs,q-8- 
q 
Sei nun z,= 0< 2,< 2,...< 2,= 1 irgend eine Unterteilung von [0, 1}. Wir 
behandeln zuerst den Fall » > 0 und setzen fiir / = 0,1, 2,...,r—1: 
s-s—1...8—-n Fl hs A ‘ea 
S= Ps Hoe z aad (? ) Ms. s° 


—, at +a" q-—s8é 
anc sSeaes q°q—l...g—ntl- (" ) 


q 
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r—1 
Dann ist u,= 3; Sf. Mit den oben eingefiihrten Bedeutungen von uj ,_, und 
t=0 
s,q—-s konnen wir S{” folgendermaBen zerlegen : 


e-a—1...8—nF wh, 


8 
= 3) be 
‘bok; iota! r( q 
Wir versuchen nun, diese GréBen +S{? und —S? nach oben und unten abzu- 


schatzen. Da fiir «> 0 gilt: indy Po aed '), erhalten wir, wenn wir 
mit [q2,,,] die gréBte ganze Zahl kleiner als qz,,, und mit [qz,] die kleinste 


ganze Zahl gréBer als gz, bezeichnen: 





so — 


(Me¢—s— Ms,q-2) = +spP— “SP? 


tac esemes q°q—-1.. 


ane. ey rer + > 








- (0) < —_ (9%+1] q+ 
q nss 
und 
(“eat ’) 
" a: - (q%—n + 1) {g%] q+a\ . 
632) Pe... @—eF 1) (73) Mies: 


ee IH< FSO N+ 
@ nss 


Da ~~ *) ~ Fea ist, gibt es zu beliebigem « > 0 eine Nummer M,, so 
daB 
me m+a m* 
O—o ery s(n) Set 
gilt, sobald m > M, ist. Wir wahlen q so groB, daB [qz,] > M, und [qz,])>n 
gilt. Dann ist fiir = 0,1,2,...,.r—1 


Fr (+ 4) 














(q%i+iJ+@ _(q7i+.)* 
( (92141) P(a + 1) e+¢ +e (q%+,)* ong 1: 
=jT_— a + 
ep Fie (l —e) l—e q@ l—e 
q (a + 1) 
und fiir / = 1,2,...,.r—1 

[gz] + « CED 

(ha) Pati" _1~e nye _ ie, 
alpina ae “ite ¢ +e 
Co) meyer 


Diese letzte Ungleichung gilt aber auch fiir 1 = 0. 


Damit folgt aus (4.3.1) fir? =1,...,r—1 
-(@%41.—n+1) l+e oe 


“e-en8 l—e “+1 


e2 a\ 
IM< FSI 


+90 < —_ < 





q—s) Meee: 
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Eine analoge Formel ergibt sich fiir 1 = 0; wir denken uns in diesem Fall den 
Summationsindex s von 0 bis q 2, erstrecki. 





Ebenso folgt aus (4.3.2) fir! =1,2,...,r—1 F 
-9@ > q%..--(am—n+1) l—e qt+a\ 4 ; 
SPz2 q---q@—n+l) l+e fo ccnun, a0) Mies 


Diese letzte Ungleichung ist aber trivialerweise auch fiir / = 0 giiltig. Wieder 
denken wir uns in diesem Fall die Summe formal von 0 bis [q z,] erstreckt. 
Nun ist 
q+ 


<a (22 8) hee = ve (2141) — vp (a) 
@M< 8 QIN 


und 
q+ 


( ne ) Mee = Yq (2) — wz (0) = yt (zx). 
O<ssqz, 4-8 


Wir erhalten also fiir ] = 0,1, 2,...,r—1 


l—e quy...(qm—n+1) 4 + “pS 
THe geeeg—n thy % (He (2141) — Ye (@)) S * 89? Ss 


L+e g%jay.---(G%41—n + 1) . 
=Il-e : or eS es — 41 (We (2141) — Vz (2) - 


Ganz analog ergeben sich fiir ~ S(? die Abschatzungen: 


l—e quy...(qa—n-+ 1) ? - . _ i 
THe qe @—w thy (elt) — velad) SSP? : 


L+e G%jay,---(G%4,—n + 1) = - 
: eary Sone a+ 1 (Wz (Xr 41)- yz (2,)) - 


Da nun 
r—1 r—1 
~ " 0 ~ Ca 
Mn » So : D (+5? = Si) 
l=0 l=0 


ist, erhalt man nach Multiplikation der Ungleichungen fiir ~ so mit (—1) durch 
Aufsummieren aller Ungleichungen: 


_ l+e ee Olas, +++ Gs, —- 8+) @ . fe 
Bn = 1—s | *, gee g—nt)) fs 1 (Wg (41) — Vz (%)) 
l1—e "a! qu...(gmu—n+1) «, — Z 
~ +e ~ q..-q—nFl) 7 (Yq (2+1)— Ye (2) 
und 
l—e "—! qx,...(am—n+1) 
. y 4" U _ TP: . 
Bn l+e i q---q—n+1) at (py (141) — Yq (1) 


L+s y GWXi1---(Mer—NM+1) « 


i q---(q—n-+ 1) TE (We (M141) — Yy (*))- 
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Vorausgesetzt war hierbei n > 0 und g so, daB [qz,] > M, und [qz,] > n ist. 
Lassen wir nun q die Teilfolge g; durchlaufen, so gilt von einem gewissen i an 
[9,2] > M, und [q,;2,]>n, d.h. es gelten die obigen Abschatzungen. Die 
rechten Seiten der letzten Ungleichungen sind aber konvergent, da fiir alle x 





lim qz..-(gz—"+1) _ In 
qo q---(q—n+ 1) 





und yj,(z) (yz,(x)) im ganzen Intervall [0,1] gegen die wohlbestimmte Funk- 
tion y*(x) (y~(x)) strebt. Es ergibt sich also, wenn wir schlieBlich noch be- 
ricksichtigen, daB ¢ beliebig klein gewahlt werden kann: 


r—1 r—1 
Hn SX ati (y" (+1) — y*(x))) 27 (e+) — y~ (x,)) ' 


und 


! 


r—1 r—1 
Hn = nt *(¥* (141) — y* (2,)) —2 att a (Y™ (2141) — yo (x) - 


Fir immer feiner werdende Unterteilungen streben aber diese Summen gegen | 


1 1 
fa"+¢dy* baw. [ 2*+*dy-, so daB wir erhalten: 
i) i) 


1 1 1 1 
[ersey" aj eer = Mn S& faetedy' [ener 
oder, wenn wir p(x) = y*t(x) — y~ (zx) setzen: 
1 
bn = fam**dyp n>d. 
0 


Ist n = 0, so setzen wir fiir 1 = 0 


s+a 
Sy oo r : hap (Meas — Maas) = * Sy? — SP? 
q 


fir !=1,2,....r—1 


he *) 

* 8 
I< IUMis (* + *) 
q 


an 
Ss — 





er *) (Mie-s — Hse) on +8@ —- S@ . 


Die Abschitzungen verlaufen dann ganz analog und man erhalt mit derselben 
1 
Funktion y(x) = y*(x)— y~ (x): wp = f xtdy. 
0 
b) Wir beweisen nun die Umkehrung und nehmen dazu an, die Folge {u,} 


1 
sei in der Form darstellbar nu, = {2"*+*dy, wobei p(x) eine Funktion von 
0 
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beschrinkter Schwankung ist. Fiir diese Momentendarstellung ergibt sich 


1 
A* m—n —ly m—-niyv ) —ly os mater” , 
le x r(x = 2! v(t) [= v 
also 
1 
(4.3.3) A* nan = f 2™-*+2(1 — zy dy = pn—nn 
6 


Damit wird, unter Beriicksichtigung von (4.2.4): 
1 


uy= 5 ("**) —P eo Cr) 2m™—n+a(1 — 2)"I\dy) 


n=0 
1 


1 1 
s/f E ("y *) ena ynidy| > abd of idy). 
u 


Dies bedeutet aber, daB I@ erfiillt ist 

Hieraus folgt nun sofort die Notwendigkeit der Bedingung fi az-*\dy| < ov. 
Setzen wir nimlich jetzt voraus, daB die Folge {u,} die ‘etioenie I@ erfillt, 
so folgt einmal yu, = fund Z, nach dem letzten Satz aber auch mit einer im all- 
gemeinen von (2) pt Te el Funktion y(z) die spezielle Momentendar- 
stellung yu, = _ fntady, wobeialso (x) und y(z) Funktionen von beschrankter 
Variation sind, die wir schon als normiert voraussetzen wollen. Wir zeigen nun: 
Aus fd x = feredy (n = 0,1,2,...) folgt: x(x) = [ray Zum Beweis 


stiitzen wir uns auf folgenden bekannten Satz tiber Stieltjesintegrale*): Sind 
ina = x < bf (x) und ¢(z) stetig und «(x) von beschrinkter Variation, und ist 


B(x) = f ptt) daw (ascsb,ax 2x b), so gilt: 
6 
f He) ap(x) = f f(x) p(x) da(zx) . 


Setzen wir f(x) = 2", p(x) = 2%, a(x) = p(x), d.h. B(x) = i t*d p(t), so ist also 
0 
1 


x 1 
f oalfrivi) = f a" a*dy(x) = My. 
0 


Da aber auch gilt: u,,= [erdy und mit p(x) auch B(x) = i a*d p(x) i ormiert 


ist, gilt wegen der Eindeutigkeit der Mementendeedlians: 


x(x) = f edy(t) oc ext. 
0 


*) Man vgl. etwa Wipper, The Laplace Transform, Princeton 1946, 8. 12. 
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Damit folgt aber unter nochmaliger Anwendung des eben zitierten Satzes iiber 
Stieltjesintegrale fiir die Totalvariation von y(z) wegen 


Winn f eatvowns= [ eiay): 
0 


1 


1 1 1 
[rv = oN die = Phy eel 4 \dy|< oo. 
50 8-0 
3 


+0 0 


Hiermit haben wir also gezeigt (der hinreichende Teil ist der Inhalt von Satz 7) 
Satz 11. Eine Folge {y,} erfiillt genau dann die Bedingung I@ (« > 0), 
1 1 


wenn {u,,} Momentenfolge ist: u,, = { x"d x(n = 0,1, 2, . . .) mit f 2-* |d y| < oo. 
0 +0 


4.4. Diskussion der Spaltenbedingung fiir « > 0 


Wir beweisen nun mit Hilfe unserer speziellen Momentendarstellung, daf 
eine Folge {u,,}, welche der Bedingung I geniigt, von selbst auch die Spalten- 
bedingungen ITI) erfillt, und zwar fiir alle n = 0,1, . . . Dies ist nicht der Fall 
bei Hausdorffverfahren (« = 0)! Dort zieht die Bedingung I@ die Spalten- 
bedingungen nur fiir n = 1, 2,... nach sich, aber nicht fiir n = 0. 


1 
Satz 12. Ist u,= { x***dy (dh. erfiillt {u,,} die Bedingung I), so gilt 
0 


fir « = 0,1,2,... od > 
- 1 
: ie) .. it m + a m—n - ii m+ a n+a(]__ >)m-n =) 
rg ao AE ala tmnt, i} fae i ida 
0 


Dem Beweis von Satz 12 stellen wir folgenden Hilfssatz voran: 


Hiljssatz: Ist « > 0, p(x) von beschrinkter Variation, so gilt fiir alle 
ao=@,1,2,... 


1 

. I'(m+a-+ 1) , —n+e-1/)__«e-2 

in Tie —st let a/* pic a saps ie 
0 


ma 
Beweis: Sei zuerst p(x) monoton in [0,1]. Wir setzen 


1 
I'(m + a+ 1) eos ities 
T(m, n, a, p) > I'(m—n + 1) P'(n + a) iE + 1(1— 2) pdx 
0 


und schatzen zuerst nach unten ab: 


I'(m+a-+ 1) 


(4.4.1) S(m,n, «, yp) = p(1 0) Vin nas dec 


Bin + a,m—n + 1) 


= y(+0). 
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Sei dann ¢ > 0 beliebig gewahlt und 6 so klein, daB y(z) < y(+0) + e fir 
0< xz 36. Dann ist 


1 é 
f amte-1(] — 2)™-" wda = f a*te-1(1—2)™-* wdaz + 
0 ry 
1 1 
+ fam+e-l (1L—a2)™-* wdaz < (p(+0) + e) f a*te-1(1— 2)™-"da+ 
é 6 


1 
+ (1— 6)™-*/ ate-lwydz, 
6 


—_ B(m, n, a, yw) S (p(+0) + €) + 


1 
I'(m + a—1) aes a 
+ Tim—n+1)Fa ta) (1 — 6) fe lydz. 


Fiir m — co ist aber 





1 
(1—aym—m f en +e-ty dz = O(1)mn*=(1 — 8), 

3 
kann also fiir m groB genug kleiner als ¢ gemacht werden. Also ist fiir geniigend 
groBes m: 


Bas et es RT 
I'(m—n + 1) I'(n + a) 


T(m,n, a, yp) S p(4+0)+ 2e. 
Da e beliebig war, folgt zusammen mit (4.4.1): lim 3(m, n, a, y) = y(+0). 


m-> oo 


Ist w(x) eine beliebige Funktion von beschrankter Variation, so folgt mit einer 
Zerlegung p(x) = y*(x) — p~(x) wegen 


T(m, n, a, yp) = T(m, n, a, pt) — T(m, n, a, wo): 
lim 3(m, n, a, y) = lim 3(m, n, «, y+) — lim 3(m, n, «, wo) 


= yt(+0)— y-(+0) = y(+0). 


’ Beweis von Satz 12: Durch partielle Integration folgt, wenn m schon gréBer 


als n ist: 
1 


. a = m+ @ nn a mn | 
(4.4.2) kh) = (” ¥s)e +@(] — x) v(=)|— 


1 
—(%*%) (nm + a) [ a+=-3( — z)™-"*pdz+ 
6 


1 
mY ba n) (m —n) | ante(] — z)™-*-lwdz 
tt) 


m—n 
r( l 
m-+a-+1)(n + a) =e a - 
~~ (m—n)t Tian tati) J * *-1(] —z)"" wdz 4 
0 


; 1 
I'(m + a + 1) (m — n) 


(m—n)! I'(n + a + 1) | Al aed PNB bd 
ro’ 


oe 


Math. Ann. 139 29 
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das heiBt, 
(4.4.3) h{) = — B(m, n, a, y) + T(m,n + 1) a, y) (m > n) 


und damit 


lim h{) = lim (— 3 (m,n, a, ¥)) + lim | (T(m,n+ 1a, y)=—yp(+ 0) + p(+0)=0. 


m->oo mo 


Satz 12 besagt, daB I schon III nach sich zieht, ohne weitere Bedingung. 
Nach Satz 8 folgt, wenn 7(x) monoton ist, daB die Bedingung I genau dann 
III nach sich zieht, wenn 7(x) = o(x) ist. Diese letzte Bedingung ist also 
insbesondere notwendig fiir das Erfiilltsein von III, muB also, da sie in Satz 12 
nicht mehr auftritt, ebenfalls schon aus I folgen. Dies ergibt sich aus den 
SchluBbetrachtungen von § 4.3. Erfiillt namlich die Folge {,,} die Bedingung I@), 

1 1 =z 


so gilt u,= [ dy =f a*+*dy(zx), wo x(x) = [ dy ist (0 < x < 1). Zer- 
0 0 0 
legen wir y = y+— y-, so erhalten wir fiir (x): 


x(x) ={ eyo = x*+(x)— x-(x). 


Wir zeigen, daB hieraus folgt: y+ (x) = o(x*) und y~(x) = o(a*). Mit partieller 
Integration ergibt sich zuerst fiir y+ (2x): 


x* (x) = y* (ee | — a fee lytdi=y (a) a fe lytdt. 


Sei e > 0 und 6 > 0so gewahlt, daB y* (x) — p*(+ 0) < ¢ fir 0 < x < 6. Dann 
gilt fiir diese x: 


a § 
Di — = yt (2) feryprat 
0 
. Zz 
oa [ (pt (x) — pt (t))t®-!dt < (pt (x) — pt(+0))< e, 
6 


d.h. aber, y*(x) = o(x*). Analog ergibt sich y~(x) = 0(2*) und damit (zx) 

= 0(x*). Dies ist eames ein — Beweis fiir Satz 12. Denn wir haben 
gezeigt : Aus 1 folgt u,, = -f rd x mit | x~*\d y| < cound y(x) = o(2*), woraus 
nach Satz 8 schon die Giiltigkeit von : Tre folgt. 


4.5. Die Zeilenbedingung fiir « > 0 


Nach den bisherigen Ergebnissen erlegt die Bedingung III™ einer Folge 
{un}, die I( geniigt, keine weitere Forderung auf. Dies wird man natiirlich nicht 
fiir die Zeilenbedingung erwarten kénnen. Jedoch gilt : 
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1 
Satz 13. Geniigt eine Folge {u,} der Bedingung I, d.h. ist u,= f 2"dy 
1 0 
(n = 0,1,2,...) mit f 2-*|dy| < co, so gilt 
+o 
m 
(a) im S@ — li M+ A) smn oa 
Il ima ‘8 = tim b 4 re) 42" a= I 
1 
genau dann, sar f z-*dy = 1 ist. 
— Nach Satz 11 folgt, wenn {yu,} der Bedingung I® geniigt: 


Pa = j a"dyz (n= 0,1, 2,...) mit f x~*\d y| < co. Dann gilt aber nach Satz 7: 
0 
1 


lim So) = / a-*dy ° 
9 +0 


Eine noch einfachere Form nimmt diese Bedingung an, wenn wir die spezielle 
Momentendarstellung heranziehen. 


1 
Satz 14. Ist u,= { 2**+*dy (n= 0, 1, 2,..., y von beschrankter Variation), 
0 
so gilt: lim S@ = y(1)— y(+0). 


mc 


Beweis:; Aus (4.4.2) folgt fiir n = m: 


1 1 
ma =("9°) [ eesev— vt)— om 4 # | a™+e-lydx 


= y(1)— T(m, m, a, y). 
Damit wird mit (4.4.3): 


1 
so- 5 29 [ ees —ar-ray 


=0 
= 
= ¥ (— B(m, n, «, y) + T(m,n + 1, a, w)) + p(1)— T(m, m, a, py) 
; m—1 
= v(1)— E s¢m, n, a, y)+ YY B(m,n+ 1, a, y) = y(l)—S3(m, 0, «, y). 
n=0 


Nach dem Hilfscatz von § 4.4. folgt dann 
lim S@ — y(1)— lim S3(m, 0, «, y) = y(1)— p(+ 0). 


m—> co m-—>oo 
4.6. Regularitatskriterien fiir « > 0 
as Satz 11 7. Satz 10 erfiillt eine es} {u,} genau dann I@, wenn 
-{ ad x ist mit i a~*\d x| < 00, bzw. u,= f a" +d y (x(x) und p(x) von 


beschrankter Variation i in [0,1], »=0, 1, 2,. :" Die Bedingung III ist eine 
Folgerung aus I, II ist unter der Voraussetzung, daB I) erfillt ist, nach 


Satz 13 baw. Satz 14 aquivalent mit i az-*dy=1 bzw. y(1)— p(+0) = 1. 
29* 
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Wir fassen diese Ergebnisse in folgenden Kriterien zusammen: 
1. Regularitatskriterium: Das Verfahren H™ (uz) = 6 16 (a > 0) ist genau 
1 


dann regular, wenn {u,,} Momentenfolge ist: u,= { 2*d zx (n= 0,1, 2,...) und 
6 


1 
das Integral { 2-*d y absolut konvergiert und den Wert | hat. 
+0 


2. Regularitétskriterium: Das Verfahren H® (4) = 6 ud (x > 0) ist genau 
dann regular, wenn die Folge {,,} die spezielle Momentendarstellung erlaubt: 


1 
bn= f x"*+*dy (n = 0,1, 2,...), wobei p(1) — y(+0) = 1 ist. 
0 


4.7. Regularitétskriterien fiir negative Parameterwerte « 
Wir betrachten zuerst den Fall « = —k (k= 1,2,...). Nach Satz 4 ist 
H (yu), angewandt auf 8, 8,, 8, . . ., dquivalent mit einem Hausdorffverfahren, 
gebildet mit der Folge m,, u,+,,-.. und angewandt auf s,, 8,4,,... Ist 
8, &, . . . konvergent, so auch s,, 8,4,,.., und zwar zu demselben Grenzwert. 
Das Verfahren H) (x) ist also genau dann regulir, wenn dieses Mnenierever- 
fahren regular ist. Dies ergibt: 


3. Regularitdtskriterium: Das Verfahren H‘-*)(y) ist genau dann regular, 
. 1 
Wenn /y, 4,41, --- eine regulére Momentenfolge ist, d. h. wenn u,4,=/ 2"d x 
0 
(n = 0,1, 2,.. .) ist mit ¥(+0) = 7(0) = 0 und (1) = 1. 


Ist « negativ, nicht ganz, so sei —k die gréBte ganze Zahl < «, d.h. 
a =—k+ a,, wo0< a, < 1 ist. 





Erfiillt nun die Folge {u,,} die Bedingung 
(4.7.1) >» ("eo tae p| < K #=<@)1,:.., 
. n=0 
so gilt auch, wenn m = k ist: 
(4.7.2) (Pa) Ae |< K m=k,k+1,... 


n=k 


Mit n—k = n', m—k =m’ und o,= p,+,’ lautet diese Bedingung: 


(4.7.3) x wd bl a |Am’'-"'o,1< K eT. > 


n’-0 m’ — n’ 


oo 


woraus nach Satz 12 folgt: 
1 


(4.7.4) On’ = Mesn'= [ rr t%edy n’= 0,1,2,... 
0 
Hieraus folgt nach Satz 14 sofort: 
lim ("7 %) ae "'g,-= 0 n’=0,1,2,..., 
m’—>co = 
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d. h. bezogen auf die Elemente h>* +: 
lim moet a) Am" n= 0 n=k,é+1,. 


m—>co m—n 
Wir behaupten, diese Spaltenbedingungen gelten auch schon fiir n = 0, 1, . 
k— 1 und zeigen allgemein: 


1 
Satz 15. Gilt u,— f 2*-*+%dy firn=k,k+1,..., 80 ist 
0 


lim ("5 ) Am" y= 0 fir n= 0,1,2,.. 
m— oo =s 
Beweis: Fir n = k ist der Satz schon bewiesen, sei also 0 < »< k. Fir 
m > k ergibt sich: 


(MPLS) ammtem ("SEE ) Ear ("5") ee 


(4.7.5) = (" —9 7 


m—n 


cy ("5") tata t 


(EES) Far (Py) ane a + Se. 


Da ~ + * ("> ")=OCymr-*+a0++ ist, streben die ersten kK—n Sum- 


manden der Summe (4,7,5) gegen 0, da fir 0 < n< k, und 0< v< k—n der 
Exponent n — k + a, + »< 0 ist (a,< 1). Mit »— (k—n) = yp ergibt sich: 





ast (CER) Zecur ene) aoe 
Nun ist ane}. ee (m—n)! I'(u + 1) P(k—2n) 
1 
= e—n)("—") ("2") f ra—erme-sae. 
Eingesetzt folgt : 


Spot = (—1-"e—my ("FE %) (RO » 2 Dur« 


x re ') [oa —t)k-"- a | a+ aed y (2) 


= (—1)*-"(k— 2) rite ez ) foo »-1(1-t2)"-*dtdy(z) 


und wegen (" am nz 5 CF = O(1) m"-*+% m*-*: 


kon 


a * = O(1)mm f 2% f (1 — #)*¥-"-1(1 —txz)™-*dtdy(z). 
0 0 
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Zur Bestimmung der GréBenordnung des Doppelintegrals schatzen wir zuerst ab : 
1 1 11 
f x f (1—t)*-*-1(1 —ta)™-*dt dy| < ff a*(1—tx)™-*dt |dy| . 
0 0 00 


Wie man leicht durch Differentiation bestitigt, nimmt der Integrand 
x**(1] —tx)™-*, als Funktion von z betrachtet, sein ere, an der Stelle 





ry (t) = —_Tt-— =. grey 2: a081—* = s &, ist, so wird in 
0s eS 1: a%(1—zt)™-* <s ——_ 


passend zu wahlenden 6: 


(im ‘ami (0<t< 1). Damit wird, mit einem noch 


s 3 
J, x%(1—tx)™-*dt|d y| < 


16 
1" “(1 — 2t)™- nana ff x*(1 —tz)"-dt|dy| < 
1 1 
(tm)-sedt\dy| + [ f 2*(1—6x)"-*dt|dy| < 
<ffomrsman ff 


s mak > 





=f ldyl + Lae | (62)y*(1 — 32)"-*|d yl. 


Mit der Substitution x = 5 erhalten wir fiir das letzte Integral, wenn wir den 


Definitionsbereich der Funktion y(z) fir 1 <2< + durch die Festsetzung 
y(x) = [V(p(zx))}, erweitert denken: 


1 
/ (8x)**(1 — 52)™-*|dy| 


- [ma —wn-leo(s| = /ma—omfo(5) 
1 


Da nach Satz 12 (n = 0) lim mes [ t%*(1 — im*ldy (5) = O ist, wihlen wir 
6 


m-—>oco 








1 
zuerst 6 so klein, daB ra / \dy| < = ist, sodann m so groB, daB 


dy(5)<+- 





1—6 
$e 





1 
me | (dx)%(1 — da)™-* 
/ 


Dann ist aber 


oe 
m f xf (1 —t)*-"-1(1 —ta)"-*dt|dy|<e, 
0 60 
d.h. lim SP" = 0. 


m— co 
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Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir nun sofort, daB nicht nur aus (4.7.1) die 
Beziehung (4.7.2) folgt, sondern da8 auch umgekehrt (4.7.2) die Beziechung 
1 


(4.7.1) nach sich zieht. Denn aus (4.7.2) folgt iiber (4.7.3) w= [ 2*-**t**dy 
0 


n=k, k+1,..., hieraus nach Satz 15 lim h{>*¥ + —0 (n=0,1,2,..., 
m-—>co 

k— 1), d. h. aber, die Beziehung (4.7.1), da die ersten k hinzugefiigten Summan- 

den gegen 0 streben. 


Fir die Zeilensumme ergibt sich mit m — k = m',n—k =n’, u,= dy’: 


ee) ae im ("7 2) 


m—-con=k 


m 
lim S® = lim x( 
m—> co m-—->ocoon=0 


— 4 m’ F a m’—n’ 
ye ~ (" ~ ~) A On’ 
nach Satz 14, da nach (4.7.4) o,-= | x’ +d yp ist: lim S@ = y(1)— y(+0). 
J m-—>co 
é 
Hiermit, zusammen mit der Aquivalenz von (4.7.1) und (4.7.2) und Satz 15 folgt 
schlieBlich als Regularitatskriterium : 
4. Regularitatskriterium: Das Verfahren H‘-*+*# (4) (k natiirlich, 0 << «,< 1) 
ist genau dann regular, wenn eine Funktion y von beschrankter Schwankung 
1 


existiert mit u,,= [ 2*-*+%dy n=k,k+1,...und y(1)— y(+0) = 1. 
0 


§ 5. Einflu8 des Parameters auf Konvergenzerhaltung 


Nach unseren bisherigen Ergebnissen folgt fiir beliebiges « aus der Giiltig- 
keit von I die Existenz von lim A{), und lim S{%. Dies bedeutet, da die Be- 
m->c m-—> oo 
dingung I‘*) selbst notwendig fiir Konvergenzerhaltung ist, daB das Verfahren 
H)(u) genau dann konvergenzerhaltend ist (d. h. jede konvergente Folge in 


eine konvergente Folge transformiert), wenn I) erfiillt ist. 


Wir stellen nun die Frage, ob bei fest vorgegebener Folge {u,,} durch Wahl 
des Parameters « die Konvergenzerhaltung beeinfluBt werden kann. Kann es 
vorkommen, da fiir «,+ «, H(u) etwa konvergenzerhaltend ist, H‘* (u) 
dagegen nicht, gibt es Folgen {,,}, die fiir alle « ein konvergenzerhaltendes Ver- 
fahren H(z) liefern, oder andere, fiir welche dies fiir kein « der Fall ist. Diese 
Fragen werden beantwortet durch 


Satz 16. Fiir eine beliebige Folge {u,} trifft genau eine der drei folgenden 
Méglichkeiten zu: 

a) H@)(,) ist fir kein « konvergenzerhaltend. 

b) Es gibt eine eindeutige bestimmte ,,charakteristische“ Zahl a* = a* (yu), 
so daB H) (yu) konvergenzerhaltend ist fir alle « < «*, dagegen nicht konver- 
genzerhaltend ist fiir alle « > a*. 

c) H)() ist fiir alle « konvergenzerhaltend. 
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Beweis: a) Wir betrachten die Folge u, = 2" (n = 0,1, 2, ...) und bilden 
H® (yu). Da fir «= —k(k=0,1,2,-..) 
Am-*" |-5 
Z0=2) 40" 
fiir alle « =—-k divergiert, ist nach b) die Bedingung I fiir kein « erfillt. 
b) Sei a, < a, und a, + — 1, — 2,... Dann ist 


ays (m + a).. ee (nT) 
=— ay (m + %)...(m +a, +1) \m—n 


ket ag — % m+ & 
= (14 S58), ' (1+ seC-2) 
Es existiert eine Zahl n*, so da8 fiir y > n* wegen a, — a, < 0 gilt: 


<1. SeiM=Max | ste: 
| , A oe aT TS 


\(n- *) 20] = 2b 3m— 


A 








h+—$ 








~~ yo ay 


Dann ist fiir m > n*: 


By ib. ) am- "uy |< 
5 Ei \+ See) 0+ PETE) ans 
sae Z\(Aa)arenl+ 2, (22) aes 
Py fsa. “MH 


wobei M* = Max (M*", 1) gesetzt ist. Erfillt also {u,,} die Bedingung I, so 


auch I, Ist «, = —k, so ist we 2. = 0 fiir n < k. Aber wie oben folgt sofort 
fiir m > k: 





<= M* 








B2s)orenjea (Ct a)oe 


n=k n=k = 





mi? 


“wobei jetzt fir M= Max |1 = 

ksvsn* y+o@ 
die Bedingung I”, so auch wegen ea pRnidilies von (4.7.1) und (4.7.2) die 
Bedingung I». Teilen wir jetzt alle Zahlen « in zwei Klassen, je nachdem 
H©) (u) konvergenzerhaltend ist oder nicht, so definiert diese Klasseneinteilung 
einen Schnitt «*, falls es in beiden Klassen mindestens ein Element gibt, d. h. 
weder a) noch c) vorliegt. 


c) Sei zy =r (n = 0,1, 2,...). Fair a > 0 ist nach (4.3.2) 


im E(t) eran in de E(t =. 


m—>co n=0 m—>oo ang? % 








zu wahien ist. Erfiillt jetzt aber {u,} 


d. h. H@ (yu) konvergenzerhaltend fiir alle positiven «, und damit nach b) fir 
alle «. 











— 
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Anmerkung: Uber die Schnittzahl «* selbst kann keine allgemeine Aussage 
gemacht werden. Zum Beweis geben wir zuerst eine Folge, deren Schnittzahl 
selbst noch ein konvergenzerhaltendes Verfahren liefert. Sei {u,} definiert durch : 


Mo= Wi="**=Be=1, Mesn=9 n>. 


Hier ist A"-" uv, = 0 fir n > k, A™-" uw, = 1 fiir n = k. Fiir n < k dagegen ergibt 
sich fir m > k: 


2d (-—ly (" J ") nts 


v=0 


4°-* 4, 
1 


P(m—n+1 a—a 
% renee 2 (yr (*5 Vf ecmane a 


1 
(1 —#)™-"-1d¢ 





I'(m—n+ 1) 
I'(k—n+ 1) I'(m— k) 


m—n—1 
= (—1p-*("7) "5 '). 
Da aus I) die Bedingung III folgt, kann I@ nicht erfillt sein, wenn auch 


nur fiir ein n die Spaltenbedingung verletzt ist. Fiir die Matrixelemente ergibt 
sich nach den obigen Uberlegungen: 





=(—1)-" 


0 n<msk 
kinsm 
(a) m+a)\ ,_ _}(m+a\ n=msk 
ann = ate »)4 * Hn = cal n=ksom 
(—1ye-9 (BF) (Moy )n<km>k. 
Da Ai), = weed a ) = O(1)m*** ist, erfiillt {u,,} sicher nicht III, wenn a > —k 


ist. Ist aber a < —k, so gilt I. Denn fiir diese « ergibt sich (m > k): 


Eitsjenenl- BMC VCS MH Cey 


n=0 


Gi. 





da fiir a << —k wegen = + *) i's oy ‘) = O(1)m"+*m*-" = O(1)m*** baw. 


m—n k—n 
om : 1) = O(1)m*** alle Summanden gegen 0 streben, und fiir « = —k 


: Er Mre2e+|RzaI- 


n=0 
Die charakteristische Zahl a* dieser Folge ist also —k, und —k selbst liefert noch 
ein konvergenzerhaltendes Verfahren. 
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Ein Beispiel fiir eine Folge {u,}, zu deren charakteristischer Zahl kein kon- 
vergenzerhaltendes Verfahren geh6rt, erhalten wir in yu, = —it (xn = 0,1, ...). 
Hierfiir berechnet man leicht: 





m+ a 

(ay) _ (mM +2) at(m—n)! _ phe 
Wo,= (m8) (m+1)! - m+1— (") 
n 


= O(1)m-!m"+*m-" = O(1)m*-}, 


d. h. I ist sicher nicht erfillt, wenn « > 1 ist, d.h. «* < 1. Fir O0< a< 1 


ist nach (4.3.3) 
1 


1 
. mim+a “4 —o 
M® — E (nt) fea—o as fs dt, 


a= 
0 0 
d. h. I@ ist erfallt (and nach Satz 16 Teil b) auch fir alle « < 1). Fir «= 1 
m 
ergibt sich nach 4.2. M@ = J’ ——“-, d. h. 1% ist nicht erfillt. 
n=0 
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Algebraische Lésung des Helmholtzschen Raumproblems 
fiir reelle Vektorriume 


Von 
Perer WILKER in Bern 


1. Als Helmholtzsches Raumproblem pflegt man heute die Aufgabe zu be- 
zeichnen, in einem Raum geeigneter Struktur durch die Forderung einer be- 
stimmten Art ,,freier Beweglichkeit“ an eine Automorphismengruppe des 
Raumes das Bestehen einer elementaren Geometrie, insbesondere einer der 
klassischen, zu kennzeichnen. (Vgl. etwa [3)]). 

Der algebraischen Fassung des Problems liegt ein Vektorraum endlicher 
Dimension zugrunde ; die Forderung der ,,freien Beweglichkeit“ richtet sich an 
eine Gruppe linearer Abbildungen des Raumes auf sich, von welcher zu zeigen 
ist, daB sie eine orthogonale Gruppe darstellt. 

Die ersten rein algebraischen Lésungen dieser poy stammen von 
IyanaGa-ABE [4] und Pickert [5], die aber noch nicht mit minimalen Voraus- 
setzungen auskamen. Erst Bazr [1] gab einen vollstandigen Beweis fiir einen 
Vektorraum iiber einem beliebigen geordneten K6rper einzig mit der Forderung 
der freien Beweglichkeit. 

In der vorliegenden Arbeit wird eine Lésung des genannten Problem fiir 
reelle Vektorraume gegeben. Die Verwendung des reellen Zahlkérpers bringt 
dabei wesentliche Erleichterungen mit sich; zur Lésung werden nur seine alge- 
braischen Eigenschaften herangezogen, diejenigen also, die er mit einem (in 
der Terminologie von BourBaKI [2]) maximal-geordneten gemeinsam hat. 

2. Den folgenden Ausfiihrungen liegen die Vektorriume %" der Dimension 
n tiber dem Kérper der reellen Zahlen zugrunde. Es werden bezeichnet: Vek- 
toren mit a, b,...; reelle Zahlen mit a, 8, ...; Unterraume mit &, F, ...; 
1—1-Abbildungen eines Vektorraums auf sich mit A, B, ... die identische 
Abbildung insbesondere mit #; Gruppen solcher Abbildungen mit 2, B, . . . 

Eine Gruppe &%, linearer Abbildungen des %* auf sich besitze ,,i- Beweglich- 
keit‘‘, falls sie den folgenden beiden Forderungen geniigt : 

I,. Sind a,, .. ., a, und b,, . . ., 6; zwei i-tupel linear unabhangiger Vektoren 
des R" (1 < i < n), so gibt es stets ein A ¢ G,, fiir welches 


Aa,= %), 
A dy= 916, + Xyeb, 


AG,= O41), + aig bgt -** + Od; 
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Mit a1, Xp, - - -, Xj, > O erfiillt ist. 
II,. Aus B ¢ B,; und 
Ba,= By 


Ba,= Bur, + Boot, 


Ba,;= By, + Bigtg+ *** + Bice 
fiir ein i-tupel linear unabhangiger Vektoren a,,..., a; mit B,,, Boe, . 
By > 0 folgt B= E. 

Hauptsatz 1. Besitzt eine Gruppe %,, linearer Abbildungen eines reellen 
Vektorraums R" (n > 2) auf sich n-Beweglichkeit, so ist sie eine volle ortho- 
gonale Gruppe, das heiBt, sie besteht aus allen und nur den Abbildungen des 
Raumes, welche eine positiv-definite quadratische Form iiber dem %" invariant 
lassen. 

Hauptsatz 2. Besitzt eine Gruppe %,,_, linearer Abbildungen eines reellen 
Vektorraums %" (n > 3) auf sich (n — 1)-Beweglichkeit, so ist sie eine engere 
orthogonale Gruppe, das heiBt, sie besteht aus allen und nur den Abbildungen 
des Raumes, die eine positiv-definitive quadratische Form iiber dem %" in- 
variant lassen und die Determinante + 1 besitzen. 

Bekanntlich ist Hauptsatz 2 fiir den X? nicht erfiillt (vgl. [5)). 

Die Beweise in dieser Arbeit werden meist parallel fiir gegebene Gruppen 
G,, und %, _, gefiihrt. Die Bezeichnung & (ohne Index) soll dann abkiirzend fiir 
beide Arten von Gruppen stehen, auBer im Falle n = 2, bei dem nur GS = %, 
in Frage kommt; dieselbe Art der Abkiirzung wird fiir die beiden Voraussetzun- 
gen I und II verwendet. 

Das Symbol 


“*) 


Agape (4c) 








bezeichne : 
1. Eine Abbildung A ¢ &,, die gemaB J,, zu bilden ist, also bei gegebenen ) 
Basen a,, .. ., @, und 6,, ..., 6, des Raumes R"* die Beziehungen 
Aa,= 4,5, 
get. Dee 
AGy= On, 5, + *** + Gan Op 
erfiillt. 
2. Eine Abbildung A ¢ B,,_, gemaB J,,_,, also bei gegebenen unabhangigen 
Vektor-(n — 1)-tupeln a,, ..., a,-, und b,,..., 6,-, von der Art 
A a= 04,0, 
: (435+ + +5 &a—1,n-1 > 9) 
Ady —1 = Oq—1,10) + °° * + On-1, 0-19 m=1 5 
in diesem Fall bezeichnen a, und b, Vektoren, welche die entsprechenden 
(nm — 1)-tupeln zu Basen des Raumes erginzen und fiir welche 


Aa, = Kn Oy + “2p nn On 
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gelte. (Natiirlich werden die Konstanten « in den Fallen 1. und 2. im allgemei- 
nen voneinander verschieden sein.) 

Die folgende Reihe von Benennungen und Abkiirzungen findet Verwendung : 

(e,, ..., €,) bedeute den von den unabhangigen Vektoren e,, ..., e, auf- 
gespannten Unterraum; analog ist bei gegebenem Unterraum € und Vektoren 
e,f,...das Symbol (&, e, f, . . .) zu verstehen. Ein 1-dimensionaler Unterraum 
(e) mége ,,Gerade“, ein 2-dimensionaler (e,, ¢,) ,, Ebene“ heiBen. 

Unter einer ,,Dreiecksmatrix‘‘ wird eine Matrix ||«,,| mit a,,=— 0 (i < k) 
verstanden. 

Ist eine Gruppe © linearer Abbildungen und ein Unterraum ® gegeben, so 
heiBe die Untergruppe derjenigen Abbildungen aus G, welche % in sich trans- 
formieren, die ,,Fixgruppe von % in G“. 

In allen Formeln ist wie iiblich tiber doppelt auftretende Indizes zu 
summieren. 

3. Wo nichts anderes bemerkt, liegen diesem und den nachsten Abschnitten 
Vektorriume KR" (n > 2) zugrunde. 

Die folgende Bemerkung wird im Laufe dieser Arbeit immer wieder Ver- 
wendung finden: Ist A ¢ G und gibt es eine Basis ¢,, . . ., e, des R", beziiglich 
welcher die Matrix |«,,|) von A Dreiecksgestalt hat, so ist A?= E und daher 


a?;= 1(i=1,..., n). Dies folgt sofort aus II. 

Hilfssatz 1. Gilt fiir ein A ¢ G von der soeben betrachteten Art «,,=-+':=«,, 
= 8, Oty rti= °° = O&e,= — €(2@=—1,l sors n), s0 ist Ae,= ce, (t= 1,...,1r) 
und es lassen sich statt der e,,,,..., €, neue Basisvektoren e*,,,..., e* so ein- 
fiihren, daB Ae? = — eef (k=r+1,..., n). 


Beweis. Direkte Berechnung von A* und Beachtung von A*= E liefert die 
erste Behauptung sowie die Tatsache, daB Ae, = a,,e,— ee, (l= 1, ...,1; 
k=r+1,...,n). Die gesuchten Vektoren ef sind dann 

et = (1/2) py per + €e . 

Hilfssatz 2. Aus A ¢ G,,_, folgt det A > 0. 

Beweis. Es werde det A <0 angenommen; dann besitzt A sicher einen 
negativen Eigenwert —g und dazu einen Kigenvektor a,, so da® also 


Aa,= — 0a, (90 > 0). a, werde zu einer Basis a,, és, .. ., @,, €p41, «+ +» €n des 
Raumes ergiinzt und es werde angenommen, daB beziiglich e,, . . ., e, folgendes 
gelte: 
A eg= gels 
Aly = Ag2@g-+ Agnes (Ogg, - ») &py > O) 
A€,= Bpgegt *** + Ope. 
Dann soll abkiirzend é,, . . ., ¢,.D,-Teil der Basis genannt werden. Fiir die rest- 
lichen Basisvektoren werde Ae,;= f,; (§=r+1, ..., n) gesetzt. Der D,-Teil 
braucht natiirlich nicht zu existieren. 
Ist r = n, so folgt aus JJ, _,, angewandt auf die Vektoren ¢,. .. ., ¢,, daB 


A = E ist, was der Annahme det A < 0 widerspricht. Sei also r << n. Dann kann 
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die folgende Hilfsabbildung betrachtet werden: 


Gy Cy. - + Crfesa +++ fail fe 
Gy Cg. CpOpg n+ + On—2 | en 





(U €%,-,). 
etwa 

Ua,= By a 

Ue,= Burt, + Bests 


Ue,= B,.a,+ oom a Breer 
Ufesi= Besasatit *** + Besar tiers 


Uf, at Bnia@y+ a Bante 
mit f,,,.- -, B,-3,0-1> 0. 

Aus der Anschrift erhellt sofort, daB die Matrix von UA beziiglich der 
Basis @,, €, . . ., & Dreiecksgestalt hat. Die Diagonalglieder dieser Matrix lauten 
unter Beriicksichtigung der Annahmen und der Tatsache (U A)*= EZ: 

oy eBu =-—l, eo Boe =1,..., Orr Bry =I, Br +1, ri = 1,..., Ba-s,0-1 = 1, 
wahrend vom letzten Glied £,,, vorderhand nur f2,,= 1 ausgesagt werden kann. 
Ware aber f,,, = 1, so wiirde die Abbildung U A den Voraussetzungen von Hilfs- 


satz 1 geniigen, hatte also in einer geeignet gewahlten Basis a,, ef, . . ., ex die 
Form U Aa,= — a,, UAef = ef (i = 2, . . ., n). Da UA + E, wiirde dies II,,_, 
widersprechen. Somit muB £,,,, = — 1 sein. 


Da sich somit herausstellte, daB det (UA) > 0, so folgt det U < 0. Dies 
bringt mit sich, daB sich wieder ein negativer Eigenwert — 0, von U und dazu 
ein Eigenvektor u, angeben laBt, so daB also Uu,= — 0, u, (oe, > 0). Man sieht 
leicht ein, daB u, von den r Vektoren e, = a,, é,, . . ., ¢, unabhangig ist. Es laBt 
sich also u, an die Spitze einer Basis setzen, die mit einem D,-Teil e,, ..., e, 
weiterlauft (vergleiche die Anschrift von U). 

Die Abbildung U besitzt also einen um mindestens einen Vektor gréBeren 
D,-Teil als A. Man kann jetzt, von U,= U ausgehend, das soeben angewendete 
Verfahren wiederholen und erhalt nach endlich vielen Schritten eine Abbildung 
U,¢€ B,-1, die einerseits fiir ein geeignetes u, die Beziehung U,u,= — 0, u, 
(0, > 0) erfiillt, andererseits einen D,-Teil von n — 1 Vektoren aufweist. Dies 
bildet offensichtlich einen Widerspruch zu JJ,,_,, womit die urspriingliche An- 
nahme det A < 0 ad absurdum gefiihrt ist. 

Hilfssatz 3. Liegt A ¢ G.und gilt fir einen Vektor a+ 0 die Beziehung 
Aa = 0a, so ist 9? = 1. 


Beweis. Es werde eine Basis ¢,, 5, . . ., ¢, des Raumes wie folgt konstruiert: 
Sei a = e,, 0 = %,; es sei weiter méglich, unabhangige Basisvektoren ég, . . ., e, 
so zu wahlen, daB 

Ae,= He 


A ey= Og, €, + Ago€q 


A ey = hyp Opt Aygegt *** + Apply - 
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Jedenfalls ist nach Voraussetzung r = 1. Dieser Teil der Basis heiBe D-Teil 
beziiglich e,. 

Ist r = n, so hat A eine Dreiecksmatrix, es ist A?= E und a},= 0?= 1. 
In der Folge darf daher 1 < r < n angenommen werden. 

Der D-Teil der Basis werde durch n — r weitere Vektoren e,,,, ..., €, ZU 
einer vollen Basis erganzt und es gelte: 


Aeg=---+an=f; (i,k=r+1,...,m). 


(Die Striche --— bedeuten hier wie im folgenden den auf e,,. . ., e¢, bezogenen 
Teil der Matrix). Mit « werde die Teilmatrix ||«,,!) (i,k =r+ 1, ..., ) be- 
zeichnet. 

Nun wird eine Hilfsabbildung U durch den folgenden Ansatz konstruiert: 
me eee ee ee fn ah 
ean hea feat te (U €S). 

(Es sei nochmals betont, daB die Abkiirzung U ¢ & bedeutet: U gehért mit dem 
gegebenen A entweder zur Gruppe %,, oder zur Gruppe &,,_,). Im Falle U ¢ 3, 
gelte beim letzten Vektor e,, das obere Vorzeichen, falls deta < 0, das untere, 
falls deta > 0. 

Der auf die Vektoren f bezogene Teil der Abbildung U laute 





Ufeu= vie he 5 Beste +1€r ba 
Uf, eh oe te Baer tCrtat °° + Bonen 
mit B,43,-4.. -- +» Ba—1,n-1> 0. Stellt man hingegen U in der urspriinglichen 
Basis ¢,, . . ., €, dar, so gelte 
UVep= --- + Vines ((,k=r+1,...,%); 
Es seien § = | 8;,) und y = |ly,,! (i, k= r+ 1, ..., n) die beiden dabei auf- 


tretenden Teilmatrizen. Nun stellt sich dety < 0 heraus. Fir U € G,,_, folgt 
dies ohne weiteres aus Hilfssatz 2; fiir U ¢ B, bemerke man, daB y = «-'£ 
und daB wegen der oben getroffenen Vorzeichenwahl die det 8 das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen hat wie deta. 


Es ist leicht ersichtlich, daB die Abbildung U A in der Basis ¢,, . . ., e, eine 
Dreiecksmatrix hat, so daB (U A)?= E. Setzt man Ue,= 0,e,, so ist also 
oF = 1/(o*). 

Andererseits laBt sich wegen det y < 0 der D-Teil e,, . . ., e, von U beziiglich 


e, um mindestens einen Vektor verlingern. Zu dessen Konstruktion muB 
namlich die charakteristische Gleichung von y gelést werden, was reell méglich 
ist. Damit ist bewiesen, daB ein D-Teil von U’ beziiglich e,, der aus r, Vektoren 
bestehen mdge, sicherlich mehr Vektoren enthalt als ein selcher von A, so dab 
r, > r notiert werden kann. 

Von U = U, ausgehend kann man nun das soeben angewandte Verfahren 
wiederholen, was eine Abbildung U,¢ 3B mit (bei entsprechender Symbolik) 
ry-- r, und 95 = 1/(o7) = o* liefern wird. Nach endlich vielen Schritten stoBt 
man somit auf eine Abbildung U,¢ B mit U,,¢,~ 0, ¢,, fiir deren D-Teil be- 
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ziiglich e, r,= n gilt, deren Matrix also in einer geeigneten, mit e, beginnenden 
Basis Dreiecksgestalt hat. Daraus folgt einerseits of = 1, andererseits, dem an- 
gewandten Verfahren entsprechend, entweder oj = 1/(0”) oder of = o?. Damit 
ist der Hilfssatz 3 bewiesen. 

Hilfssatz 4. Sei NR” ein m-dimensionaler Unterraum des Vektorraums %" 
(1 < m < n) und U seine Fixgruppe in einer Gruppe G des R*. Die durch U auf 
R™ induzierte Gruppe besitzt m-Beweglichkeit. 

Beweis. Es ist die Giltigkeit von J,, und IJ,, nachzuweisen. I,, folgt ohne 
weiteres aus J. JJ,, bedeutet sinngemaB: sind e,, . . ., e,, unabhangige Vektoren 
des R” und gilt fiir ein A € U: 

Ae, = a1 


A eg= Gq; + Ageee 


A Cy = Cg Oy t+ °° * + Samm 
mit o,, -- +; &mm > 0, so ist a,,.= 0 (i > k) und «,;= 1. 

Zum Nachweis wird vollstandige Induktion nach m angewandt. Fiir m = 1 
folgt die Feststellung aus Hilfssatz 3; sie sei bis zu Dimension m — 1 als be- 
wiesen angenommen. 

Der Unterraum (e,, . . ., €,—,) wird von A in sich transformiert, so daB nach 
Induktionsvoraussetzung auf Ae,;= e,; (i = 1, ..., m — 1) geschlossen werden 
kann. Es soll nun gezeigt werden, daB in der letzten Zeile 


A Cm = my@y+ °° * + Xm,m—1&m—1 + mmm 
der Koeffizient «,,,,,—-,= 0 ist. Hieraus wird die Behauptung folgen, da dann 
auch der Unterraum (e,, . . ., @n—2, @m) bei A invariant bleibt und die Induktions- 


voraussetzung auf Ae,,= e,, fiihrt. 
Es werde konstruiert : 
SSS eee 
y £1 ++ €m—2&m—1€m _ Teo 
U ay ae ae ear (UB) 
mit beliebiger Erganzung zur vollen Basis. Es gilt 
Vem—1 = aes KE», 
Ue,, om Ben —1+ Vem 
(wobei die Striche —--— wieder die sich auf e,, . . ., ¢,, _, beziehenden Koeffizienten 
andeuten). Wegen m < n gilt sicherlich « > 0, 8 > 0. 
Nun gibt es zwei (von ¢, . . ., €,,-, unabhangige) Vektoren /,,,—,, /,,€ R” so, 
daB 
Ufn—1 heme Ti fm—1 
Ufm sai eT Toh 


Ihre Konstruktion fiihrt namlich auf die charakteristische Gleichung 
~€ « | 


peal RS 78 ee 


' 


die wegen «f > 0 zwei reelle Lésungen verschiedenen Vorzeichens r1,> 0, 
T, < O besitzt. 
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Man bemerkt, daB die Abbildung U? sowohl auf (e,, . . ., €,,—, fm—) als auch 
auf (e,,. . ., €m—2) fm) der Induktionsvoraussetzung geniigt, so da8 auf tr? = 3 = 1, 
also auf t,= 1, t,= — 1 geschlossen werden kann, woraus als vorlaufiges Er- 
gebnis t,+ t,= y = 0 folgt. 

Nun werde die Abbildung U A betrachtet. Fiir sie gilt jetzt 


U Ae, -y= --- + LE 
UAey =—-—+ OmmBlm—1 + Smim—1%lm 


Wegen «> 0, a,,,,8 > 0 ergeben sich fir UA genau dieselben Schliisse wie 
soeben fiir U, so daB auf «,,,,,-,« = 0 oder schlieBlich auf «,,,,,-,= 0 ge- 
schlossen werden kann. Damit ist der Beweis vollstandig. 

4. In diesem Abschnitt werden durch die Gruppen % ausgezeichnete, zu 
einer Ebene bzw. zu ciner Geraden komplementare (,,totalsenkrechte‘) Unter- 
riume konstruiert. 

Sei zuerst im MN" (n = 3) eine beliebige Ebene € = (e,, e,) gegeben. Die 
Basis e,, €, werde zu einer vollen Basis é,, @, és, . . ., €, des Raumes ergainzt und 
die folgende Abbildung betrachtet: 


yy __ Ogg  On-1 | Oe reg 

s ~— ©, = Og@y. . Oy Cn (Se). 
Die Matrix von S beziiglich der Basis e,, ..., e, hat Dreiecksgestalt, fiir ihre 
Diagonalglieder o,, gilt daher 04; = G22= — 1, o33= ** + = O,-3,n-1= 1,032, = 1. 


Es gilt aber auch o,,,= 1, und zwar fiir S ¢ Z, nach Konstruktion und fiir 
S ¢3,-, nach Hilfssatz 2. S erfiillt daher die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 


und es gibt n — 2-Vektoren ef, . . ., e* so, daB R" = (e,, ey, ef, . . ., e*) und daB 
Se;=-—e,, Sef=ef (¢=1,2; k=3,...,n). 
Es werde (ef, .. ., e€) = €* und fiir die vorstehende Abbildung S = S(€) ge- 


setzt. S(€) erzeugt auf € die identische Abbildung Z, auf dem Komplementar- 
raum €* die Abbildung (— £). Wie man aus II unschwer folgert, sind durch diese 
beiden Eigenschaften S(€) < B und €* eindeutig bestimmt. 
Hilfssatz 5. LaBt eine Abbildung A ¢ B eine Ebene € des R" (n = 3) inva- 
riant, so auch den Unterraum €*. 
Beweis. A habe in der Basis é,, ¢y, ef, . . ., e* die Darstellung 
Ae; = Aye, 
Act Buy Biaee 
und es werde auBerdem A~'e, = %;,¢, gesetzt. Der Kommutator K = S-!'A-1SA 
mit S = S(€) berechnet sich leicht zu 


(t,p = 1,2; &,q@=3, ...,2) 


Ke,=e,;, Kef = 2BepSpqtat ef (i.p.¢~= 1,2; k=3,...,n). 


Nach II ist K = £, also p,,,%,,-- 0, woraus das Verschwinden aller #,,, folgt. 
Sei jetzt weiter (e) cine Gerade des R* und (e, e’) cine seiner Basen. Durch 

. ee i 
8--~ (Se B= %,) 

Math. Ann. 139 30 
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wird eine Abbildung S ausgesondert, die nach Hilfssatz 1 durch Einfiihrung 
eines neuen, e’ ersetzenden Basisvektors e* auf die Gestalt 


(1) Se=—e, Se*=e* 


gebracht werden kann. Man zeigt wie in der vorausgehenden Betrachtung, 
daB sowohl diese Abbildung S wie auch die Gerade (e*) durch (e) eindeutig be- 
stimmt sind. Es werde (e*) zu (e) ,,senkrecht“‘ genannt. Verwendet man die in 
%, auf Grund von JZ, sicherlich vorhandene Abbildung (—Z) und setzt 
S’= (— E) S, so folgt wegen S’ e* = — e*, S’e = e die Symmetrie der Senkrecht- 
beziehung. Ist A eine Abbildung aus %,, die (e) invariant léBt, so fiihrt sie 
auch (e*) in sich iiber, was wieder (wie beim Beweis von Hilfssatz 5) aus der 
Gestalt des Kommutators S-!A-! 8A hervorgeht. 

Ist im R" (n => 3) eine Gerade (e) vorgelegt, so gibt es nach Hilfssatz 4 und 
dem soeben behandelten Sachverhalt in jeder (e) umfassenden Ebene U des R” 
eine ,,in U1 zu (e) senkrechte‘‘ Gerade (e*). Dariiber laBt sich beweisen 

Hilfssatz 6. LaBt eine Abbildung A ¢€ G eine Ebene U = (e, /) desR" (n = 2) 
invariant und fiihrt dabei e in f tiber, so die in U zu (e) senkrechte Gerade (e*) 
in die in U zu (f) senkrechte (/*). 

Beweis. Auf Grund von Hilfssatz 4 geniigt es, den Satz fiirn = 2 zu beweisen. 
Sei also Ae = f und Ae*= af + #f*. Mittels der nach (1) zu bildenden Abbil- 
dung Sf = — f, Sf*= f* erzeuge man A’= A~-!SA, fir die sich A’e = — e, 
A’e*= — 2ae + e* ergibt. Aus der Invarianz von (e*) folgt « = 0, also Ae* 
= Bf*, wie behauptet. 

Nun kann im R" (n => 3) der zu einer Geraden € = (e) ,,totalsenkrechte, 
komplementiare Unterraum €* eingefiihrt werden. Es werde zu diesem Zwecke 
eine beliebige, € umfassende Ebene 1 ausgewahlt und in ihr die zu (e) senkrechte 
Gerade (u) betrachtet. Der Ansatz €* = (u, U*) definiert einen zu € komple- 
mentaren Unterraum, von dem zu zeigen ist, daB er nicht von der Wahl der 
Ebene U abhangt. 

Es sei v + 0 ein beliebiger Vektor aus U* und v, ut, ey _3 eine Basis von 
U*. Der Ansatz 

se wer... a2, [ins > 

V —cu—vut...ut_,|ut_; (VeB) 
fiihrt auf eine Abbildung, die in der Ebene U auf Grund der Konstruktion des 
Vektors u die Gestalt Ve = — e, Vu = wu hat und sich in dem laut Hilfssatz 5 
invarianten Unterraum U* bei Anwendung der Hilfssitze 1 und 2 und durch 
Einfiihrung neuer Basisvektoren w,, . . ., w, —, statt der u* in die Form V v= — v, 
Vw,= w; (i= 1,..., — 3) bringen laBt. Setzt man noch U = S(U), so gilt zu- 
sammenfassend fiir die beiden Abbildungen U und V beziiglich der Basen 
U = (e, u) und U* = (v, w,, . . ., Wy—3): 


Ue=—e, Uu=-u, Uv= v, Uw,=u, 
(2) (¢=1,...,»— 3) 


Ve=-—e, Vu= wu, Vo=-v, Vw,=w,. 
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Nun sei 1 eine von 2 verschiedene, die Gerade € umfassende Ebene des R" 
und es werde € = (@, U*) im gleichen Sinne wie oben €* konstruiert. Fir einen 
beliebigen Vektor ¢ + 0 aus U* kann dann die Zerlegung t = ae + Bu + vmit 
v € U* vorgenommen werden. Ist v = 0, so zeigt die Heranziehung von T = S(U) 
sofort, daB ¢ proportional u und also ¢ ¢ €* gilt. Ist aber v + 0, so werde mit den 
zu diesem Vektor gehérenden Abbildungen U und V nach (2) T’= T VU ge- 
bildet. Aus T’e = — e, T’t = — 2ae — t folgt sofort « = 0 unu damit wieder 
t ¢ €*. Ganz analog erhalt man auch % © €*, so daB aus Dimensionsgriinden 
tatsichlich auf € = €* geschlossen werden kann. 

Hilfssatz 7. LaBt eine Abbildung A ¢ G eine Gerade € des R" (nm = 2) in- 
variant, so auch €*. 

Beweis. Fiir n = 2 wurde der Beweis des Satzes schon erwaihnt. Im Falle 
eines geraden n = 4 bleibt mit € auch eine € umfassende Ebene invariant; die 
Behauptung folgi dann sofort durch Anwendung der Hilfssétze 4 und 5. Fiir 





ungerades n > 3 werde mit € = (e) und R"= (e, r,, .. ., rT,-,) die Abbildung 
€ %y.-- fa-s| fa 
at a PE ry (R eB) 


konstruiert. Wie zu Beginn dieses Abschnitts fiir die Abbildung S ergibt sich 
auch hier nach Einfiihrung neuer Basisvektoren r* statt der r fiir R die Gestalt 


Re=e, Rrf=-—r? (i=1,...,.n—1). 


Die Identitat von €* und (rf, . . ., r*_,) ist unschwer nachzuweisen. Dann zeigt 
die Anwendung von II auf den Kommutator R-! A-! RA wieder die Richtigkeit 
der Behauptung. 

5. In diesem Abschnitt werden drei fiir den Hauptbeweis entscheidende 
Hilfsabbildungen konstruiert. Seien im RN" (n > 2) zwei voneinander verschie- 
dene Geraden (e) und (f/) gegeben, die zusammen die Ebene U = (e, /) aufspan- 
nen. In U1 seien die Geraden (u’) und (v) zu (e) bzw. zu (/) senkrecht und es sei 


U*= (u¥, ..., u*_,); (fiir n = 2 existiert natiirlich U* nicht). 
Der Ansatz 
e we’ af...00.,| aS. a 
ee Ur» (R¢B) 


liefert eine Abbildung, die nach Hilfssatz 5 mit U auch U* invariant laBt und 
dort, wie leicht zu sehen, Ru*¥ = u¥ (i= 1, ..., n — 2) lautet. In U selbst 
gilt nach Hilfssatz 6 und der Symmetrie der Senkrechtbeziehung: Re = ow’, 
Ru'=-—oe (0,0>0). Man setze pu’=u und Ru=-—rte (t>0); wegen 
Rte = te, Riu = t*u, R'u¥ = u¥ gilt R‘= E nach II, also t = 1. Es bleibt 


Re = u, Ru = —e, Ru? = u¥ (i= 1, .. ., n — 2). 
Nun wird fiir » > 3 die Abbildung 
euup...ue_,| us_, iat 
fvut...ut_s| us, (P ¢B) 


betrachtet, wobei u der oben konstruierte Vektor in (u’) sein soll. Bei P bleibt 
wieder U* invariant. Die Konstruktion zeigt, daB — wenn nétig durch Ein- 
fiihrung eines neuen Basisvektors w statt u*_, gema8 Hilfssatz 1 — P in U* 
30* 
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eine der beiden folgenden Gestalten hat: 


Pus =uft (i=1,....n—3), Pw=+w, 


U* = (uf, ..., uk_s, w) . 


Bevor die Aktion von P auf U untersucht wird, muB noch eine dritte Hilfs- 
abbildung Q betrachtet werden. Nach Wahl des obigen Vektors w ¢ U* sei Q 
gleich der gemaB (2) zu bildenden, zu e, u und w gehérenden Abbildung 


Qe=-—e, Qu=u, Qw=-w, Qu,=wy, (t=1,...,n—3). 


Dabei sind die w,;, wie in Abschnitt 4 ausgefiihrt, neue Basisvektoren mit 
U* = (w,, .. ., W_z-3, w). Auch fiir diese gilt nun Pw,;= w,. Steht bei Pw = iw 
das obere Vorzeichen, so ist das selbstverstandlich; ist im andern Falle 
WwW, = ©, Ut + @, w(i, k= 1, ..., n—3) und berechnet man PQ, so ergibt sich 
PQw =w, PQw,;= —2,w + w,. Aus Hilfssatz 4 und II folgt dann w;= 0 
und hieraus die Behauptung. 

Die von P in U induzierte Abbildung hat nach Hilfssatz 6 die Form Pe = af, 
Pu = Bv. Es soll P so gewahlt sein, daB die Determinante dieser Abbildung 
negativ ist. Ist dies bei dem eben konstruierten P nicht der Fall, so ist P durch 
P’= PQ zu ersetzen. 

Die Ergebnisse dieses Abschnitts seien in einer zweckmaBig erneuerten 
Bezeichnung zusammengestellt : Sind (e) und (f) zwei verschiedene Geraden des 
R" (n |} 3), (uw) und (v) die zu ihnen in der Ebene 2 = (e, f) senkrechten Ge- 


raden und ist U* = (w,,..., w,~3, w), so existieren in G die folgenden drei Ab- 
bildungen 

Pe=f{, Pe=0, Pw=+w, Pw,=w, 
(3) Qe=-—e, Qu=u, Qw=-w, Qu;,;=w; 

Re=u, Ru=-—e, Rw=w, Rw;= w; 


i= i,...9—%. 


Dabei ist die Determinante der von P in U induzierten Abbildung negativ. Die 
Abbildung R hat auch fiir n = 2 Giiltigkeit. 

6. Der folgende Satz enthalt im wesentlichen den Beweis der beiden Haupt- 
satze: 

Satz. Die Abbildungen einer Gruppe & auf einem QR" (n => 2) lassen eine 
positiv-definite quadratische Form tiber dem Q* invariant. 

Beweis. 1. Der Satz werde zuerst fiir n = 2, also fiir den R? und eine Gruppe 
%, auf ihm nachgewiesen. Es sei e + 0 ein im folgenden fest gewahlter Vektor 
des R*. GemaB (3) des vorigen Abschnitts gibt es eine Abbildung R ¢ B,, 
welche Re = u, Ru = —e mit (u) senkrecht (e) erfiillt. Es soll gezeigt werden, 
daB alle Abbildungen A ¢ B, in der Basis e, u des R? orthogonale Matrizen 
haben. 


Wird Ae = f gesetzt, so sind die drei Falle méglich: I. f ist proportional e, 
II. f ist proportional u, IIL. f ist weder zu e noch zu wu proportional. Im Falle I 
folyt aus der Invarianz der Senkrechtbeziehung Ae = ee, Au = e'u mit 
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e?= e*= 1. Im Falle II folgt aus Hilfssatz 6 und der Symmetrie der Senkrecht- 
beziehung Ae = au, Au= Be; bildet man AR, so erhellt sofort «?= £?= 1. 
In beiden Fallen ist also die Behauptung richtig. 

Im Falle III kann angenommen werden, daB die Determinante von A ne- 
gativ ist. Andernfalls kann man mittels der Abbildung Se = —e, Su=u 
gemaB (1) A’= A S bilden und den Nachweis der Orthogonalitat fiir A’ fahren. 
Sei also 

Ae=f{= pe+ypu 
Au=v= gie+y'u; 


nach Voraussetzung und nach Hilfssatz 6 gilt p, y, gy’, y’+ 0. Da die Deter- 
minante von A negativ ist, hat A einen positiven und einen negativen reellen 
Eigenwert, woraus mittels J7, ohne weiteres A*= E, also Af = e folgt. Wegen 


Af=e=("+ pyple+yl(p+y')u 
kann einmal 
7=-9 
notiert werden. Weiter erfiillt die Abbildung A = AR:Ae=v,Au= —f, und 
eine analoge Uberlegung wie die soeben durchgefiihrte zeigt, daB hieraus 


teak 


folgt. Die beiden letzten Gleichungen zusammen mit det A = — 1 ergeben die 
Behauptung und damit den Beweis des Satzes fiir n = 2. 

2. Der Nachweis fiir n > 3 wird induktiv gefiihrt. Der Satz werde fiir Grup- 
pen %,, auf Raumen R” (2 <= m < n) als richtig angenommen und es sei eine 
Gruppe & auf einem %" gegeben. e + 0 sei ein fiir das Folgende fest gewahliter 
Vektor, § die Fixgruppe der Geraden (e) in B. 

Die Abbildungen von § lassen nach Hilfssatz 7 mit (e) auch den dazu total- 
senkrechten Unterraum € = (e)* invariant und erzeugen dort nach Hilfssatz 4 
eine Gruppe &,,_,; bei ihnen bleibt also nach Induktionsannahme auch eine 
positiv-definite quadratische Form tiber € invariant. Man kann in € eine 
Schar von Basen ¢,,..., €,—, finden, in bezug auf welche die Matrizen der von 
& in € induzierten Abbildungen orthogonal sind; diese Schar gestattet natiir- 
lich orthogonalen Wechsel und Vervielfachung der Basen mit einer von null 
verschiedenen Konstanten. Nach Hilfssatz 3 sind dann offenbar die Matrizen 
aller Abbildungen aus § in bezug auf eine Gesamtbasis e, ¢,,..., €,—-, des R" 
ebenfalls orthogonal. 

3. Nun sei A eine beliebige Abbildung aus %. aber nicht aus §; das Bild 
der Geraden (e) bei A ist dann eine von (e) verschiedene Gerade (f/f). Zu (e) 
und (f) gehéren nach den Ausfiihrungen der Abschnitte 4 und 5 Geraden (u) 
und (v), die in der Ebene U = (e, f) zu (e) bzw. zu (f/) senkrecht sind, sowie 
Hilfsabbildungen P, Q und R gemaB (3); die Bezeichnungen seien (3) angepaBt. 

Die oben gefundenen Basen des Unterraums € werden jetzt so normiert, 
daB eine unter ihnen, in welcher der Vektor u selbst Basisvektor ist, ausgewahlt 
und als ,,zulassig“* alle diejenigen Basen der gegebenen Schar erklart werden, 
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die aus dieser einen durch orthogonalen Wechsel hervorgehen. Nun wird be- 
hauptet: in einer Basis des R", die aus e und einer zulassigen Basis ¢,, . . ., &,—, 
von € besteht, hat A eine orthogonale Matrix. Da P-1A ¢ G, geniigt es nach 
den Ergebnissen von 2., diese Aussage fiir P zu gewinnen. 

Eine zulassige Basis e,, .. ., ¢,, von € kann offenbar so gewahlt werden, 
daB (vgl. (3)): 


(€,, - - «5 Cn—g)' = (Wy, - - +» Wa—g)s (Cp, - - +» On—gs Cn—2) = (Wy, - - -» Wag, W) = UF; 
(e,, > 349 €n—3> Cn—2 €n-1) = (w,, ++ +9 Wn-g UW, u) = € 
ausfallt. Dabei stellt sich einmal e, _, als bis auf das Vorzeichen gleich u heraus. 
Sei namlich e,_,= a,e;+ au (t= 1,...,2— 2) und S= S(U) die zur Ebene 
= (e,f) = (e,u) gehdrende Abbildung nach Abschnitt 4. Es ist Se = —e, 
Se,=e, (t= 1,...,n— 2), Se,_,= 2a,e,— e,-,. Da S€G, miissen wegen 2. 
alle «, verschwinden, so daB e,,_,= au resultiert; da die zulassige Basis aber 
auf u normiert wurde, ist « = +1, wie behauptet. Es kann e,_,= u ange- 
nommen werden. Genau gleich zeigt man mittels der Hilfsabbildung Q aus (3), 
daB der Vektor e, _, zu w proportional ist. 

Damit ergibt sich fiir P 

Pe =f, Pe,_,= v, Pe,=e, (t= 1,...,n — 3), Pe,_.= +ey-¢ 
und fiir R 

Re = e,_,, Re,_,= —e, Re,;= e, (t= 1, .. ., n — 3), Re, _.= & ~¢- 
Da die von P in der Ebene U induzierte Abbildung negative Determinante hat, 
folgt wie unter 1., daB diese Abbildung beziiglich der Basis e, e,_, von U eine 
orthogonale Matrix besitzt. Aus der obigen Anschrift erhellt dann die Ortho- 
gonalitat der Gesamtmatrix von P (und damit des urspriinglich gewahlten A). 

4. Zum vollstandigen Nachweis des Satzes bleibt noch zu zeigen, daB die 
vorgenommene Normierung der zulassigen Basen von € nicht von der Abbil- 
dung A ¢ %, das hei®t nicht von dem Vektor u abhangt. Sei (7%) irgendeine 
andere, in € = (e)* liegende, aber von (u) verschiedene Gerade und R < G die 
analog zu R in (3) zu bildende Abbildung mit Re = 7, Ri = —e. Zu u und % 
gehdrt eine Abbildung P, die zu P in (3) analog ist und P u = «7% erfiillen mége. 
Wie unter Verwendung der geeignet zu wahlenden Hilfsabbildungen (2) ohne 
weiteres folgt, liegt ¢ in (u, u)*; P kann dann stets so konstruiert werden, daB 
Pe = +e ausfallt, so da8 P in der Fixgruppe § von (e) liegt. Wegen Ro PRe 
= ae ist nach Hilfssatz 3: «?= 1 und Pu = +@. Hieraus folgt leicht die Be- 
hauptung. Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 

7. Seien Gruppen %,, bzw. G,,_, auf einem N"(n > 2) gegeben. Nach dem 
Satz des vorhergehenden Abschnitts lassen alle Abbildungen aus %,, bzw. aus 
G,,-, eine positiv-definite quadratische Form Q invariant. Zum vollstandigen 
Nachweis der beiden Hauptsitze 1 und 2 bleibt zu sagen, daB auch alle beziig- 
lich Q orthogonalen Abbildungen des XR" auf sich zu G,, bzw. daB alle solchen 
Abbildungen mit positiver Determinante zu %,,_, geh6ren. 

Sei A eine der genannten Abbildungen und ¢,,...,¢, eine beziiglich Q 
orthonormierte Basis des R"; es gelte Ae;= «,e,= f; (i,k = 1,...,n). Die 
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Matrix « = |«,,| ist natiirlich orthogonal (und hat, falls sich der Nachweis 
auf %,,_, bezieht, die Determinante + 1). ®s werde nun die folgende Abbildung 
konstruiert : 
Gin «tens 1G 
i 4 wen: 

Dabei sei einerseits Be;= y,;,f,, andererseits Be,= B,,e, (i, k= 1,...,m). 
Die Matrix y = |y;,,| ist nach Konstruktion eine Dreiecksmatrix, die Matrix 
B = | B;,\| ist orthogonal. Weil aber offensichtlich y = Ba-', so ist auch y 
orthogonal. Dies hat zur Folge, daB y?;= 1 und y,,= 0 (i+ k). Nach Kon- 
struktion ist jedenfalls y,,= 1 firi=1,...,n — 1. Falls B ¢ %,, so ist sicher 
auch y,,= 1. Ist aber B € G,_,, so hat #'nach Hilfssatz 2 eine positive Deter- 
minante, so daB nach der oben getroffenen Annahme auch det y = | resultiert, 
woraus wieder y,,,= 1 folgt. 

Zusammenfassend stellt sich somit y als Einheitsmatrix heraus, so daB 
A=B und A‘ gilt, wie gezeigt werden sollte. Damit sind die beiden 
Hauptsitze vollstandig bewiesen. 
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